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Partea II

• Calculul propoziţional clasic

• Sintaxa
• Semantica
• Corectitudinea calculului propoziţional clasic



Calculul propoziţional

• O propoziţie este un enunţ care poate fi
adevărat(1) sau fals(0).

• Propoziţiile sunt notate simbolic (ϕ, ψ, χ, · · · ) şi sunt
combinate cu ajutorul conectorilor logici (¬, →, ∨, ∧, ↔).

Exemplu.

Fie ϕ propoziţia: Azi este vineri, deci avem curs de logică.
Cine este ¬ϕ?
Propoziţia ¬ϕ este: Azi este vineri şi nu avem curs de logică.



Calculul propoziţional

Exemplu.

Dacă trenul ı̂ntârzie şi nu sunt taxiuri la gară,
atunci Ion ı̂ntârzie la ı̂ntâlnire.

Trenul ı̂ntârzie. Ion nu ı̂ntârzie la ı̂ntâlnire.

În consecinţă, sunt taxiuri la gară.

ϕ = trenul ı̂ntârzie
ψ = sunt taxiuri la gară
χ = Ion ı̂ntârzie la ı̂ntâlnire

Raţionamentul anterior poate fi reprezentat formal astfel:
{(ϕ ∧ ¬ψ)→ χ, ϕ,¬χ} ` ψ



Sintaxa si semantica

• Un sistem logic are două componente: sintaxa si semantica.

• Noţiunile sintactice sunt descrise formal, simbolic.
Principalele noţiuni sintactice sunt: limbajul, formulele,
teoremele, noţiunea de demonstraţie. Simbolul ` este sintactic
si are următoarea semnificaţie: notăm prin Γ ` ϕ faptul că
formula ϕ este demonstrabilă din mulţimea de formule Γ.

• Semantica asociază un ı̂nţeles, o interpretare noţiunilor
sintactice şi defineşte riguros noţiunea de formulă universal
adevărată (tautologie). Alte noţiuni semantice importante
sunt: evaluările (interpretările), modelele, mulţimile de formule
satisfiabile. Simbolul |= este semantic şi are următoarea
semnificaţie: notăm prin Γ |= ϕ faptul că formula ϕ este
adevărată ori de câte ori toate formulele din Γ sunt adevărate.



Alfabet. Limbaj

Un alfabet este o mulţime de simboluri.
Un cuv̂ınt este un şir finit de simboluri din alfabet.

Fie A un alfabet. Definim A+ = {a1 . . . an | n ≥ 1, a1, . . . , an ∈ A}
şi A∗ = A+ ∪ {λ} unde λ este cuv̂ıntul vid.

Operaţia de concatenare · : A∗ × A∗ → A∗ se defineşte prin
(a1 . . . an) · (b1 . . . bk) = a1 . . . anb1 . . . bk

(A∗, ·, λ) este un monoid şi se numeşte
monoidul cuvintelor peste alfabetul A.



Sintaxa PC



Limbajul. Formulele.

Limbajul PC este format din:

• o mulţime infintă de variabile propoziţionale:
Var = {v1, v2, . . . , vn, . . .}

• conectori logici: ¬ (unar), → (binar)

• paranteze: ( , ).

Formulele PC se definesc recursiv astfel:

(F0) orice variabilă propoziţională este formulă,

(F1) dacă ϕ este formulă, atunci (¬ϕ) este formulă,

(F2) daca ϕ şi ψ sunt formule, atunci (ϕ→ ψ) este formulă,

(F3) orice formulă se obţine aplicând regulile (F0), (F1), (F2) de
un număr finit de ori.

Vom nota cu Form multimea formulelor PC.



Limbajul. Formulele

Observaţie. Form ⊂ (Var ∪ {¬,→, (, )})∗

Exemple.
• v1¬ → (v2), ¬v1v2 nu sunt formule .
• ((v1 → v2)→ (¬v1)), (¬(v1 → v2)) sunt formule.

Vom presupune că ¬ are precedenţa cea mai mare şi vom pune
parantezele numai atunci când sunt necesare. Astfel formula
((v1 → v2)→ (¬v1)) o vom scrie (v1 → v2)→ ¬v1.

Conectori derivaţi

Pentru ϕ si ψ formule oarecare, definim următoarele prescurtări:
ϕ ∨ ψ := ¬ϕ→ ψ
ϕ ∧ ψ := ¬(ϕ→ ¬ψ)
ϕ↔ ψ := (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ)



Inducţia structurală

Principiul inducţiei pe formule

Fie P(ϕ) o proprietate a formulelor astfel ı̂ncât:

(0) P(v) este adevărată oricare v ∈ Var ,

(1) dacă P(ϕ) este adevarată, atunci P(¬ϕ) este adevarată
oricare ϕ ∈ Form,

(2) dacă P(ϕ) şi P(ψ) sunt adevărate, atunci P(ϕ→ ψ) este
adevărată oricare ϕ, ψ ∈ Form.

Atunci P(ϕ) este adevărată pentru orice formulă ϕ ∈ Form.

Dem. Pentru orice n ∈ N definim proprietatea P(n) astfel:

Q(n) e adevărată ddacă
P(ϕ) e adevărată or. ϕ ∈ Form cu cel mult n conectori logici

şi aplicăm Principiul Inducţiei (forma tare) pentru Q(n).



Inducţia structurală

Dem. Notăm cu c(ϕ)= nr. de conectori din ϕ

Q(n) : P(ϕ) e adevărată or. ϕ ∈ Form cu c(ϕ) ≤ n

Q(0) : P(ϕ) e adevărată or. v ∈ Var

Fie n ∈ N a.̂ı. Q(k) e adevărată or. k ≤ n. Demonstrăm că
Q(n + 1) e adevărată.Fie ϕ ∈ Form cu c(ϕ) ≤ n + 1. Trebuie să
demonstrăm că P(ϕ) e adevărată. Analizăm trei cazuri:

• dacă ϕ ∈ Var atunci P(ϕ) e adevărată din Q(0);

• dacă ϕ este ¬ψ atunci c(ψ) = n si P(ψ) e adevărată din
Q(n); apliĉınd ipoteza (1) rezultă că P(ϕ) e adevărată ;

• dacă ϕ este ψ1 → ψ2 atunci c(ψ1), c(ψ2) ≤ n si P(ψ1) ,
P(ψ2) sunt adevărate din Q(n); apliĉınd ipoteza (2) rezultă
că P(ϕ) e adevărată.

Exerciţiu: Definiţi prin inducţie nc(ϕ) pentru orice formulă ϕ.



Sistemul deductiv
Vom prezenta sistemul deductiv al PC in stilul Hilbert, care
presupune existenţa mai multor axiome şi foloseşte ca regulă de
deducţie modus ponens. Alte modalităţi de prezentare a unui
sistem de deductiv sunt deducţia naturală şi calculul cu secvenţi
(sisteme Gentzen).

Axiomele
Oricare ar fi ϕ, ψ şi χ formule ale PC, următoarele formule sunt
axiome:

(A1) ϕ→ (ψ → ϕ)

(A2) (ϕ→ (ψ → χ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ))

(A3) (¬ψ → ¬ϕ)→ (ϕ→ ψ).

Regula de deducţie

MP (modus ponens)
ϕ, ϕ→ ψ

ψ



Demonstraţie. Teoreme

Definitie
O demonstraţie este o secvenţă de formule ϕ1, . . ., ϕn astfel
ı̂ncât, pentru fiecare i ∈ {1, . . . , n}, una din următoarele condiţii
este satisfăcută:

• ϕi este axiomă,

• ϕi se obţine din formulele anterioare prin MP:
există j , k < i astfel ı̂ncât ϕj = ϕk → ϕi

ϕk , ϕj = ϕk → ϕi

ϕi

O formulă ϕ este teoremă dacă există o demonstraţie ϕ1, . . ., ϕn

astfel ı̂ncât ϕn = ϕ. Vom nota prin ` ϕ faptul că ϕ este teoremă.

O formulă ϕ este demonstrabilă dacă ` ϕ.



Teoreme ale PC

Lema 1. Pentru orice formulă ϕ avem ` ϕ→ ϕ.

Dem.

(1) ` (ϕ→ ((ϕ→ ϕ)→ ϕ))→ ((ϕ→ (ϕ→ ϕ))→ (ϕ→ ϕ)) (A2)
(2) ` ϕ→ ((ϕ→ ϕ)→ ϕ) (A1)
(3) ` (ϕ→ (ϕ→ ϕ))→ (ϕ→ ϕ) (1),(2), MP
(4) ` ϕ→ (ϕ→ ϕ) (A1)
(5) ` ϕ→ ϕ (3), (4), MP

Exerciţiu. Dacă ϕ1, . . ., ϕn este o demonstraţie,
atunci ` ϕi oricare i ∈ {1, . . . , n}.



Deducţia din ipoteze

Fie Γ o mulţime de formule.

Definiţie

O Γ-demonstraţie (demonstraţie din ipotezele Γ) este o
secvenţa de formule ϕ1, . . ., ϕn astfel ı̂ncât, pentru fiecare
i ∈ {1, . . . , n}, una din următoarele condiţii este satisfăcută:

• ϕi este axiomă sau ϕi ∈ Γ,

• ϕi se obţine din formulele anterioare prin MP.

O formulă ϕ este Γ-teoremă dacă există o Γ-demonstraţie
ϕ1, . . ., ϕn astfel incat ϕn = ϕ. Notăm prin Γ ` ϕ faptul că ϕ este
Γ-teoremă. Observăm că ` ϕ este echivalent cu ∅ ` ϕ.
O formulă ϕ este demonstrabilă din Γ (consecinţă sintactică a
lui Γ) dacă Γ ` ϕ.
Dacă Σ este o mulţime de formule atunci notăm prin Γ ` Σ faptul
că Γ ` σ oricare σ ∈ Σ.



Deducţia din ipoteze

Exemplu.

Dacă Ana merge ı̂n excursie, atunci Maria merge ı̂n excursie.
Dacă Maria merge ı̂n excursie, atunci Elena merge ı̂n excursie.
În consecinţă, dacă Ana merge ı̂n excursie, atunci Elena merge ı̂n
excursie.

v1 = Ana merge ı̂n excursie
v2 = Maria merge ı̂n excursie
v3 = Elena merge ı̂n excursie

Trebuie să demonstrăm că {v1 → v2, v2 → v3} ` v1 → v3.

Exerciţiu. Dacă Γ ⊆ Σ si Γ ` ϕ atunci Σ ` ϕ.



TD (Herbrand, 1930)

Teorema deducţiei pentru PC
Γ ` ϕ→ ψ ⇔ Γ ∪ {ϕ} ` ψ

unde Γ este o mulţime de formule, iar ϕ si ψ sunt formule in PC.

Dem. Dacă Γ ` ϕ→ ψ, atunci:
(1) Γ ∪ {ϕ} ` ϕ→ ψ (Γ ⊆ Γ ∪ {ϕ})
(2) Γ ∪ {ϕ} ` ϕ (ϕ ∈ Γ ∪ {ϕ})
(3) Γ ∪ {ϕ} ` ψ (1), (2), MP

Presupunem că Γ ∪ {ϕ} ` ψ şi demonstrăm că Γ ` ϕ→ ψ.



Teorema deducţiei pentru PC
Dem. (continuare)
Fie ψ1, . . ., ψn = ψ o demonstraţie pentru ψ din ipotezele Γ∪ {ϕ}.
Demonstrăm că Γ ` ϕ→ ψi prin inducţie după 1 ≤ i ≤ n.
Dacă i = 1, atunci ψ1 este axiomă sau ψ1 ∈ Γ ∪ {ϕ}. Dacă
ψ1 = ϕ, atunci Γ ` ϕ→ ϕ deoarce ` ϕ→ ϕ. Dacă ψ1 ∈ Γ sau ψ1

este axiomă, atunci Γ ` ψ1 si avem:
(1) Γ ` ψ1

(2) Γ ` ψ1 → (ϕ→ ψ1) (A1)
(3) Γ ` ϕ→ ψ1 (1), (2), MP

Presupunem că Γ ` ϕ→ ψk oricare k < i . Dacă ψi este axiomă
sau ψi ∈ Γ ∪ {ϕ} atunci demonstrăm ca mai sus. Altfel, există j ,
k < i astfel incat ψj = ψk → ψi . Rezultă:

(1) Γ ` ϕ→ (ψk → ψi ) (ip. de inducţie)
(2) Γ ` ϕ→ ψk (ip. de inductie)
(3) Γ ` (ϕ→ (ψk → ψi ))→ ((ϕ→ ψk)→ (ϕ→ ψi )) (A3)
(4) Γ ` ϕ→ ψi (1), (2), 2 × MP.

Pentru i = n obţinem Γ ` ϕ→ ψ.



Teoreme ale PC

Fie ϕ, ψ, χ formule ı̂n PC.

Lema 2. ` (ϕ→ ψ)→ ((ψ → χ)→ (ϕ→ χ))

Dem.
(1) {ϕ→ ψ,ψ → χ, ϕ} ` ϕ (ipoteza)
(2) {ϕ→ ψ,ψ → χ, ϕ} ` ϕ→ ψ (ipoteza)
(3) {ϕ→ ψ,ψ → χ, ϕ} ` ψ (1),(2), MP
(4) {ϕ→ ψ,ψ → χ, ϕ} ` ψ → χ (ipoteza)
(5) {ϕ→ ψ,ψ → χ, ϕ} ` χ (3),(4), MP
(6) {ϕ→ ψ,ψ → χ} ` ϕ→ χ TD
(7) {ϕ→ ψ} ` ψ → χ)→ (ϕ→ χ) TD
(8) ` (ϕ→ ψ)→ ((ψ → χ)→ (ϕ→ χ)) TD.

Lema 3. ` (ϕ→ (ψ → χ))→ (ψ → (ϕ→ χ))
Dem. Exerciţiu.



Teoreme ale PC

Lema 4. ` ϕ→ (¬ϕ→ ψ)

Dem.
(1) {ϕ,¬ϕ} ` ¬ϕ→ (¬ψ → ¬ϕ) (A1)
(2) {ϕ,¬ϕ} ` ¬ϕ (ipoteza)
(3) {ϕ,¬ϕ} ` ¬¬ψ → ¬ϕ (1),(2), MP
(4) {ϕ,¬ϕ} ` (¬ψ → ¬ϕ)→ (ϕ→ ψ) (A3)
(5) {ϕ,¬ϕ} ` ϕ→ ψ (3), (4), MP
(6) {ϕ,¬ϕ} ` ϕ (ipoteza)
(7) {ϕ,¬ϕ} ` ψ (5), (6), MP
(8) {ϕ} ` ¬ϕ→ ψ TD
(9) ` ϕ→ (¬ϕ→ ψ) TD

Lema 5. ` ¬ϕ→ (ϕ→ ψ)
Dem. Exercitiu.



Teoreme ale PC

Lema 6. ` (¬¬ϕ→ ϕ)

Lema 7. ` (ϕ→ ¬¬ϕ)

Lema 8. ` (ϕ→ ψ)→ (¬ψ → ¬ϕ)

Lema 9. ` (ϕ→ ¬ϕ)→ ¬ϕ

Lema 10. ` (¬ϕ→ ϕ)→ ϕ

Dem. Exerciţiu.



Reguli de deducţie

O regula de deducţie are forma

Γ1 ` ϕ1, . . . , Γn ` ϕn

Γ ` ϕ
.

A demonstra o regulă de deducţie derivată revine la a deduce
concluzia Γ ` ϕ din premisele Γ1 ` ϕ1, . . ., Γn ` ϕn.

Exemplu. Folosind teorema deducţiei se demonstrează regula:

Γ ∪ {ϕ} ` ψ
Γ ` ϕ→ ψ



Reguli de deducţie derivate

Observaţie

Dacă Γ ` ϕ→ φ atunci demonstrăm regula de deducţie
Γ ` ϕ
Γ ` φ

astfel:

(1) Γ ` ϕ (premisa)
(2) Γ ` ϕ→ ψ (Γ-teorema)
(3) Γ ` ψ (1), (2), MP.

Exemplu.
Γ ` ϕ→ ψ, Σ ` ψ → χ

Γ ∪ Σ ` ϕ→ χ

Dem.
(1) Γ ∪ Σ ` ϕ→ ψ (premisa)
(2) Γ ∪ Σ ` ψ → χ (premisa)
(3) ` (ϕ→ ψ)→ ((ψ → χ)→ (ϕ→ χ)) (Lema 2)
(4) Γ ∪ Σ ` ϕ→ χ (1), (2), 2 × MP.



Reguli de deducţie derivate

Modus tollens

` ϕ→ ψ,` ¬ψ
` ¬ϕ

Dem.

(1) ` ϕ→ ψ (premiză)
(2) ` (ϕ→ ψ)→ (¬ψ → ¬ϕ) (Lema 8)
(3) ` ¬ψ → ¬ϕ (1), (2), MP
(4) ` ¬ψ (premiză)
(5) ` ¬ϕ (3), (4), MP



Reguli de deducţie derivate

Reductio ad absurdum

Γ ∪ {¬ϕ} ` ψ, Γ ∪ {¬ϕ} ` ¬ψ
Γ ` ϕ

Dem.

(1) Γ ∪ {¬ϕ} ` ψ (premiză)
(2) Γ ∪ {¬ϕ} ` ¬ψ (premiză)
(3) Γ ∪ {¬ϕ} ` ψ → (¬ψ → ¬(ϕ→ ϕ)) (Lema 4)
(4) Γ ∪ {¬ϕ} ` ¬(ϕ→ ϕ) (1), (2), (3), 2 × MP
(5) Γ ` ¬ϕ→ ¬(ϕ→ ϕ) TD
(6) Γ ` (¬ϕ→ ¬(ϕ→ ϕ))→ ((ϕ→ ϕ)→ ϕ) (A3)
(7) Γ ` (ϕ→ ϕ)→ ϕ (5), (6), MP
(8) Γ ` ϕ→ ϕ (Lema 1)
(9) Γ ` ϕ (7), (8), MP



Semantica PC



Evaluare (Interpretare)

Valori de adevăr
Mulţimea valorilor de adevăr este {0, 1}. Tabelele de adevăr
pentru ¬ şi → sunt:

p ¬p
0 1
1 0

şi

p c p → c

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

p → c = 1 ddacă p = 0 sau c = 1

Exerciţiu. Scrieţi tabelele de adevăr pentru
p ∨ q = ¬p → q, p ∧ q = ¬(p → ¬q) şi p ↔ q = (p → q) ∧ (q → p).



Evaluare (Interpretare)

Valori de adevăr
Mulţimea valorilor de adevăr este {0, 1} pe care considerăm
operaţiile de algebră Boole.

Definiţie

O evaluare(interpretare) este o funcţie e : Var → {0, 1}.

Teoremă
Pentru orice evaluare e : Var → {0, 1} există o unică funcţie
fe : Form→ {0, 1} care verifică următoarele proprietăţi:

(e0) fe(v) = e(v) oricare v ∈ Var ,

(e1) fe(¬ϕ) = fe(ϕ) oricare ϕ ∈ Form,

(e2) fe(ϕ→ ψ) = fe(ϕ)→ fe(ψ) oricare ϕ, ψ ∈ Form.

Dem. Vom demonstra atât existenţa, cât şi unicitatea, prin
inducţie structurală pe formule.



Metoda tabelului

Vrem să demonstrăm că o formulă este tautologie: |= ϕ

Dacă v1, . . ., vn variabilele care apar ı̂n ϕ, atunci
cele 2n evaluări posibile e1, . . ., e2n pot fi scrise ı̂ntr-un tabel:

v1 v2 . . . vn ϕ

e1(v1) e1(v2) . . . e1(vn) fe1(ϕ)
e2(v1) e2(v2) . . . e2(vn) fe2(ϕ)

...
...

...
...

...
e2n(v1) e2n(v2) . . . e2n(vn) f2n(ϕ)

Fiecare evaluare corespunde unei linii din tabel.



Tautologii. Modele

Definiţie

• O evaluare e : Var → {0, 1} este model al unei formule ϕ
dacă fe(ϕ) = 1.

• O formulă ϕ este satisfiabilă dacă admite un model. O
mulţime Γ de formule este satisfiabilă dacă există o evaluare
e : Var → {0, 1} astfel ı̂ncât fe(γ) = 1 oricare γ ∈ Γ.

• O formulă ϕ este tautologie (validă, universal adevarată)
dacă fe(ϕ) = 1 pentru orice evaluare e : Var → {0, 1}. Notăm
prin |= ϕ faptul că ϕ este o tautologie.

• Fie Γ o mulţime de formule. O formulă ϕ este Γ−tautologie
(consecinţă semantică a lui Γ) dacă orice model al lui Γ
este şi model pentru ϕ.
Notăm prin Γ |= ϕ faptul că ϕ este o Γ-tautologie.



Corectitudinea PC

Teoremă de corectitudine.
Orice Γ-teoremă este Γ-tautologie: oricare ar fi Γ ∪ {ϕ} ⊆ Form,
dacă Γ ` ϕ atunci Γ |= ϕ. În particular, dacă ` ϕ atunci |= ϕ.

Dem. Fie e : Var → {0, 1} astfel ı̂ncat fe(γ) = 1 oricare γ ∈ Γ.
Trebuie să arătăm că fe(ϕ) = 1.
Fie ϕ1, . . ., ϕn = ϕ o demonstraţie pentru ϕ din ipotezele Γ.
Demonstrăm că fe(ϕi ) = 1 prin inducţie după 1 ≤ i ≤ n.
Pentru i = 1, ϕ1 este axiomă sau ϕ1 ∈ Γ. Daca ϕ1 ∈ Γ, atunci
fe(ϕ) = 1 deoarece e este un model al lui Γ. Dacă ϕ1 este axiomă,
se verifică fe(ϕ1) = 1 prin calcul direct (exerciţiu).
Presupunem că fe(ϕk) = 1 oricare k < i si demonstrăm că
fe(ϕi ) = 1. Dacă ϕi este axiomă sau ϕi ∈ Γ atunci procedam ca
mai sus. Altfel, există j , k < i astfel ı̂ncât ϕj = ϕk → ϕi . Rezultă
fe(ϕj) = fe(ϕk)→ fe(ϕi ). Folosind ipoteza de inducţie avem
1 = 1→ fe(ϕi ), deci fe(ϕi ) = 1. Pentru i = n, avem fe(ϕ) = 1.
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