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Partea 11

e Calculul propozitional clasic

e Sintaxa
e Semantica
e Corectitudinea calculului propozitional clasic



Calculul propozitional

e O propozitie este un enunt care poate fi
adevdrat(1) sau fals(0).

e Propozitiile sunt notate simbolic (¢, ¥, x, ---) si sunt
combinate cu ajutorul conectorilor logici (-, —, V, A, ).

Exemplu.

Fie ¢ propozitia: Azi este vineri, deci avem curs de logica.
Cine este —p?

Propozitia —p este: Azi este vineri si nu avem curs de logica.



Calculul propozitional

Exemplu.

Daca trenul intarzie si nu sunt taxiuri la gara,
atunci lon intarzie la Tntalnire.

Trenul intarzie. lon nu intarzie la Tntalnire.
In consecinta, sunt taxiuri la gara.
p = trenul intarzie

1 = sunt taxiuri la gard
x = lon intarzie la intélnire

Rationamentul anterior poate fi reprezentat formal astfel:
{lo A=) = x, 0, x} o



Sintaxa si semantica

e Un sistem logic are doua componente: sintaxa si semantica.

e Notiunile sintactice sunt descrise formal, simbolic.
Principalele notiuni sintactice sunt: limbajul, formulele,
teoremele, notiunea de demonstratie. Simbolul | este sintactic
si are urmatoarea semnificatie: notam prin I' = ¢ faptul ca
formula ¢ este demonstrabila din multimea de formule T.

e Semantica asociaz3d un Tnteles, o interpretare notiunilor
sintactice si defineste riguros notiunea de formuld universal
adevdratd (tautologie). Alte notiuni semantice importante
sunt: evaludrile (interpretarile), modelele, multimile de formule
satisfiabile. Simbolul |= este semantic si are urm3toarea
semnificatie: notam prin ' = ¢ faptul ca formula ¢ este
adevaratd ori de cate ori toate formulele din I sunt adevarate.



Alfabet. Limbaj

Un alfabet este o multime de simboluri.
Un cuvint este un sir finit de simboluri din alfabet.

Fie A un alfabet. Definim AT ={a;...a,|n>1,a1,...,a, € A}
si A* = AT U{\} unde X este cuvintul vid.

Operatia de concatenare - : A* x A* — A* se defineste prin
(al...a,,)-(bl...bk):al...anbl...bk

(A*,-, \) este un monoid si se numeste
monoidul cuvintelor peste alfabetul A.



Sintaxa PC



Limbajul. Formulele.

Limbajul PC este format din:
e o multime infinta de variabile propozitionale:
Var ={wv1,va, ..., Vp,...}
e conectori logici: — (unar), — (binar)

e paranteze: ( , ).

Formulele PC se definesc recursiv astfel:
(F0) orice variabild propozitionald este formuls,
(F1) daca ¢ este formuld, atunci (—¢) este formuls,
(F2) daca ¢ si ¥ sunt formule, atunci (¢ — 1)) este formulg,

(F3) orice formula se obtine aplicand regulile (F0), (F1), (F2) de
un numar finit de ori.

Vom nota cu Form multimea formulelor PC.



Limbajul. Formulele

Observatie. Form C (VarU {—,—,(,)})*

Exemple.
e vi— — (v2), 7vivp nu sunt formule .
e ((vi > w)—(—wv1)), (-(vi = v2)) sunt formule.

Vom presupune ca — are precedenta cea mai mare si vom pune
parantezele numai atunci cand sunt necesare. Astfel formula
((Vl — V2) — (—|V1)) 0 vom scrie (Vl — V2) — V7.

Conectori derivati

Pentru ¢ si ¢ formule oarecare, definim urmatoarele prescurtari:
eV i=—p =9

e AN == = )

o= (p=2Y)A (Y =)



Inductia structurala

Principiul inductiei pe formule
Fie P(p) o proprietate a formulelor astfel incat:
(0) P(v) este adevdrata oricare v € Var,

(1) dacd P(y) este adevaratd, atunci P(—¢) este adevaratd
oricare ¢ € Form,

(2) dacd P(y) si P(¢) sunt adevdrate, atunci P(p — 1)) este
adevarata oricare @, ¥ € Form.

Atunci P(y) este adevdrata pentru orice formuld ¢ € Form.
Dem. Pentru orice n € N definim proprietatea P(n) astfel:

Q(n) e adevaratd ddacd
P(y) e adevaratd or. ¢ € Form cu cel mult n conectori logici

si aplicam Principiul Inductiei (forma tare) pentru Q(n).



Inductia structurala

Dem. Notdm cu c(¢)= nr. de conectori din ¢
Q(n) : P(y) e adevaratd or. ¢ € Form cu c(p) <n
Q(0) : P(p) e adevarata or. v € Var

Fie n € N al. Q(k) e adevdratd or. k < n. Demonstrdm c3
Q(n+ 1) e adevaratd.Fie ¢ € Form cu c(¢) < n+ 1. Trebuie s3
demonstram c3 P(y) e adevdratd. Analizdm trei cazuri:

e dacd ¢ € Var atunci P(y) e adevdratd din Q(0);

e dacid ¢ este =) atunci ¢(v)) = n si P(¢) e adevaratd din
Q(n); aplicind ipoteza (1) rezultd cd P(y) e adevarats ;

e dacd ¢ este Y1 — 1y atunci c(¢1), c(v2) < n'si P(y1) ,
P(1)7) sunt adevarate din Q(n); aplicind ipoteza (2) rezultd
cd P(p) e adevarata.

Exercitiu: Definiti prin inductie nc(y) pentru orice formuld .



Sistemul deductiv
Vom prezenta sistemul deductiv al PC in stilul Hilbert, care
presupune existenta mai multor axiome si foloseste ca reguld de
deductie modus ponens. Alte modalitati de prezentare a unui
sistem de deductiv sunt deductia naturald si calculul cu secventi
(sisteme Gentzen).

Axiomele
Oricare ar fi ¢, 9 si x formule ale PC, urmatoarele formule sunt
axiome:

(A1) o = (Y = ¢)
(A2) (¢ = (¥ = X)) = (¢ = %) = (¢ = X))
(A3) (Y — —p) = (¢ — ).

Regula de deductie

0, p =Y

MP (modus ponens) 7



Demonstratie. Teoreme

Definitie
O demonstratie este o secvent3d de formule ¢1, ..., @, astfel
ncat, pentru fiecare i € {1,..., n}, una din urmatoarele conditii

este satisficuta:
® (; este axioma,
e (p; se obtine din formulele anterioare prin MP:
exista j, k < i astfel incat ¢; = o) — @;
Pk, Pj = Pk = Pi
Pi

O formuld ¢ este teorema daca existd o demonstratie ¢1, ..., ¢,
astfel incat ¢, = ¢. Vom nota prin F ¢ faptul c3 ¢ este teorema.

O formuld ¢ este demonstrabila daca - ¢.



Teoreme ale PC

Lema 1. Pentru orice formula ¢ avem F ¢ — .

Dem.

(1) Fle=(e—=9)=9)) = (e—= (=)= (p—p) (A2)
(2) Feo—=((¢—p) =) (Al)

(3) Flp—=(p—9)) = (p—v)(1).(2), MP

(4) Fe—=(p—¢) (Al)

(5) Fe—9(3) (4), MP

Exercitiu. Daca ¢1, ..., ¢, este o demonstratie,

atunci - ; oricare i € {1,..., n}.



Deductia din ipoteze

Fie I' o multime de formule.

Definitie

O l'-demonstratie (demonstratie din ipotezele I') este o
secventa de formule ¢y, ..., ¢, astfel incat, pentru fiecare
i€{1l,...,n}, una din urmatoarele conditii este satisfacuts:

e ; este axiomd sau p; € I,

e (p; se obtine din formulele anterioare prin MP.

O formulad ¢ este -teorema dacd exista o [-demonstratie

©1, - .., pn astfel incat ¢, = . Notam prin I - ¢ faptul c3 ¢ este
-teorem3. Observam c3 F ¢ este echivalent cu () - .

O formuld ¢ este demonstrabila din ' (consecinta sintactica a

lui ') daca I+ .

Daca ¥ este o multime de formule atunci notam prin I F ¥ faptul
cal ko oricare o € .



Deductia din ipoteze

Exemplu.
Daca Ana merge Tn excursie, atunci Maria merge Tn excursie.
Daca Maria merge n excursie, atunci Elena merge in excursie.

In consecinta, dacd Ana merge Tn excursie, atunci Elena merge in
excursie.

vi = Ana merge Tn excursie
vo = Maria merge Tn excursie
vz = Elena merge Tn excursie

Trebuie s& demonstram c3 {vi — vo,v» = w3} - vi — v3.

Exercitiu. Daca ' C X si [ - ¢ atunci X F ¢.



TD (Herbrand, 1930)

Teorema deductiei pentru PC

M=y e Tu{plkvy

unde I este o multime de formule, iar ¢ si ¢ sunt formule in PC.

Dem. Daca I - ¢ — 4, atunci:

(1) Tu{ette—=9y (FCSTU{p})
(2) Tu{etre(pelui{e})

(3) Tufe}kv (1) (2), MP

Presupunem c3 ' U {¢} - 9 si demonstrdm c3 ' - ¢ — 1.



Teorema deductiei pentru PC

Dem. (continuare)
Fie ¢1, ..., ¥n = ¥ o demonstratie pentru 1 din ipotezele ' U {¢}.
Demonstram c3 [ = ¢ — 4; prin inductie dupd 1 </ < n.
Daca i = 1, atunci 91 este axiomd sau ¢; € ' U {p}. Daca
1 = ¢, atunci ' - ¢ — ¢ deoarce - ¢ — . Dacd 91 € I sau 91
este axioma, atunci [ F- 91 si avem:

(1) Tk

(2) TEY1— (p— 1) (AL)

(3) TrEe =11 (1) (2), MP
Presupunem ca ' = ¢ — 1 oricare k < i. Daca v este axioma
sau ¢ € ' U {p} atunci demonstrdm ca mai sus. Altfel, existd j,
k < i astfel incat ¢); = 1, — 1;. Rezulta:

(1) Tke—= (k= i) (ip. de inductie)

(2) T+ @ — Y (ip. de inductie)

(3) TF (o= (k= 1) = (9 = ¥e) = (9 = 1)) (A3)

(4) TEe—=14i(1) (2),2x MP.
Pentru i = n obtinem ' - ¢ — 9.



Teoreme ale PC

Fie ¢, v, x formule in PC.
Lema 2. F (o= ¥) = (¥ = x) = (¢ — X))

Dem.

) {o—= .Y — x, ¢} F @ (ipoteza)

) {o =¥, = x, 0} F o — ¢ (ipoteza)

) {e == x99 (1),(2), MP

) {e =Y, ¥ — x,0} F 1 — x (ipoteza)

) e = = x, 0} F x (3).(4), MP

) {p—=>V, = x}Fp—x TD

) {e—=vikY—=x)—=(e—x) TD

8) Flp—=v)=(¥—x)—(@—x) TD.

Lema3. F(e—= (W —=x))— @ = (p—x))
Dem. Exercitiu.

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7



Teoreme ale PC

Lema 4. F o = (mp — 7))

Dem.
(1) {o,~¢} o = (7 — —~p) (A1)
(2) {p, ¢} —p (ipoteza)
(3) {e,~¢} = = —p (1),(2), MP
(4) {o,~p} (=Y = —p) = (o =) (A3)
(5) {p,~¢} o =19 (3), (4), MP
(6) {p, ¢} I ¢ (ipoteza)
(7)  {e,~p} E (5), (6), MP
8) {etF-¢9—4 TD
9) Fe—=(=p—1) TD

Lema 5. F —¢ — (¢ — ¥)
Dem. Exercitiu.



Lema 6. F (== — ¢)

Lema 7. F (¢ = =)

Lema 8. F (¢ = ¢) = (—¢¥ — —p)
Lema 9. F (¢ — —¢) = —p

Lema 10. F (—¢ = ) — ¢

Dem. Exercitiu.

Teoreme ale PC



Reguli de deductie

O regula de deductie are forma
I'l ngl,...,l',,l—gp,,
M=o '
A demonstra o reguld de deductie derivata revine la a deduce
concluzia I - ¢ din premisele T1 F @1, ..., [ F ©n.

Exemplu. Folosind teorema deductiei se demonstreaza regula:

Fru{p} v
Mo —



Reguli de deductie derivate

Observatie

-

%
e

Daca I' - ¢ — ¢ atunci demonstram regula de deductie

-

astfel:
(1) T F ¢ (premisa)
(2) T+ ¢ — 1 (-teorema)
(3) THE (1), (2), MP.
Exemplu.
N —=9y, LY —x
FTUXkFop—yx
Dem.
(1) TUZF ¢ — 1 (premisa)
(2) TUXF ¢ — x (premisa)
(3) F(e—=v)—=((¥—=x)—(p—X)) (Lema 2)
(4) TUZFp—x(1),(2),2x MP.




Reguli de deductie derivate

Modus tollens

'_CP—H/%'__@
F—p

(1) F ¢ — 1 (premizd)

(2) F(e—=1)—= (= ~p) (Lema 8)
(3) F—v——p(1),(2), MP

(4) + =t (premiza)

(5) F-v(3) (4), MP



Reguli de deductie derivate

Reductio ad absurdum

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

AN AN AN N AN AN AN S N

FrU{-¢} e, TU{-p}F -
M=o

FU{=¢}t ¢ (premizs)

Fru{-p}t - (premiza)

FU{~p}F ¢ = (¢ = =(p = ¢)) (Lema 4)
FU{=p} (e =) (1), (2), (3). 2 x MP
N—=p— (e —¢) TD

M (e = 2(e =) = (¢ = ) = ¢) (A3)
M= (e = @) = ¢ (5), (6), MP
M@ — ¢ (Lema 1)

= (7), (8), MP



Semantica PC



Evaluare (Interpretare)

Valori de adevar
Multimea valorilor de adevar este {0,1}. Tabelele de adevar
pentru — si — sunt:

Si

= ol
o =

p—c=1ddaca p=0sauc=1

Exercitiu. Scrieti tabelele de adevar pentru
pVg=-p—q pAqg=-(p—>—q)sipsqg=(p—q)A(qg—p)



Evaluare (Interpretare)

Valori de adevar
Multimea valorilor de adevar este {0,1} pe care consideram
operatiile de algebra Boole.

Definitie
O evaluare(interpretare) este o functie e : Var — {0, 1}.

Teorema

Pentru orice evaluare e : Var — {0,1} existd o unicd functie
fe : Form — {0, 1} care verificd urmatoarele proprietati:
(e0) fo(v) = e(v) oricare v € Var,

(el) fo(—¢) = fo(p) oricare ¢ € Form,
(€2) fo(p = ¢) = fo(p) — fe(¥) oricare ¢, ¥ € Form.

Dem. Vom demonstra atat existenta, cat si unicitatea, prin
inductie structurald pe formule.



Metoda tabelului

Vrem s3 demonstram cd o formul3 este tautologie: = ¢
Daca vy, ..., v, variabilele care apar in ¢, atunci
cele 2" evaluari posibile ey, ..., exn pot fi scrise intr-un tabel:
Vi Vo e Vn 2
el(vi) | er(v2) | ... | e(va) | fer(e)
eg(vl) 62(V2) ez(v,,) f@(go)
e2n(V1) e2n(V2) e ezn(Vn) fzn(gp)

Fiecare evaluare corespunde unei linii din tabel.



Tautologii. Modele

Definitie

e O evaluare e : Var — {0,1} este model al unei formule ¢
dacd fo(p) = 1.
e O formuld ¢ este satisfiabila dacd admite un model. O

multime [ de formule este satisfiabila dac3 exista o evaluare
e: Var — {0, 1} astfel incat fo(y) =1 oricare y € T.

e O formuld ¢ este tautologie (valida, universal adevarata)
dacd fo() = 1 pentru orice evaluare e : Var — {0,1}. Notam
prin = ¢ faptul cd ¢ este o tautologie.

e Fie [ o multime de formule. O formul3d ¢ este [ —tautologie
(consecinta semantica a lui ') dac3 orice model al lui [’
este si model pentru ¢.

Notdm prin ' |= ¢ faptul cd ¢ este o I'-tautologie.



Corectitudinea PC

Teorema de corectitudine.

Orice -teorem3 este [-tautologie: oricare ar fi ' U {¢} C Form,
daci [+ ¢ atunci I = ¢. In particular, daci F ¢ atunci = ¢.
Dem. Fie e : Var — {0, 1} astfel incat fo(y) = 1 oricare v € T.
Trebuie s3 ardtdm c3 fo(¢) = 1.

Fie v1, ..., vn = ¢ o demonstratie pentru ¢ din ipotezele I'.
Demonstram c3 fo(p;) = 1 prin inductie dupa 1 </ < n.

Pentru i = 1, ¢ este axiomd sau @1 € . Daca 1 €T, atunci
fe(¢) = 1 deoarece e este un model al lui I'. Dacd ¢; este axiom3,
se verificd fo(¢1) = 1 prin calcul direct (exercitiu).

Presupunem ca fo(¢k) = 1 oricare k < i si demonstrdm c3

fe(pi) = 1. Daca @, este axiomd sau @; € I atunci procedam ca
mai sus. Altfel, existd j, k < i astfel incat p; = ¢ — ¢;. Rezultd
fe(pj) = fe(¢k) — fe(i). Folosind ipoteza de inductie avem
1=1— fo(pi), deci fo(pi) = 1. Pentru i = n, avem fo(p) = 1.
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