Limbaje de ordinul |

Un limbaj £ de ordinul | este format din:
» o multime numarabild V = {v, | n € N} de variabile;
> conectorii — si —;

LOGICA DE ORDINUL | > paranteze: (, );

» simbolul de egalitate =;
» cuantificatorul universal V;
» o multime R de simboluri de relatii;
» o multime F de simboluri de functii;
» o multime C de simboluri de constante;
» o functie aritate ari : F UR — N*,

» L este unic determinat de cvadruplul 7 := (R, F,C,ari).
» 7 se numeste signatura lui £ sau vocabularul lui £ sau
alfabetul lui £ sau tipul de similaritate al lui £

Limbaje de ordinul | Limbaje de ordinul |
Fie imbaj de ordinul I. Definitia 1.1
e Multimea Sim, a simbolurilor lui £ este Multimea Expr, a expresiilor lui £ este multimea tuturor sirurilor

finite de simboluri ale lui L.
Simg =V U{~,—,(),=YURUFUC
» Expresia vida se noteaza ).
e Elementele lui R U F UC se numesc simboluri non-logice. » Lungimea unei expresii f este num3rul simbolurilor din 6.
e Elementele lui V U {—,—,(,),=,VY} se numesc simboluri logice.
Definitia 1.2

o Notam variabilele cu x, y, z, v, ..., simbolurile de relatii cu Fie 0 = 0of1 ...0x_1 o expresie a lui £, unde 6; € Sim, pentru
P,Q,R..., simbolurile de functii cu f, g, h, ... si simbolurile de orice i.

constante cu ¢, d, e, .. .. o .. . .
LR » Dacd 0 </ <j < k—1, atunci expresia ¢;...0; se numeste

e Pentru orice m € N* notam: (i, j)-subexpresia lui 6;
» Spunem c3 o expresie v apare in # daca exista
0<i<j<k-—1 ali 4 este (i,j)-subexpresia lui 0;

» Notdm cu Var(0) multimea variabilelor care apar in 6.

Fm = multimea simbolurilor de functii de aritate m;

Rm = multimea simbolurilor de relatii de aritate m.



Termeni

Definitia 1.3

Multimea Trm, a termenilor lui £ este intersectia tuturor
multimilor de expresii ' care satisfac urmatoarele proprietati:

» orice variabila este element al lui [;

> orice simbol de constanta este element al lui I;

» dacam>1,feF,sity,...,tm€el, atunci fty ...t €T.

Notatii:
> Termeni: t,s, t1,t2,51,5,....
» Var(t) este multimea variabilelor care apar in termenul t.

» Scriem t(xq,...,x,) dacad xi,...,x, sunt variabile si
Var(t) C {x1,...,Xn}-

Definitia 1.4

Un termen t se numeste inchis dac3 Var(t) = (.

Termeni

Citire unica (Unique readability)

Daca t este un termen, atunci exact una din urm3atoarele
alternative are loc:

> t =x, unde x € V;
> t=c, unde c € C;

> t="fty...tm, unde f € Fp, (m>1)sity,..., ty, sunt
termeni.

Mai mult, scrierea lui t sub una din aceste forme este unica.

Termeni

Propozitia 1.5 (Inductia pe termeni)
Fie I o multime de termeni care are urmatoarele proprietati:

» [ contine variabilele si simbolurile de constante;

» dacam>1,feFysity,...,tmel, atunci ft; ...t €T.
Atunci ' = Trm.

Este folosita pentru a demonstra ca toti termenii au o proprietate

P: definim I ca fiind multimea tuturor termenilor care satisfac P
si aplicam inductia pe termeni pentru a obtine ca ' = Trm..

Formule

Definitia 1.6
Formulele atomice ale lui £ sunt expresiile de forma:
» (s = t), unde s, t sunt termeni;
» (Rty...tm), unde R € Ry si t1,. .., tm sunt termeni.

Definitia 1.7

Multimea Form, a formulelor lui £ este intersectia tuturor
multimilor de expresii I care satisfac urmatoarele proprietati:

> orice formuld atomica este element al lui I";
» [ este inchisd la =1 dacd ¢ €T, atunci (—p) €T;
» [ este inchisd la —: dacd p,9 €T, atunci (¢ — ¥) €T;

» [ este inchis3 la Vx (pentru orice variabild x): dacd p €T,
atunci (Vxp) € I pentru orice variabild x.



Formule Formule

Notatii Propozitia 1.8 (Inductia pe formule)

Fie ' o multime de formule care are urmatoarele proprietati:
» Formule: ¢, v, x,....

. _ A » [ contine toate formulele atomice;
» Var(y) este multimea variabilelor care apar in formula ¢.

» [ este inchisd la =, — si Vx (pentru orice variabild x).

Conventie Atunci I = Form,.
De obicei renuntam la parantezele exterioare, le punem numai
atunci cand sunt necesare. Atunci cind nu e pericol de confuzie, Este folosita pentru a demonstra ca toate formulele satisfac o
scriems =t inlocde (s =t), Rt;...ty, In loc de (Rt ... tm), proprietate P: definim I ca fiind multimea tuturor formulelor care
Vx in loc de (Vxg), etc.. satisfac P si aplicam inductia pe formule pentru a obtine c3
= Formg.
Formule Formule

Citire unica (Unique readability) C tori derivati
onectori derivati

Daca ¢ este o formuld, atunci exact una din urmatoarele

. _ Conectorii V, A, <> si cuantificatorul existential 3 sunt introdusi
alternative are loc:

_ prin urmatoarele abrevieri:
» ¢ = (s =t), unde s, t sunt termeni;

» o =(Rt;...tym), unde R € Ry, si t1, ..., tym sunt termeni; eV : (=) — ¥)

> ¢ = (%), unde 1) este formulg; pAY i (¢ = (—¢)))

> © = (¥ — x), unde ¥, x sunt formule; ooty = ((p—=v)A W — @)
e = (VX))

v

¢ = (Vx1)), unde x este variabil3 si 1) este formulg.

Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.



Formule

Conventii

| 4

In practica, renuntam la parantezele exterioare, le punem

numai atunci cand sunt necesare. Astfel, scriem =, ¢ — 1,
dar scriem (¢ — ¥) — x.
Pentru a mai reduce din folosirea parantezelor, presupunem ca

» — are precedenta mai mare decat ceilalti conectori;
> A,V au precedentd mai mare decat —, <.

Prin urmare, formula (((¢ — (¥ V x)) A ((—¢) « (¥ V x)))
va fi scrisd (¢ = YV X) A (7Y < Y V ).

Cuantificatorii V, 3 au precedentd mai mare decat ceilalti
conectori.

Asadar, Vxp — v este (Vxp) — 1 si nu Vx(p — 9).

L-structura

Definitia 1.9
O L-structura este un cvadruplu

unde

>

>

A= (A FARA CHYH

A este o multime nevida;

FA={fA|f € F} este o multime de operatii pe A; dac3 f
are aritatea m, atunci f4: A™ — A:

RA = {RA| R € R} este o multime de relatii pe A; daci R
are aritatea m, atunci RA c A™:

CA={c*recAlcecC}.

A se numeste universul structurii A. Notatie: A = |A|

fA (respectiv R4, c) se numeste denotatia sau interpretarea
lui f (respectiv R, ¢) in A. s

Notatii

De multe ori identificam un limbaj £ cu multimea simbolurilor sale
non-logice si scriem £ = (R, F,C).

>

>

>

Scriem de multe ori f(t1,...,tm) in loc de fty ...ty Si
R(t1,...,tm) In loc de Rty ... tm.

Pentru simboluri f de operatii binare scriem t;ft, Tn loc de
fti1to.

Analog pentru simboluri R de relatii binare: scriem t; Rt in
loc de Rtits.
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Exemple - Limbajul egalitatii £L_

L-=(R,F,C), unde

>

>

acest limbaj este potrivit doar pentru a exprima proprietati ale
egalitatii

L_-structurile sunt multimile nevide

Exemple de formule:

® egalitatea este simetrica:

VxVy(x =y — y = x)

e universul are cel putin trei elemente:

SdyIz(~(x = y) Ay = 2) A(z = x))

16



Exemple - Limbajul aritmeticii L,, Exemplu - Limbajul cu un simbol de relatie binar

Lo =(R,F,C), unde
» R = {<}; < este simbol de relatie binar3, adic3 are aritatea 2;
» F ={+,x,S}; +, x sunt simboluri de operatii binare si S

Lr=(R,F,C), unde
» R ={R}; R simbol binar

este simbol de operatie unar (adic3 are aritatea 1); » F=C=10
> C — {0} » L-structurile sunt multimile nevide Tmpreuna cu o relatie
binard

Scriem L., = (<;+, %, S5;0) sau L, = (<, 4, %, S,0).
» Dacd suntem interesati de multimi partial ordonate (A, <),
folosim simbolul < in loc de R si notdam limbajul cu L<.

N :=(N,<,+,-,5,0), » Dac3 suntem interesati de multimi strict ordonate (A, <),
folosim simbolul < 1n loc de R si notdm limbajul cu L.

Exemplul natural de £,,-structura:

unde 5 : N — N, 5(m) = m + 1 este functia succesor. Prin urmare, » Dacad suntem interesati de grafuri G = (V, E), folosim

N simbolul E in loc de R si notam limbajul cu Lgaf.

< :<7+N:+7XN:75N:570N:0 o . . . . . .
» Daca suntem interesati de structuri (A, €), folosim simbolul €
e Alt exemplu de L,-structura: A = ({0,1},<,V, A, =, 1). in loc de R si notim limbajul cu Le.

Exemple - Limbajul grupurilor L,

Le = (R,F,C), unde

» R=10;
> F = {>i<,;1 }; % simbol binar, =1 simbol unar
» C={é}.

SEMANTICA

Scriem Lg, = (0;%,71; ) sau Lg = (+,71, é).

Exemple naturale de Lg,-structuri sunt grupurile: G = (G,-,7 1, e).

. . 19 1 .
Prin urmare, %9 = ., 717 =-1 ¢9 — ¢

Pentru a discuta despre grupuri abeliene (comutative), este
traditional s3 se foloseascd limbajul Lapsr = (R, F,C), unde

> R =0;
» F = {+,—}; + simbol binar, — simbol unar;
» C = {0}.

Scriem Laper = (+, —,0).

19
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Interpretare (evaluare)

baj de ordinul | si A o L-structura.
Definitia 1.10

O interpretare sau evaluare a (variabilelor) lui £ in A este o functie
e: V= A

In continuare, e : V — A este o interpretare a lui £ in A.

Definitia 1.11 (Interpretarea termenilor)

Prin inductie pe termeni se defineste interpretarea tA(e) c€Aa
termenului t sub evaluarea e:

> dacd t = x € V, atunci t“(e) := e(x);

» daci t = c € C, atunci t4(e) := ¢,

> dacd t = fty ...ty atunci tA(e) := FA(t(e),. .., tA(e)).

Interpretarea formulelor

Negatia si implicatia
> (mp)(e) =1 - pA(e);
> (¢ = ¥)A(e) = ¢?(e) = ¢(e), unde,

—:{0,1} x {0,1} — {0,1},

= = O O3
= O = OlQ

Prin urmare,
» (Co)Ae) =1 = pA(e) =0,
> (o= Y)A(e) =1 < (pA(e) =0sau yi(e) =1).

23

Interpretarea formulelor

e formule se defineste interpretarea

v (e) € {0,1}

a formulei ¢ sub evaluarea e.

aci sA(e) = t4(e
(s t)A(e) { (1J gltfel. B==1e
acd RA(t'(e), ..., ti (e
(Rtl-..tm)A(e) — { (]5 :ltfeIR (t]-( )’ 7tm( ))

Interpretarea formulelor

Notatie
Pentru orice variabila x € V si orice a € A, definim o noua
interpretarea ey, 5, : V — A prin

evea(v) = { e(v) dacd v # x

a daci v = x.

Interpretarea formulelor

1 dac3 goA(eX<_a) =1 pentru orice a € A

(vxe)i(e) = {o altfel,

22
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Relatia de satisfacere

-structurd si e : V — A o interpretare a lui £ n A.

Definitia 1.12
Fie ¢ o formuld. Spunem ca:
> e satisface o in A dac3 p(e) = 1. Notatie: Ak ¢[e].
> e nu satisface ¢ in A dac3 p*(e) = 0. Notatie: A i o[e].

Corolarul 1.13
Pentru orice formule ¢, 1) si orice variabild x,
(i) AE —ple] <= A ple].
(i) AE (p — Y)[e] <= AFE ple] implica A E ¢[e]
< A ple] sau A E [e].
(iii) AE (Vxp)[e] <= pentru orice a € A, AE plexa].
Dem.: Exercitiu usor.

Relatia de satisfacere

(ngo)A(e) =1 <— (—|Vx—|g0)“4(e) =1 < (Vx—w)A(e) =0
— existiacA al (~¢)*(ees) =0
<  existaac A al. goA(eX<_a) =1.

Corolarul 1.15
(i) AE(pAY)le] <= AF ple] si AF Y[e].
(i) AE (¢ V)le] <= AFE ¢le] sau AFE ¢[e].
(iii) AE (¢ <> )[e] < AF ple] ddacad AFE 9le].
(iv) AE (Ixp)le] <= existd a€ A al. AF pleccal.

27

Relatia de satisfacere

q|pVa plg|pAg plg|lpeg
00 000 0lo1
0|11 0|10 010
1/0]1 100 1/0/0
1011 111 111

Fie o, formule si x o variabila.
Propozitia 1.14

(i) (¢ Vi)i(e) = pA(e) Vi(e);
(ii) (¢ A ) (e) = ¢ (e) AyA(e);
(iii) (¢ > ¥)*(e) = p(e) & vA(e);

(iv) Gxe)(e) = {0 altfel.

Semanticd

Definitia 1.16

Dem.: Exercitiu usor. Ardtam, de exemplu, (iv).

1 daciexisti ac A al p?(exwa) =1

26

Spunem c3 ¢ este satisfiabild dacd exista o L-structurd A si o

evaluaree: V — A al.

AE ple].

Spunem si c3 (A, e) este un model al lui .

Atentie! Este posibil ca atat ¢ cat si -y sa fie satisfiabile.

Exemplu: ¢ :=x=yn L_.

28



Semanticd

Fie uld alui L.

Definitia 1.17

Spunem c3 ¢ este adevarata Intr-o L-structura A dacd pentru
orice evaluare e: V — A,

AE ple].

Spunem si ca A satisface ¢ sau c3 A este un model al lui .

Notatie: AF ¢

Definitia 1.18

Spunem c3 ¢ este formuld universal adevarata sau (logic) valida

daca pentru orice L-structura A,

Notatie: F ¢

AE .

Echivalente si consecinte logice

Propozitia 1.21

Pentru orice formule ¢, v si orice variabile x, y,

—dxp H Vx—p
—Vxp H dx-¢p
Vx(e A1) H Vxp AVxy
Vxp VVxy) E Vx(e V)
Ix(p AY) E Ixe A Ixy
Ix(e V) H IxeVIxy
Vx(e = ) E Vxp — Vxy
Vx(e = ¢) E dxe — Ixy
Vxe F dx¢

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

Semanticd

Fie formule ale lui L.

Definitia 1.19

@ si 1 sunt logic echivalente dacd pentru orice L-structurd A si
orice evaluare e: V — A,

AE ple] <= AEYe].
Notatie: ¢ H

Definitia 1.20

1) este consecinta semantica a lui ¢ daca pentru orice L-structura

A si orice evaluare e : V — A,

AE ¢le]
Notatie: ¢ F ¢

Observatie
(i) o E v ddacs E ¢ — 1.

(if) pHvY ddacd (Y F ¢ si pF ) ddacd F ¢ < .

=  AE[e].

Echivalente si consecinte logice

e E Ixp (10)

Vxp E ¢ (11)
VxVyp H VyVxep (12)
dxdye H dydxe (13)
dyVxe E Vxdye. (14)

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 1.22

Pentru orice termeni s, t, u,
(i) Ft=t,

(i) FEs=t—>t=s,

(i) Es=tANt=u—s=u.

Dem.: Exercitiu usor.
&l
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Egalitatea

Propozitia 1.23

Pentru orice m> 1, f € F,,, R € R, si orice termeni
t,’,Ui,i: 17"'7m1

|=(t1:ul)/\.../\(tm:um)—>ft1...tm:ful...um (15)
':(tl:Ul)/\.../\(tmzUm)—>(Rt1...tm<—>Ru1...um). (16)

Dem.: Ardtam (15). Fie A o L-structurd si e : V — A o evaluare
al. AE((ti =w) A...A(tm = um))[e]. Atunci AFE (t; = uj)|[€]

pentru orice i € {1,..., m}, deci t/(e) = u?'(e) pentru orice
i€{l,...,m}. Rezultd c3
(ftr- tm)A(e) = FA(E'(e)- .-, tm(e)) = FA(ui'(e), -, um(e))
= (fur...um)*(e)
Asadar, AF (fty...tm = fur...um)[e]. O
Semantica

Definitia 1.26

Spunem ca A este consecinta semantica a lui I' daca
I F ¢ pentru orice p € A.
Notatie: ' F A

Propozitia 1.27

(i) Ey <= DEY;

(ii) Daca ' C Asi [ E 4, atunci A E 1.
(iii) Dacd T = A si A E 1, atunci I E 1.

Dem.: Exercitiu usor.
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Semantica

Fie @ 13 lui £ si ', A multimi de formule.

Definitia 1.24

Spunem ca I este satisfiabila dac3 existd o L-structura A si o
evaluare e: V — A all.

A E ~[e] pentru orice y € T.

Spunem si ca (A, e) este un model al lui I'.

Definitia 1.25

Spunem ca ¢ este consecinta semantica a lui ' daca pentru orice
L-structurd A si orice evaluare e : V — A,

(A, e) model al luiT' = (A, e) model al lui ¢.
Notatie: ' F ¢

Semantica

Propozitia 1.28

(i) TE@ <= TU{-p} este nesatisfiabila.

(i) TE —~p <= T'U{g} este nesatisfiabila.

(iii) Dacd T este satisfiabild, atunci cel putin una dintre I U {p} si
U {—¢} este satisfiabila.
Dem.:

(i) T # ¢ <= existd o L-structurd A si o evaluaree: V — A
a.l. (A, e) este model al lui ' si AH ple] <= exista o
L-structurd A si o evaluare e : V. — A ali. (A, e) este model
al lui T'si AFE —ple] <= T'U{—p} este satisfiabila.

(ii) Similar.

(iii) Fie (A, e) un model al lui I'. Avem fie A F ¢[e], fie
AE —¢[e]. Rezultd c3 (A, e) este model al lui ' U {¢} sau al
lui T'U{=¢p}. Concluzia rezults. O

34
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Tautologii

de tautologie si consecinta tautologica din logica
I3 se pot aplica si unui limbaj de ordinul intéi. Intuitiv:

v on

te o formuld "adevarata” numai pe baza
interpretarilor conectivelor —, —.

Definitia 1.29

O L-evaluare (de adevdr) este o functie F : Forms — {0,1} cu
urmatoarele proprietati: pentru orice formule ¢, 1,

> F(op) =1-F(e);
> Flp = ¢) = F(v) = F(¥).

Propozitia 1.30
Pentru orice L-structurd A si orice evaluare e : V — A, functia
Ve u: Formy — {0,1}, Ve a(p) = ©A(e)

este o L-evaluare.
Dem.: Exercitiu usor.

Tautologii

Propozitia 1.32
Fie ¢ o formuld si [ o multime de formule.
(i) Dacd ¢ este tautologie, atunci ¢ este valida.
(ii) Dacd ¢ este consecinta tautologica a lui I', atunci I F ¢.
Dem.:
(i) Fie A o L-structurd si e : V — A o evaluare. Deoarece ¢ este
tautologie si Ve 4 este L-evaluare, rezultd ca
o(e) = Ve u(p) =1, adics A F o[e].
(i) Fie (A, e) un model al lui I'. Atunci v4(e) = 1, deci
Ve, 4(7) = 1 pentru orice v € I'. Deoarece ¢ este consecintd
tautologic a lui I, rezultd c& Ve a(p) = 1, deci p(e) =1,
adicd A E y[e]. O

Exemplu

x = x este valida, dar nu e tautologie.
39

Tautologii

Definitia 1.31
Fie ¢ o formuld si ' o mul{ime de formule.
» ¢ este tautologie dacd F(y) = 1 pentru orice L-evaluare F.

>  este consecinta tautologica a lui [ daca pentru orice
L-evaluare de adevar F,
F(v)=1pentruoricey el = F(p)=1.

Exemple de tautologii: ¢ — (¢ — @), (¢ = ¥) < (— — —p),
etc..

38

Variabile legate si libere

Definitia 1.33
Fie ¢ = pop1...pn—1 o formuld a lui £ si x o variabila.
> spunem ca variabila x apare legata pe pozitia k in ¢ daca
x=gksiexista 0 < i< k<j<n-—1 al (i,j)subexpresia
lui o este o subexpresie a lui ¢ de forma Vx;
> spunem ca x apare liberd pe pozitia k in ¢ daca x = @y, dar x
nu apare legata pe pozitia k in ¢;
» x este variabild legatd (bounded variable) a lui ¢ dacd existd
un k a.l. x apare legata pe pozitia k Tn ¢;

» x este variabild liberd (free variable) a lui ¢ dacd existd un k
a.l. x apare liberd pe pozitia k in .

Exemplu

Fie ¢ = Vx(x = y) — x = z. Variabile libere: x,y,z. Variabile

legate: x.
40



Variabile legate si libere

Notatie: ) := multimea variabilelor libere ale lui ¢.

Definitie alternativd

Multimea FV/(y) a variabilelor libere ale unei formule ¢ poate fi
definita si prin inductie pe formule:

FV () = Var(p), dacid ¢ este formuld atomics;
FV(=v) = V(o)

FV(e =v) = FV(p)UFV(y);

FV(¥xp) = FV(p)\{x}.

Notatie: ¢(x1,...,x,) dacd FV(p) C {x1,...,Xn}.

Demonstratia Propozitiei 1.34

o t—=ft. ,cuf e Fn,m>1sity,...,t, sunt termeni.
Deoarece Var(t;) C Var(t), rezultd cd pentru orice i =1,...,m,
avem e;(v) = ex(v) pentru orice variabild v € Var(t;).

Prin urmare, putem aplica ipoteza de inductie pentru a concluziona
ca

tA(e1) = t#(e2) pentru orice i = 1,..., m.
Atunci
th(er) = £t (e)s - -, tm(e1)) = FAE (e2), - -, (&) = t(e2).

O
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Interpretarea termenilor

Propozitia 1.34

Pentru orice L-structura A si orice interpretari e;, e : V — A,
pentru orice termen t,

dacd e;(v) = ex(v) pentru orice variabild v € Var(t), atunci
t4(er) = t4(e2).

Dem.: Aplicam inductia pe termeni. Avem urmatoarele cazuri:
o t=vec V. Atunci t'(e1) = e1(v) = ex(v) = t4(e2).
e t =ccC. Atunci t*(e;) = t*(er) = ¢

42

Interpretarea formulelor

Propozitia 1.35
Pentru orice L-structura A, orice interpretdri e;, e : V — A,
pentru orice formul3 ¢,

dacd e;(v) = ex(v) pentru orice variabild v € FV(y), atunci

AFE gla] = AFple].
Dem.: Aplicam inductia pe formule. Avem urmatoarele cazuri:
e p=1t = .
Atunci Var(t;) C FV(p), Var(t2) C FV(p), deci putem aplica
Propozitia 1.34 pentru a conclude ca
ti'(e) = tf'(e2),  t5'(e) = t5'(e2).
Rezulta
Ak gla] — t'(a)=t'(a) < t'(e) = 5'(e)
— AE yle].
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Demonstratia Propozitiei 1.35 Demonstratia Propozitiei 1.35

o .oty
Atunci ;) C FV(p) pentru orice i = 1,..., m, deci putem
aplica PropoZitia 1.34 pentru a conclude ca e p="1 .
tA(e1) = t#(e2) pentru orice i = 1,..., m. Deoarece FV/(v), FV(x) € FV(p), putem aplica ipoteza de
Rezulta inductie pentru a conclude ca
Ak ple] <= RAt\(er),..., th(er)) AFE Jler] <= AE yle] si AF x[e1] <= AF x[ea].
— RAte),...,t(e)) « AF gled]. ezl
o = AE plel]] <= AHFYler] sau AE x[ei]
Deoarece FV (1)) = FV(p), putem aplica ipoteza de inductie — AHFY[er] sau AF x[el]
pentru a conclude ca — AE
ple].
AEYle] <= AEY[e].
Rezulta
AF gla] < AFyla] <= AF Ple] < AF ¢le)].
Demonstratia Propozitiei 1.35 Echivalente si consecinte logice
Propozitia 1.36
ex(v) pentru orice v € FV(g) = FV(¥) \ {x}. Pentru orice formule ¢, 1 si orice variabild x ¢ FV(y),
Rezultd c3d pentru orice a € A, ¢ H Ixp (17)
€1xa(V) = ey a(v) pentru orice v € FV(v). o H Vxp (18)
Prin urmare, putem aplica ipoteza de inductie pentru interpretarile Vx(o AY) H o AVYxy (19)
€1xc 2, E2x« 5 PeNtru a conclude c3 YoV ) H oV xep (20)
pentru orice a € A, AE ¢[e1 . <= AFE Y[eacsl] W(pAY) B oAIxp (21)
Rezultd Ix(pVyY) H ¢VIxy (22)
AE ple;]] <= pentruorice a€ A, AFE ¢Y[e1x 2] Vx(p = ¥) H o= xi (23)
<= pentru orice a € A, A E ¢Y[ers] (g =y) B o= Iy (24)
— AF gle]. Vx(p — ) H Ixp — (25)
Ix(p =) H ¥x = p (26)

. Dem.: Exercitiu.



Interpretarea formulelor

Notatie

Fie t(x1,...,x,) un termen. Scriem uneori
tA[al, ceey a,,]

i loc de t(e), unde e : V — A este o (orice) interpretare a.f.
e(x1) = a1,...,e(xy) = an.
Notatie

Fie p(x1,...,%n) o formuld. Scriem uneori
AE plai, ..., an]

in loc de AF ¢le], unde e: V — A este o (orice) interpretare a.l.
e(x1) = a1, ...,e(xn) = an.

Multimi de enunturi

Notatie: u orice multime de enunturi I, notam
Mod(T):= clasa modelelor lui I'.

Notam Mod(¢1, ..., ¢n) in loc de Mod({p1,...,¢n}).
Lema 1.40

Pentru orice multimi de enunturi ', A si orice enunt v,
(i) TEY <= Mod(I') C Mod(v).

(i) T CA = Mod(A) C Mod(I').

(iii) T este satisfiabils <= Mod(I") # 0.

Dem.: Exercitiu usor.
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Enunturi

Definitia 1.37

O formuld ¢ se numeste enunt (sentence) dacd FV/(p) = ), adicd
® nu are variabile libere.
Notatie: Sent,:= multimea enunturilor lui L.

Propozitia 1.38
Fie ¢ un enunt. Pentru orice interpretari e;, e : V — A,
AE ple] <= AFE ¢[e]

Dem.: Este o consecinta imediata a Propozitiei 1.35 si a faptului
c3 FV(p) = 0. [

Definitia 1.39

O L-structurd A este un model al lui ¢ dacd A F ¢[e] pentru o
(orice) evaluare e : V — A. Notatie: AF ¢
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Teorii

Definitia 1.41

O L-teorie este o multime T de enunturi ale lui £ care este inchisa
la consecinta semantica, adica:

pentru orice enunt o, TFp = pe T.

Definitia 1.42

Pentru orice multime de enunturi I, teoria generata de [ este
multimea

Th(r) = {p|¢@esteenuntsil F ¢}
= {¢ | ¢ este enunt si Mod(I') C Mod(p)}.
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Teorii Teorii

Propozitia 1.43
(i) T C Th(I).
(ii) Mod(I') = Mod(Th(T)).
(iii) Th(T) este o teorie.
(iv) Th(T) este cea mai micd teorie T ai. [ C T.

Propozitia 1.44

Pentru orice multimi de enunturi ', A,
(i) TCA = Th(l') C Th(A).

(ii) T este teorie <= I = Th(I').

Dem.:

(i) Pentru orice ¢ € T, avem ca I F ¢, deci ¢ € Th(I'). (iii) Th(D) = {¢ | ¢ este enunt valid} este inclus3 in orice teorie.

(if) " 2" Conform (i) si Lemei 1.40.(ii). Dem.: Exercitiu usor.

"C" Conform definitiei lui Th(I).

(iii) Pentru orice enunt ¢, avem c3 » O teorie prezentatd ca Th(I') se numeste teorie axiomaticd
Th(l') E ¢ <= Mod(Th(I')) € Mod(y) sau teorie prezentatd axiomatic. I se numeste multime de
<= Mod(I') € Mod(y) (conform (ii)) <= ¢ € Th(I'). axiome pentru Th(T).

(iv) Fie T o teorie care contine I' si o € Th(T). Din » Orice teorie poate fi prezentatd axiomatic, dar suntem
Mod(T) € Mod(p) si Mod(T) C Mod(I') rezults ca interesati de multimi de axiome care satisfac anumite conditii.
Mod(T) C Mod(y), deci T E . Deoarece T este teorie,
obtinem c3 ¢ € T. Asadar, Th(I') C T. O .
Teorii Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

> Le = (é7®7®) = (E)
» L_-structurile sunt A = (A, =), unde = este relatie binar3.
Definitia 1.45

Consideram urmatoarele enunturi:

O teorie T este finit axiomatizabild dac3T = Th(I") pentru o (REFL) = Vx(x=x)

multime de enunturi finita I'. (SIM) = Vx¥y(xZy — y=x)
Definitia 1.46 (TRANZ) = VxVyVz(x=y A y=z — x=2)
O clasd K de L-structuri este axiomatizabild dacd K = Mod(I') Definitie

pentru o multime de enunturi [. Spunem si ca I' axiomatizeaza K. Teoria relatiilor de echivalents este

T := Th((REFL), (SIM), (TRANZ)).

» T este finit axiomatizabila.

» Fie IC clasa structurilor (A, =), unde = este relatie de
echivalenta pe A.

» JC= Mod(T), deci T axiomatizeazd K.

» Spunem si ca T axiomatizeaza clasa relatiilor de echivalenta.
[55] 56

Definitia 1.47

O clasa K de L-structuri este finit axiomatizabila daca
KC = Mod(I') pentru o multime finit3 de enunturi I



Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

e Daca ad3ugam axioma:
‘v’xEIy(x #EYANXx=y AVz(z=x = (z=xVz= y))),

obtinem teoria relatiilor de echivalenta cu proprietatea ca orice
clasa de echivalenta are exact doua elemente.

Exemple - Teoria ordinii partiale

» L_-structurile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Consideram urmatoarele enunturi:

(REFL) := Vx(x<x)
(ANTISIM) = VxVy(x<y Ay<x = x=y)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y Ay<z — x<2)

Definitie
Teoria ordinii partiale este
T := Th((REFL),(ANTISIM), ( TRANZ)).

» T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile partial ordonate.

» T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine partiala.
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Exemple - Teoria grafurilor

> EGraf = (anvw) = (E)
> LGrar-structurile sunt A = (A, E), unde E este relatie binara.

Consideram urmatoarele enunturi:
(IREFL) = Vx—E(x,x)
(SIM) = VYxVy(E(x,y) = E(y,x)).
Definitie
Teoria grafurilor este
T := Th((IREFL), (SIM)).

» T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt grafurile.
» T axiomatizeaza clasa grafurilor.

Exemple - Teoria ordinii stricte

> £< = (<7®7®) = (<)

» L_-structurile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Consideram urmatoarele enunturi:
(IREFL) := Vx—(x<x)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y A y<z — x<z)
Definitie
Teoria ordinii stricte este
T := Th((IREFL),(TRANZ)).

» T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile strict ordonate.

» T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine stricta.
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Exemple - Teoria ordinii totale

Consideram urmatorul enunt:

(TOTAL) = VxVy(x =y Vx<yV y<x)
Definitie
Teoria ordinii totale este

T := Th((IREFL),(TRANZ),(TOTAL)).

» T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile total (liniar) ordonate.

» T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine totala.

Exemple

Pentru orice n > 2, notdm urm3torul enunt cu 32"
dxqg ... 3x, (ﬂ(xl =x) A (x1 =x3)A .. A (X1 = X,,)),
pe care 1l scriem mai compact astfel:

32" = Jx ... Ix, /\ —(x; = Xj)
1<i<j<n

Propozitia 1.48
Pentru orice L-structura A si orice n > 1,
AE 32" <= A are cel putin n elemente.

Dem.: Exercitiu usor.
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Exemple - Teoria ordinii dense

Consideram urmatorul enunt:
(DENS) = VxVy(x<y — 3z(x<z A z<y)).
Definitie

Teoria ordinii dense este
T := Th((IREFL),(TRANZ),(TOTAL), (DENS)).

» T este finit axiomatizabil3.
» modelele lui T sunt multimile dens ordonate.

» T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine densa.
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Exemple

Notatii
» Pentru uniformitate, notim 32! := Ix(x = x).
» J<n.—= —32nt+l
> I=M = SN A F20

Propozitia 1.49
Pentru orice L-structura A si orice n > 1,

AETIS" — A are cel mult n elemente
AETF" <= A are exact n elemente.

Dem.: Exercitiu usor.

Propozitia 1.50

Fie T := Th({32" | n > 1}). Atunci pentru orice L-structurd A,
AE T <= A este multime infinit3.

Dem.: Exercitiu usor. o



Homomorfisme, izomorfisme

Gener re a notiunii de homomorfism de la algebra:

Definitia 1.51

Fie A, B doud L-structuri, A=|A|, B=|B|sih:A— Bo
functie. Spunem c3 h este homomorfism si scriem h: A — B daca:

(i) pentru orice m>1, R € R, si orice elemente ay,...,am € A,
RAa1,....,am) < RP(h(a1),...,h(am))
(ii) pentru orice m > 1, f € F,, si orice elemente a1,...,am € A,

h(fA(al, ceeydm)) = fB(h(al)7 —..,h(am))

(iii) pentru orice ¢ € C, h(c?) = cB.

Homomorfisme, izomorfisme

doud L-structuri, A= |A|, B=|B|sih: A— B.
ludrie: V — Aalui £L1in A i se asociaza o evaluare a
e:V—= B, (hoe)(v)=h(e(v)).

Oricarel
lui £ 1n B:

Definitia 1.54

(i) Spunem c3 h respectd un termen t dacd pentru orice evaluare
e: V= A
h(t4(e)) = t5(hoe).

(ii) Spunem c3 h respecta o formuld ¢ dacd pentru orice evaluare
e: VA

AEple] < BEplhoe].

Propozitia 1.55

Orice homomorfism h: A — B respectd toti termenii.

Dem.: Exercitiu. Prin inductie dupa termeni.
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Homomorfisme, izomorfisme

Definitia 1.52
Un homomorfism h: A — B se numeste izomorfism daca h este

bijectiv.

Notatie: h: A~ B.

Definitia 1.53

L-structurile A si B se numesc izomorfe daca exista h: A ~ B.

Exemplu

» L = (<,*,c), unde < este simbol de relatie binar3, x este
simbol de operatie binara si ¢ este simbol de constanta.

A=(R,<,+,0)si B=((0,00),<,-,1).
h:R — (0,00), h(x)=2% este izomorfism

v

>
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Homomorfisme, izomorfisme

(x1,...,%p) un termen. Atunci h respecta t <= pentru

ori ,...,an €A,
h(t4ay, ..., an)) = t5[h(a1), ..., h(an)].
» Fie p(x1,...,xn) o formuld. Atunci h respectd ¢ <= pentru
orice ai,...,ap € A,
AE plai,...,an] < BEylh(a1),...,h(an)]
Exemplu

L=(<,*¢c), A= (R,<,+,0), B=((0,00),<,-,1),

h:R — (0,00), h(x)=2%

t(x,y)=xx*x(yxc), e:V—=A e(x)=3,e(y)=7.
» t4(e) = t4[3,7] =3+ (74 0) = 10
» tB(hoe) = tB[h(3), h(7)] = t5[23,27] =23 . (27 - 1) = 210
> h(tA[3,7]) = 210 = tB[h(3), h(7)].
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Homomorfisme, izomorfisme

Homomorfisme, izomorfisme

Propozitia 1.56
Fie A, B doua L-structuri. Orice izomorfism h : A ~ B respecta

toate formulele. ® ¢ = Rt tm. Atunci

Dem.: Trebuie sa demonstram ca pentru orice formulad ¢, AE ple] —
pentru orice evaluare e : V — A, AF yle] <= BFE p[ho€]. —

Aplicam inductia pe formule. Fie e : V — A. Avem urmatoarele

cazuri: —

® o =1t; = tp. Atunci
AEgle] < t'(e) = t3'(e) <= h(ti'(e)) = h(t3'(e)) =
deoarece h este injectiva
— tB(hoe)=t5(hoe)
deoarece h respecta termenii

< BEyplhoe]

RA(t(e)... t(e)
RE(h(t(e)). ..., h(£2(e)))
deoarece h este homomorfism
RB(tf(h oe)..., t,lf,(h oe))
deoarece h respecta termenii
BE ¢[ho €.

e Pasii de inductie pentru = si — sunt imediati.
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Homomorfisme, izomorfisme Elementar echivalenta

Definitia 1.57

pentru orice a € A, AF Y[exa]

Doud L-structuri A si B se numesc elementar echivalente (scriem
A = B) daca pentru orice enunt ¢,

pentru orice a € A, B FE 1[h o ey AEp < BFp.

conform ipotezei de inductie pentru 1

<

<

<= pentruorice a € A, BE [(ho €)ep(a)] Propozitia 1.58
<

deoarece ho e 5 = (ho e)y p(a)

Pentru orice A si B, dacd A ~ B, atunci A = B.

pentru orice b € B, BE ¥[(ho €)xep) Dem.: Fie h: A ~ B un izomorfism. Pentru orice enunt ¢, avem

deoarece h este surjectiv
<= BFplhoel

AE ¢ <= pentruo (orice) evaluare e : V — A, AFE y|e]
<= pentru o (orice) evaluare e : V — A, B ¢p[hoe]

conform Propozitiei 1.56

O <— BFo.
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Exemple - Limbajul egalitatii L£L_

» Lo =(0,0,0)

» L_-structurile sunt A = (A), unde A este multime nevida.
Fie A = (A),B = (B) doud L_-structuri.

» h:A—=-B < h:A—B.
» h: A~ B <= h: A — B este bijectie.
» A~ B < |A|=|B|.

Cardinalul unui limbaj

Fie ,F,C) un limbaj de ordinul intai.

Definitia 1.61
Cardinalul lui £ este prin definitie

12| = [RUFuUC.

» L este finit dacad ||£|| este finit.
» L este numarabil daca ||£|| = |N| = Ro.

> L este cel mult numarabil daca L este finit sau numarabil.

Propozitia 1.62

No dacid L este finit
|Form,| =
||| altfel.
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Exemple - Limbajul egalitatii L_

Propozitia 1.59
Fie A = (A) o L—-structura finitd si n = |A|. Atunci enuntul 3="
caracterizeaza A pana la izomorfism, i.e.: pentru orice
L_-structurd B = (B),

A~B «— BEI".
Dem.: BE3™" <= |B|=n <= A~B. O
Propozitia 1.60
Pentru orice L_-structuri finite A,B, A~B <— A=5.

Dem.: "=" Conform Propozitiei 1.58.
" <" Presupunem c3 A = B si fie n = |A|. Atunci AFE 37", deci
B E 3=". Se aplica acum propozitia precedenta. O
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Teorii complete

Definitia 1.63
O multime de enunturi [ se numeste completa daca pentru orice
enunt 1,

M=y sau T E -,

Observatie: O L-teorie T este completa <= pentru orice enunt
p,avemcd p € T sau ~p € T.

Testul lui Vaught 1.64

Fie £ un limbaj cel mult numarabil si T o L-teorie satisfiabila.
Presupunem c3

(i) T nu are modele finite;
(ii) orice doud modele numarabile ale lui T sunt izomorfe.
Atunci T este completa.
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Teorii complete

Definitia 1.65

Pentru orice L-structurd A, teoria lui A este:
Th(A) := {p | ¢ este enunt si AF ¢}.

Propozitia 1.66

Pentru orice L-structurd A, Th(.A) este o teorie completa
satisfiabila

Dem.: Exercitiu usor.

Propozitia 1.67

Pentru orice L-structuri Asi B, A=B <= Th(A) = Th(B).

Dem.: Exercitiu usor.

Teorii

KC este o a nevida de L-structuri

Definitia 1.69
Teoria lui K este multimea Th(K) := () 4 Th(A).

Propozitia 1.70
(i) Fiecare A € K este model al lui Th(K).

(ii) Daca K are cel putin doud elemente A si 5 care nu sunt
elementar echivalente, atunci Th(K) nu este o teorie
completa.

Dem.: Exercitiu.

Teorii complete

Propozitia 1.68

Fie T o teorie satisfiabila. Urm3toarele afirmatii sunt echivalente:
(i) T este complets.

(ii) Pentru orice model A al lui T, Th(A)=T.

(iii) Orice doud modele ale lui T sunt elementar echivalente.

Dem.: (i)=(ii) Fie A model al lui T.

" D" Evident.

"C" Pentru orice enunt ¢ € Th(A), dacd ¢ ¢ T, atunci ~p € T
(deoarece T este completd), deci A E —yp, ceea ce contrazice
faptul ca A F ¢.

(ii)=(iii) Fie A, B modele ale lui T. Atunci T = Th(.A) = Th(B).
Aplicam Propozitia 1.67 pentru a obtine ca A = B.

(iii)=(i) Fie ¢ un enunt. Presupunem cd T  ¢. Atunci exista un
model A al lui T ai. A ¢, deci AE —p. Aplicand (iii), obtinem
ca B E —p pentru orice model B al lui T. Asadar, T F —p. O
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Exemple - Limbajul egalitatii £L_

Propozitia 1.71

Pentru orice n > 1 si orice multime finita A cu n elemente,
Th(3=") = Th(A), unde A= (A).
in particular, Th(3=") este o teorie complet3.

Dem.: "C" Deoarece A F 3=", avem cd A E Th(3="). Prin
urmare, Th(3=") C Th(A).
"D" Fie p € Th(A), i.e. AFE @. Vrem s3 aratdm c3 ¢ € Th(3="),
i.e. 37" F ¢. Fie B=(B) a.il BFE 37" Atunci A ~ B, conform
Propozitiei 1.59. Rezultd ca A = B, prin urmare B E ¢.

L]
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Exemple - Limbajul egalitatii L£L_

Propozitia 1.72

Th({3=" | n > 1}) este complets.

Dem.: Fie T := Th({32" | n > 1}). Conform Propozitiei 1.46,

A = (A) este model a lui T <= A este multime infinita.

Prin urmare, T este satisfiabila si nu are modele finite.

in plus, dacs A = (A), B = (B) sunt dou3 modele num3rabile ale
lui T, atunci |A| = |B| = g, deci A ~ B.

Putem aplica Testul lui Vaught pentru a conclude ca T este
completa. H

Substitutia

x o variabild a lui £ si u termen al lui L.

Definitia 1.75
Pentru orice termen t al lui £, definim
t«(u) = expresia obtinutd din t prin inlocuirea tuturor
aparitiilor lui x cu u.

Propozitia 1.76

Pentru orice termen t al lui £, t(u) este termen al lui L.

Dem.: Demonstram prin inductie dupa termenul t.

y dacay #x
u dacay = x.
» t =ceC. Atunci ¢(v) = c.
> t = fty...ty si, conform ipotezei de inductie,
(t1),(u), ..., (tm),(u) sunt termeni. Atunci
(ft1 ... tm)x(u) = f(t1),(u)...(tm),(u) este termen. O
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» t=y € V. Atundi yx(u) =

Exemple - Limbajul egalitatii £L_

Corolarul 1.73

Pentru orice multime infinita A ,
Th({32" | n >1}) = Th(A), unde A = (A).

Dem.: Deoarece Th({32" | n > 1}) este complet3, putem aplica
Propozitia 1.68.(ii). O

Corolarul 1.74

Pentru orice multimi infinite A si B, L_-structurile A = (A),
B = (B) sunt elementar echivalente.

Dem.: Aplicdm Propozitia 1.68.(iii). O
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Substitutia

3 definim analog @ (u) ca fiind expresia obtinutd din ¢
uirea tuturor aparitiilor libere ale lui x cu u.

» De asemenea, vrem ca urmadtoarele proprietati naturale ale
substitutiei sa fie adevarate:

EVxp = ox(u) si E px(u) = Ixp.
Apar Tnsa probleme.

Fie ¢ := Jy—(x = y) si u:=y. Atunci ox(u) = Jy—(y = y).
Avem

» Pentru orice L-structurd A cu |A| > 2 si pentru orice a € A,
A E p[a]. Deci Vxyp este satisfiabila.

> oy (u) nu este satisfiabila.
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Substitutia

Fie x riabild, u un termen si ¢ o formula.

Definitia 1.77

Spunem c3 x este libera pentru u Tn ¢ sau cd u este substituibil
pentru x Tn ¢ daca pentru orice variabild y care apare Tn u, nici o
subformuld a lui ¢ de forma Vy1) nu contine aparitii libere ale lui x.

Observatie
x este libera pentru u in ¢ in oricare din urmdtoarele situatii:
> u nu contine variabile;
>  nu contine variabile care apar in u;
> nici o variabila din u nu apare legata n ;
> X nu apare in ;

>  nu contine aparitii libere ale lui x.

Substitutia

Fie x o vamiabild, u termen si ¢ o formuld a.i. x este libera pentru

uin .
Definitia 1.78

ox(u) = expresia obtinutd din ¢ prin inlocuirea tuturor
aparitiilor libere ale lui x cu u.
Spunem c3d @y (u) este o substitutie libera.

Propozitia 1.79
ox(u) este formula a lui L.

Dem.: Exercitiu.

Notiunea de substitutie libera evita problemele mentionate anterior
si se comporta cum am astepta.
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Substitutia

Definitie alternativa
Notiunea " x este libera pentru u Tn " poate fi definita si prin
inductie dupa formula ¢ astfel:
» daca ¢ este formuld atomicad, atunci x este libera pentru u n
;5
» dacd ¢ = ), atunci x este libera pentru u in ¢ ddaca x este
libera pentru u n ¥;
» dacd ¢ = ¢ — ¥, atunci x este liberd pentru v in ¢ ddacad x
este libera pentru u atat in ¢ cat siin x;
» dacd ¢ = Vy1, atunci x este libera pentru u in ¢ ddaca

» x nu apare liberd Tn ¢, sau
> vy nu apare in u si x este libera pentru u in .

Substitutia

Fie A o
Lema 1.80

Fie x o variabil3, u un termen si a = u?(e).
(i) Pentru orice termen t, (t.(u))"(e) = t*(exca).

(ii) Pentru orice formuld ¢, dacd x este liberd pentru u n ¢,
atunci

cturasie: V — A

AE py(u)le] <= AF ylexeal.

Ideea lemei este urmatoarea: a schimba evaluarea e pentru a
atribui variabilei x valoarea a € A este acelasi lucru cu a Tnlocui x
cu un termen v a carui interpretare sub e este a.
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Substitutia

Propozitia 1.81
Pentru orice termeni uy si up si orice variabild x,

(i) pentru orice termen t,

Fup=uw— tX(U]_) = tX(UQ).

(ii) pentru orice formuld ¢ a.i. x este liberd pentru vy si up in ¢,

Fur = u = (px(v1) < ox(u2)).
Dem.: Fie A o L-structurd si e : V — A. Presupunem c3
AF (1 = wp)e], adicd ufi(e) = us'(e) == a € A
(i) Conform Lemei 1.80.(i),
(te(u1))?(e) = t*(exc-a) = (te(u2))(e),

deci AF (tc(u1) = te(w2))[e].

(ii) Aplicand Lema 1.80.(ii), obtinem
AE px(ur)le] <= AE ylexca] <= AE ox(u)[e].
Deci, AF (ox(u1) < ox(u2))[e].

Substitutia

Propozitia 1.83
Fie ¢ o formuld si x o variabila.
(i) Pentru orice termen u substituibil pentru x Tn ¢,

F Vxp — px(u), F ox(u) = Ixe.

(ii) EVxe — ¢, F o — Ixp.

(iii) Pentru orice simbol de constants c,
F Vxe — px(c), F ox(c) = Ixep.

Dem.: (continuare)

(if) Aplicam (i) cu u := x.

(i) Aplicam (i) cu u:=c

Substitutia

Propozitia 1.82
Fie ¢ o formula si x o variabila.
(i) Pentru orice termen u substituibil pentru x n ¢,

E Vxep — ox(u), E ox(u) = Ixe.

(i) E V¥xp = o, F o — dxp.
(iii) Pentru orice simbol de constantd c,

F Vxe — px(c), F ox(c) = Ixep.

Dem.:
(i) Fie Asie:V — A. Atunci
AEVxple] <= pentruorice a € A, AF plexca]
—  pentru a = u’(e), AE ¢lecea]

< AFE px(u)[e] conform Lemei 1.80.(ii).

L]
A doua asertiune rezulta din prima aplicata la —¢p.
Substitutia
In general, dac3 x si y sunt variabile, ¢ si py(y) nu sunt logic
echivalente: fie £, Nsie: V - N al.
e(x) =3,e(y) =5, e(z) = 4. Atunci
N E (x<2z)[e], dar N ¥ (x<z)x(y)[e]-
Totusi, variabilele legate pot fi substituite, cu conditia sa se evite
conflicte.
L]
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Substitutia

Propozitia 1.84

Pentru orice formul3 ¢, variabile distincte x si y a.l. y & FV(y) si
y este substituibil pentru x T ¢,

Ixe HIypx(y) si Vxe HVyou(y).
Dem.: Fie Asie: V — A. Atunci

AE3dypy(y)le] < exista ac A al AF oc(y)ey«al
<  existdac A al AF ¢leyaxeal
conform Lemei 1.80.(ii), deoarece
v (eyea) = eyealy) = a
<  existdac€ A al AF glecca]
deoarece y ¢ FV/(y)
<~ AE Ixp[e].

Analog pentru a doua asertiune. ]

Substitutia

Definitia 1.86

¢ este variantd a lui ¢ dac3 este varianta yi, ..., y-liberd a lui
pentru anumite variabile y1, ..., yk.

Propozitia 1.87
(i) Pentru orice formuld ¢, daci ¢’ este o variantd a lui ¢, atunci
pH ¢
(ii) Pentru orice formuld ¢ si orice termen t, dacd variabilele lui t

se afl3 printre y1,...,yx si ¢ este varianta yi, ..., yk-liberd a
lui ¢, atunci ¢/ (t) este o substitutie libera.

Dem.: Exercitiu.
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Substitutia

Folos
libers (it
formuls ¢’

ropozitia 1.84 astfel: dacd px(u) nu este substitutie

nu este liberd pentru u in ), atunci Tnlocuim ¢ cu o
ic echivalentd a.i. ¢/ (u) este substitutie liber.
Definitia 1.85

Pentru orice formuld ¢ si orice variabile y1, ..., yk, varianta
Vi, .., Yi-liberd ¢ a lui ¢ este definitd recursiv astfel:

» dac3 ¢ este formul3 atomic3, atunci ¢’ este o;

v

dacd ¢ = —), atunci ¢’ este —)/;

v

dacd ¢ =1 — x, atunci ¢’ este ¢ — x/;

v

daca ¢ = Vzv, atunci
 este {VWWZ(W) dacd z € {y1,..., vk}

Vzi)' altfel:
unde w este prima variabild din sirul vy, vy, ..., care nu apare
n ¢’ si nu este printre y1, ..., yk. o

Forma normalad prenex

Definitia 1.88

O formul3d care nu contine cuantificatori se numeste libera de
cuantificatori (" quantifier-free” ).

Definitia 1.89

O formul3d ¢ este In forma normald prenex daca
= Qix1@2x2... Qnxy 1),

unde n €N, Q1,...,Q, € {V,3}, x1,...,x, sunt variabile si ¢
este formula libera de cuantificatori. Formula 1) se numeste
matricea lui ¢ si Qi1x1Qaxz ... Qnxy este prefixul lui .

Exemple de formule in forma normala prenex:

» Formulele universale: ¢ = Vx1Vxz...Vx, 1, unde 1) este libera
de cuantificatori

» Formulele existentiale: ¢ = dx33xo...dx, 9, unde Y este

libera de cuantificatori 9%



Forma normalad prenex

ormuld si t1,..., t, termeni care nu contin variabile din .
(1, - - -, tn) formula obtinutd din ¢ substituind
libere ale lui x1,...,x, cu t1,...,t, respectiv.

Notatii: V¢ =4, 3°=V.

Teorema de forma normala prenex 1.90

Pentru orice formuld ¢ exista o formuld ¢* in formd normala
prenex a.l. ¢ H " si FV(p) = FV(¢*).

Dem.: Aplicim inductia pe formule. Avem urmatoarele cazuri:
® ¢ este formuld atomica. Atunci p* 1= .

e o = —) si, conform ipotezei de inductie, exista o formulad
Y* = @Q1x1 ... Qnxnto Tn forma normald prenex a.l. ¢ Hy* si

FV(¢) = FV(3*). Definim
O = Qfxy ... Qsxa—bo.

Atunci " este in formd normala prenex, ¢* H —¢* H - = p si
FV(¢") = FV(¢") = FV(¥) = FV(¢p).

Forma normala prenex

Teorema de forma normala prenex 1.90
Pentru orice formula ¢ exista o formula ¢* in forma normal3d
prenex a.l. ¢ Hp* si FV(p) = FV(¢*).
Dem.: (continuare) Conform Propozitiei 1.87, ¥ Ho* siox* Hx*
De asemenea, FV/(1*) = FV(¢*) si FV(x*) = FV(x*). Definim
"= Qiy1.. QpynSiwi ... SmWim (71;0 — X0)-
Atunci ¢* este in form3 normal3 prenex, FV(¢*) = FV() si
" H oy

H ¢ ="

HY—=x=¢
e © = Vx1 si, conform ipotezei de inductie, exista o formuld ¢* in

form3 normal3 prenex a.f. ¥ HY* si FV(¢) = FV(¢*).
Definim ¢* := Vxi)*. O
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Forma normalad prenex

Teorema de forma normalad prenex 1.90

Pentru orice formuld ¢ exista o formula ¢* in forma normala
prenex a.l. ¢ Hp* si FV(p) = FV(¢*).

Dem.: (continuare) ® ¢ =1 — x si, conform ipotezei de
inductie, exista formulele Tn forma normala prenex

'l/)* - lel o QanwOr X* - S121 cee SmZmXO

al pHYY, FV(P) = FV(¥7), x HX" si FV(X) = FV(X").
Notam cu Vg multimea tuturor variabilelor care apar in ¥* sau x*.
Fie 1)* (resp. x*) varianta Vo-liberd a lui v* (resp. x*). Atunci

0 = Quy1- .. Quyntho, X* = Siwi ... SmwWmXo,

unde yi,...,Yn, Wi, ..., Ws, sunt variabile care nu apar in Vg,
Yo = ¢0x1,...,xn()’1» 000 ,Yn) Si Xo = onl,...,zm(Wla s Wm)'

Schimbarea limbajelor

Definitia 1.91

Fie £L = (Rg,Fg,C[,; al’ig) §i LT = (R£+,F£+,Cﬁ+; ari£+) doud
limbaje. Spunem c3 LV este extensie a lui £ sau c3 L este
sublimbaj al lui £ dac3

Re CRe+; Fr S Frv; Cp CCp+

si ariy este restrictia lui arig+ la simbolurile nelogice ale lui L.
Notatie: £ C LT

Definitia 1.92

Spunem c3 L este o extensie prin constante a lui £ dac3
Re=Rp+; Fr=Fp+; Cr CCpr+.

Exemple

e L_ C L pentru orice limbaj £ .
o Lo=(X)C(&i4,%,8) C Lo = (£, H,%,5,0)
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Schimbarea limbajelor

L, atunci orice termen (formul3) din £ este termen
i
Definitia 1.93

Fie L C L*, A o L-structursd si AT o L1-structurs.
Spunem c3 A este L-redusa lui A" sau c§ AT este LT-extensia lui

A dacd

Al = [A*];

> pentru orice R € Ry, RA = RA™;
FA — fAL.
A AT

v

» pentru orice f € Fr,
» pentru orice c € Cg, ¢
Notatie: A= A" | L

Exemplu
(N, <,+,-,5,0) are redusele (N, +,-), (N, 5,0), (N, <).

Schimbarea limbajelor

Propozitia 1.95

Pentru orice £ C L7 si pentru orice formul3 ¢ a lui £, urm3toarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) pentru orice L-structurd A si orice e : V — |A|, AFE ¢[e];

(i) pentru orice LT-structurd A™ si orice e : V — |AT],
At E ole].

Dem.: (i)=(ii) Fie AT o LT-structur§ si e : V — |A™].
Considersm L-structura A := A" | L. Atunci |A| = |AT|, deci,
conform (i), AF ¢[e]. Aplicdm acum Propozitia 1.94 pentru a
conclude cd A" E p[e].

(ii)=(i) Fie A o L-structurd si e : V — |A|. Considerdm o
L*-extensie arbitrars AT a lui A. Atunci |A| = | AT, dedi,
conform (i), AT E p[e]. Aplicim acum Propozitia 1.94 pentru a
conclude cd A F ¢[e].
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Schimbarea limbajelor

Propozitia 1.94

Fie L C LT, A o L-structurs, A = |A|. Pentru orice L' -extensie
A alui A si pentru orice evaluare e: V — A,

(i) t*(e) = tA" (e) pentru orice termen t al lui £;
(i) pentru orice formuld ¢ a lui £, AF ple] <= AT E ¢[e].

Dem.: Exercitiu.
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Schimbarea limbajelor

Corolarul 1.96

Pentru orice £ C LT si orice multime de enunturi I a lui £,
Thg(r) = Sen, N Thﬁ(l').

Dem.: Exercitiu usor.

Corolarul 1.97

Pentru orice L~ C L si orice L-structuri A, B,
(i) AxB —= AL ~B L.

(i) A=B = AL =B L.

Dem.: Exercitiu usor.
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Schimbarea limbajelor

Definitia 1.98
Fie £ un limbaj, A o L-structurad si X C A.

(i) LX este extensia lui £ obtinutd ad3ugénd, pentru orice
a € X, un nou simbol de constanta a.
Spunem c3 3 este un nume pentru a.

(i) Ax este LX-extensia lui A obtinut3 definind pentru orice
ae X, a =a.

Observatia 1.99

Pentru orice formuld ¢ a lui £ cu FV(¢) = {x1,...,xn} si pentru
orice a, ..., ap € A, fie p(a1,...,a,) enuntul din £# obtinut din
@ prin Tnlocuirea lui x; cu a;, i =1,...,n. Atunci

Abgo[al,...,a,,] — AAFZQO(a'l,...,a',,).

Dem.: Exercitiu usor.

Lema constantelor

Lema constantelor 1.100

Fie £ un limbaj, I U {¢} C Form, si ¢ un simbol de constanta din
L care nu apare in ' U {¢}. Atunci

IE px(c) < T E Vxe.

Dem.: (continuare)
Asadar (A,, e) este model al lui I si deoarece I F ¢, (c), avem c3

A, E px(c)le]-
Deoarece c¢» = a, putem aplica Lema 1.80.(ii) pentru a obtine cd
Aa F olexcal].
Aplicand din nou Propozitia 1.94, rezultd
A Folexcal = A Foylexa <<= AF plexcal.
Am demonstrat astfel c3d pentru orice a € A, AF ¢[ex,], deci cd

(A, e) este model al lui Vxp. O
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Lema constantelor

Lema constantelor 1.100

Fie £ un limbaj, I U {¢} C Form, si ¢ un simbol de constanta din
L care nu apare in ' U {¢}. Atunci

IE px(c) < T EVxo.

Dem.: "<" este imediatd, deoarece F Vxp — px(c).
"=" Fie (A, e) un model al lui I, i.e. A o L-structurd si
e:V— A al. AE ye] pentru orice y € T.
Vrem s3 demonstram c3 (A, e) este model al lui Vx¢p, i.e. pentru
orice a € A, AF plecal.
Fie a € A arbitrar. Fie £~ sublimbajul lui £ obtinut prin eliminarea
simbolului ¢, A~ := A | L™ si fie A, L-extensia lui A~ n care ¢
este interpretat cu a (i.e. ¢ = a).
Deoarece I' U {p} C Form,-, rezultd din Propozitia 1.94 c3 pentru
orice y €T,

AEqle] <= A Eqle] <= A,Eq]e].
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Elementar echiv. = izomorfism - structuri finite, L finit

Propozitia 1.101

Fie £ un limbaj finit. Pentru orice £-structurd finita A, existd un
enunt 64 care caracterizeaz3 A pan3 la izomorfism, i.e.: pentru
orice L-structura B,

A~B <+ BE®H

Dem.: (Nu se cere la examen) Fie A o L-structurd finitd cu n

elemente ay, ..., a,. Consideram enuntul
04 = Ix;3xz . .. Ix, /\—|(x,-:xj)/\Vy( \/yzx,-)/\/\gps ,
1<i<j<n 1<i<n sel
unde formula ¢s(x1, ..., x,), care descrie interpretarea simbolului s

n A, se defineste astfel:
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Elementar echiv. = izomorfism - structuri finite, L finit

ci s este un simbol de constant3 ¢ si ¢* = a;, atunci

Vs 1= Xj = C.
(ii) dac ste un simbol de relatie R de aritate m, atunci

Ps = /\ Rxi, ... x;, N /\ —Rxi ... Xi,-
(a,-l,...,a,-m)eRA (a,-l,...,a,-m)géRA
(i) dacd s este un simbol de operatie f de aritate m, atunci
Ps = /\ Xy ... Xi, = Xj.
fA(a,-l,...,a,-m):aj
Fie B o L-structurd. Atunci B satisface 64 <= exist3
by,...,b, € B al.
(i) pentru orice 1 < i < j < n, b; # bj si pentru orice b € B,
be{b1,...,bn}. Prin urmare, B = {b1,..., bs}.
(ii) pentru orice s € L, B E ps[b1, ..., byl
<= B ={b1,...,bn} si functia h: A — B, h(a;) = b; este
izomomorfism de la A la B. O

Elementar echiv. = izomorfism - structuri finite, L arbitrar

Teorema 1.103
Pentru orice limbaj £, orice L-structura finita A si orice

L-structura B,
A=B <+<— A~B.

Dem.: "<" evidentd, conform Propozitiei 1.58.

"=" Presupunem prin reducere la absurd c3 A 2 B. Fie A= | A,
B = |B| si n =|A|. Atunci AFE 3=", deci B E 37", deoarece 3="
este enunt si A = B. Deci, B este finitd, cu n elemente.

Rezulta ca numarul functiilor bijective f : A — B este finit.
Conform presupunerii, nicio bijectie f : A — B nu este izomorfism,
deci nu e homorfism. Asadar, pentru orice f, exista un simbol S¢ al
lui £ ali. f nu transportd interpretarea lui S¢ de la A la B.

Fie £~ sublimbajul finit al lui £ ale carui simboluri ne-logice sunt
exact aceste simboluri S¢. Notam A= =A [ L, B =B [ L. E
clar cd A~ % B, deci ca A~ # B~ (conform Propozitiei 1.102 )
si ca A # B (conform Corolarului 1.97.(ii)). Contradictie. O
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Elementar echiv. = izomorfism - structuri finite, L finit

Propozitia 1.102

Fie £ un limbaj finit. Pentru orice L-structuri finite A, B, A~ B
—= A=5.

Dem.: Exercitiu usor.
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Scufundari

,C) un limbaj de ordinul intéi, A, B doud
L-structuri, A = |A|, B = |B].

Definitia 1.104

Un homomorfism h : A — B se numeste scufundare dacd h este
injectiv.
Notatie: h: A —q B.

Propozitia 1.105

O functie h: A — B este scufundare <= h: A — B respecta
toate formulele libere de cuantificatori.

Dem.: Exercitiu.
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Substructuri

Definitia 1.106

Spunem ca A este substructurad a lui B sau ca B este extensie a lui

A dacd 14 g este scufundare.
Notatie: A C B.

Prin urmare, A C B «—

(i) pentru orice m > 1, R € R, si orice elemente ai,...,anm € A,
RA(al, B RB(al, ey dm)
(ii) pentru orice m > 1, f € Fp, si orice elemente a,...,an € A,
fA(al, ceeydm) = fB(al, ey dm)
(iii) pentru orice ¢ € C, ¢ = cB.

Substructuri

— Msi) #S C M. Spunem c3 S este inchis3 la f
i ...,an €S, f(a1,...,an) €S.
Propozitia 1.107

Fie B o L-structurd si () # X C |B|. Urm3toarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) X este domeniul unei substructuri (unice) a lui B;
(i) X este inchisd la B pentru orice f € F si % € X pentru
orice c € C.

Dem.: Exercitiu usor.

Corolarul 1.108

Dacd F = C = (), atunci orice submultime nevid3 a lui |B| este
domeniul unei substructuri unice a lui B.

Substructuri

Exemplu

L = (R), unde R simbol de relatie binard. Atunci (N, <) este
substructura a lui (Z, <), dar nu este substructura a lui (Z, <).
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Substructuri

, ista’o submultime a lui |B| care contine pe X si care este
domeniul unei substructuri a lui B.

Propozitia 1.109

Fie B o L-structurd si X C |B|. Dacd X # () sau C # (), atunci
existd o substructurd (X) a lui B cu urmdtoarele proprietati:

() XS [ X)gl-
(ii) (X)z C D pentru orice substructurd D a lui B ai. X C |D|.

Dem.: Definim:

Ay = XU{FB|ceC}#0
Ansi = A U{fB(ar,...,am) | m>1,f € Fm, a1,...,am € Apn}
A = UA,,.
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Substructuri

Propozitia 1.109

Fie B o L-structurd si X C |B|. Dacd X # 0 sau C # (), atunci
exista o substructurd (X) a lui B cu urmatoarele proprietati:

() X S (X)gl.

(ii) (X)z € D pentru orice substructurd D a lui B ai. X C |D|.
Dem.: (continuare) Se verificd usor cd A este cea mai micd
multime care contine X U {c® | ¢ € C} si este inchis3 la toate

functiile 5 pentru f € F. Atunci (X)g este unica substructurs a
lui B cu domeniul A. O

Definitia 1.110

(X) g se numeste substructura lui B generata de X.

Observatia 1.111

Dac3d X este cel mult numarabila si £ este este cel mult numarabil,
atunci si (X)y este cel mult numarabila.

Substructuri elementare

Fie doua L-structuri.
Propozitia 1.113
Presupunem ca A C B. Atunci A C B <= pentru orice formul3
libera de cuantificatori ¢ si orice evaluare e : V — A,
AEple] < BFEyle].
Dem.: Exercitiu.
Definitia 1.114

Spunem c3 A este substructura elementarad a lui B sau c3 B este
extensie elementard a lui A dac3

(i) AC B;
(ii) pentru orice formuld ¢ si orice evaluare e : V — A,
AEple] <= BEple]

Notatie: A < B.
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Substructuri

Propozitia 1.112

Fie B o L-structura. Daca L are cel putin un simbol de constanta,
atunci
| () 5| = {t® | t este termen inchis al lui £}.

Dem.: Exercitiu.

Exemp/e

= (5,0), N = (N, S,0). Atunci | (), | = N, deci
<®> =N.
» £ =(0), N = (N,0). Atunci 0) =

({0},0).
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Substructuri elementare

Propozitia 1.115
Daca A < B, atunci A C Bsi A =B.
Dem.: Exercitiu usor.

Exemplu

Fie £L= (<), A= (N\{0},<)si B=(N,<). Atunci A C Bsi
A ~ B (de ce?), dar A £ B.
Consideram formula ¢ = Vy(x<y). Atunci

AE [1], dar B E ¢[1].

i.e. 1 este cel mai mic element in A, dar nu in B.
Considerdam formula ¢ = Jy(y<x A =(x = y)). Atunci

B E [1], dar A & ¢[1].

i.e. 1 are un predecesor in B, dar nu in A.
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Substructuri elementare

ul rezultat este un instrument foarte util pentru a
ca o substructura este elementara.

Propozitia 1.116 (Criteriul lui Tarski)
Presupunem c3 A C B si cd pentru orice formula ¢, orice evaluare
e: V — Asiorice variabila x,

BE Ixple] <= existda ac A al BF plexa-

Atunci A < B.

Dem.: Demonstram prin inductie dupa formule c3 pentru orice
formul3 ¢,

(*) pentru orice evaluare e : V — A, AFE g[e] < B E ¢|e].
Avem urmatoarele cazuri:

e (o este formuld atomica. Atunci (*) rezultd din faptul c3 A C B
si Propozitia 1.113.

e Pasii de inductie pentru = si — sunt imediati.

Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Putem e a acum unul din rezultatele centrale ale teoriei

modelelor.
Teorema Lowenheim-Skolem in jos 1.117

Pentru orice limbaj cel mult numarabil £, orice L-structura B si
orice submultime cel mult numarabila X C B, exista o L-structura
cel mult numarabild A a® X CAsi A<B.

Corolarul 1.118

Pentru orice limbaj cel mult numarabil £ si orice multime I de
enunturi, dacd I are un model, atunci [ are un model cel mult
numarabil.

Dem.: Exercitiu.
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Substructuri elementare

Propozitia 1.116 (Criteriul lui Tarski)

Presupunem c3 A C B si ca pentru orice formula ¢, orice evaluare
e: V — Asi orice variabil3 x,

BE 3xple] <= existd ac A al BF plexal

Atunci A < B.
Dem.: (continuare) ® ¢ = Vx1. Atunci ¢ H ~Ix—).

BE ple] < BE -Ix)le] <= B Ix—)|e]
<= pentru orice a € A, B —p[ex,] din ipotezd
<= pentru orice a € A, B F ¢[ex,]
<= pentru orice a € A, AF Ylece,]
din ipoteza de inductie
— AF ¢le].

Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Teorema Lowenheim-Skolem in jos 1.117

Pentru orice limbaj cel mult numarabil £, orice L-structura B si
orice submultime cel mult num3rabila X C B, exista o L-structura
cel mult numarabilda A ail. X CAsi A< B.

Dem.: Pentru orice formula ¢ si variabild y definim o
constantd/functie Skolem F .

Daca formula dy¢ este enunt, atunci F, , este un element al lui B
definit astfel:

» Dacad B F Jyyp, atunci multimea $1 := {b € B | B ¢[b]}
este nevidd. F,, este un element arbitrar al lui 5;.

» Daca B dyyp, atunci F, , este un element arbitrar al lui B.
Ca urmare, BE dyp = BF ¢[F,,].
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Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Teorema Lowenheim-Skolem in jos 1.117

Pentru orice limbaj cel mult numarabil £, orice L-structura B si
orice submultime cel mult numarabila X C B, exista o L-structura
cel mult numarabilda A ail. X CAsi A< B.

Dem.: (continuare) Dacd FV(dyy) = {x1,...,xk}, k > 1, atunci
definim F, , : Bk — B astfel: pentru orice by, ..., bx € B,
» Dacd BE Jyp[bs,..., bx], atunci multimea
Sy :={be B|BE y|b1,...,by, b]} este nevids.
Fe. (b1, ..., bx) este un element arbitrar al lui S,.
» Dacd B Jyyp|bi, ..., bg], atunci Fy (b1, .., bg) este un
element arbitrar al lui B.
Ca urmare,

Bizaycp[bl,...,bk] = B':gO[bl,...,bk,F%y(bl,...,bk)].

Forma normal3 Skolem

ste o procedura prin care se eliminad cuantificatorii
existentiali din formule de ordinul Tntdi in form3 normal3d prenex,
prin introducere de noi simboluri de functii/constante, numite
simboluri de functii/constante Skolem.

Fie £ un limbaj de ordinul intai si ¢ un enunt al lui £ care este in
forma normald prenex:

= @Qx1Q2x2 ... Qnxn0,

unde n €N, Q1,...,Qn € {V,3}, x1,...,x, sunt variabile distincte
doua cate doud si 8 este formula liberd de cuantificatori.

127

Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Teorema Lowenheim-Skolem in jos 1.117

Pentru orice limbaj cel mult numarabil £, orice L-structura B si
orice submultime cel mult num3rabila X C B, exista o L-structura
cel mult numarabilda A ai. X CAsi A< B.

Dem.: (continuare) Extindem constructia lui (X); (a se vedea
Propozitia 1.109) inchizand-o si la constantele si functiile Skolem.
Asadar, fie A cea mai mica submultime a lui B care:

» contine X U{c® | c € Cr} U{F,, | Iy enunt};
» este Tnchis3 la f8 pentru orice f € Fp;
> este Tnchisa la functiile Skolem F,,, cand Jyy nu este enunt.

Obtinem c3 A este domeniul unei substructuri unice A a lui B.
Deoarece £ este cel mult numarabil, A este cel mult numarabila.
Aplicand Criteriul lui Tarski 1.116, rezulta imediat ca A < B. [

Forma normal3 Skolem

libers de cuantificatori sau universal3, atunci ¢ = ¢

Altfel, ¢ are una din formele:
» ¢ = Ix 1. Introducem un nou simbol de constantd c si
consideram ! = 1, (c), L = LU {c}.
> o =Vx1...Vxx3Ix1 (k> 1). Introducem un nou simbol de
functie f de aritate k si consideram
Ol =Vx .. Ve Ux(Ba ..o xk), LY = LU {f}.

In ambele cazuri, ©! are cu un cuantificator existential mai putin

decat ¢.
Daca gol este libera de cuantificatori sau universald, atunci
0k = @l Dacs ¢! nu este universald, atunci form3m 2,03, ...,

pan3 ajungem la o formul universal3 si aceasta este k.

>k este o form3 normal3 Skolem a lui ¢.
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Forma normal3 Skolem

Exemple

» Fie 6 o formul3 liberd de cuantificatori a.l. FV(0) = {x} si
¢ = 3x 0. Atunci ¢! = 0,(c), unde c este un nou simbol de
constanta. Deoarece <p1 este un enunt liber de cuantificatori,
rezultd c3 >k = p! = 0,(c).

» Fie R un simbol de relatie de aritate 3 si
¢ = IxVyVz R(x,y, z). Atunci

¢! =VyVz (R(x,y,2))x(c) = YyVz R(c,y, 2),

unde ¢ este un nou simbol de constant3. Deoarece ¢! este un
enunt universal, rezultd c3 ¢k = ! = VyVz P(c,y, z).

» Fie P un simbol de relatie de aritate 2 si ¢ = Vy3z P(y, z).

Atunci o' = Vy (P(y, 2)).(f(y)) = Yy P(y, f(y)), unde f este
un simbol nou de functie unard. Deoarece ¢! este un enunt
universal, rezultd c3 >k = p! =Yy P(y, f(y)).

Forma normal3 Skolem

Propozitia 1.118
(i) E @k = ¢, deci 0K E ¢ in L3(y).

(ii) Tn general, ¢ si
L ().

Dem.:

(i) Se aplica faptul cd F ¢y (t) — Ixp, E ¢ implicd E Vxp si
FVx(p — ¥) — (Vxp — Vx1)) pentru a conclude c3
E ol = 0, Ep? = ol etc..

(ii) Fie £L = (R), unde R este simbol de relatie binard si
» =VYvidwnR(v1, v2). Atunci ook = VviR(va,f(v1)) (unde f
este un nou simbol de functie unard) si £%(¢) = (f, R). Fie
L*(p)-structura A = (Z, <, fA), unde f4(n) = n — 1 pentru
orice n € Z. Atunci A F ¢, deoarece pentru orice numar
intreg m exista un numar intreg n a.i. m < n. Pe de alta
parte, A E 0K deoarece pentru orice n € Z, avem c3
n>fA(n)=n-1. O

nu sunt logic echivalente ca enunturi Tn
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Forma normal3 Skolem

Exemplu

Fie £ un limbaj care contine un simbol de relatie binara R si un
simbol de functie unard f. Fie

¢ = Vy3zVu3dv (R(y,z) A f(u) = v).

p' = VyVudv(R(y,z) Af(u) = v):(g(y))
= VyVudv(R(y,g(y)) A f(u) =v),
unde g este un nou simbol de functie unara
©? = VyVu(R(y,g(y)) Af(u) = v)u(h(y,u))
= VyVu(R(y,g(y)) A f(u) = h(y,u)),
unde h este un nou simbol de functie binara.

Deoarece goz este un enunt universal, rezultd c3

>k = 2 =VyVu (R(y,g(y)) A f(u) = h(y, u)).
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Extensii Skolem

Fie imbaj de ordinul intai.
Definitia 1.119

Pentru orice variabild y si orice formula ¢) a.i. Jyw este enunt, fie
Cy.» un nou simbol de constantd.
cy . Se numeste simbol de constantd Skolem asociat perechii (y, ).

Pentru orice variabila y si orice formula ¢ a.l.

FV(3yvY) = {x1,...,xa} (n > 1), fie f,  un nou simbol de functie
de aritate n.

f,..» se numeste simbol de functie Skolem asociat perechii (y, ).

Notatie
Not3m cu LT extensia lui £ obtinutd ad3ugind toate aceste

simboluri de constante si functii Skolem. £ se numeste extensie

Skolem primitiva a lui L.
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Extensii Skolem

ructuri A se extinde la o LT -structurd AT astfel: Fie y
i 1) o formula.
este un enunt, atunci c}j“; se defineste astfel:
> c;‘}; este un element b € A af. AF ¢[b], dacd un astfel de b
exista.
> c;‘}; este un element arbitrar al lui A, altfel.
Prin urmare,

AT E Iy = vy(cyy)-
> Dacd FV(Jysh) = {x1,..., %} (n > 1), atunci £A7: A" — A

se defineste astfel: pentru orice by,..., b, € A,
> f;ﬁ;(bla ..., b,) este un element b€ A al.
AE ¢[b1,...,bn,b], dacd un astfel de b exista.
> fy“f‘l;(bl, ..., bp) este un element arbitrar al lui A, altfel.

Prin urmare,

AYE 3y 3y (g, -, Xa)):

Extensii Skolem

Propozitia 1.122
» Orice limbaj £ are o extensie Skolem.

» Dac3 L' este o extensie Skolem a lui £, atunci orice
L-structurd poate fi extinsa la un model al multimii Skolem
Sker o alui L peste L.
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Extensii Skolem

Fie £ ,F,C) un limbaj de ordinul intai.
Definitia 1.120

Un limbaj £' = (R, F',C’) de ordinul intii se numeste extensie
Skolem a lui £ dac3 exista un sir de limbaje £, = (R, Fp,Cp)
(neN) al Lo=L, pentru orice n € N, L1 este o extensie
Skolem primitivd a lui £, si F' = Upen Fir €' = Upen Gi-

Definitia 1.121

Fie £’ o extensie Skolem a lui £. Multimea Skolem Sk » a lui L'
peste L este multimea tuturor formulelor

Skere = {3y = () |y este enunt}| J

3By = by (fpxa,-xa) | FVEyy) = {x1, ., xn )}

Forma normal3 Skolem

Definitia 1.123

Fie ¢ un enunt al lui £. O form3 normald Skolem a lui ¢ este un
enunt >k intr-un limbaj extins £ definit3 astfel: (¢ este o
forma normald Skolem a lui ¢*, unde ¢* este un enunt n forma
normald prenex a.i. ¢ H ¢* (care existd conform Teoremei 1.98).

Definitia 1.124
Fie T o L-teorie, £’ o extensie a lui L si T’ o £'-teorie. Spunem
ca

(i) T’ este extensie a lui T dac§ T C T".

(ii) T' este extensie conservativa a lui T dacd T’ este extensie a
lui Tsi T=T'nNSen,.
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Forma normal3 Skolem

Teorema de forma normalad Skolem 1.125

Fie £’ o extensie Skolem a lui £ si ¢ un enunt in form3 normal3
prenex.

(i) F ¢ =
(i) Dacd A’ este un model al multimii Skolem Skg/ - a lui L'
peste £, atunci A' E p — ¢k
(iii) Fie T o L-teorie si T°K L'-teoria generat3 de {p>* | o € T}.
(a) Dacd A este model al lui T si A’ este o extensie a lui A la un
model al multimii Skolem Skg/ -, atunci A’ este model al lui
T3k,
(b) Dac3 A’ este model al lui T°%, atunci A’ | £ este model al lui
T.
(c) T>K este extensie conservativi a lui T.

S

(iv) ¢ este satisfiabild ddacd ¢°F este satisfiabils.

Dem.: (i) a fost deja demonstrat. (ii) se demonstreaza similar.

Forma normal3 Skolem

(iv) "<" Se aplica (i).

"=" Fie A un model al lui ¢. Aplicind Propozitia 1.122, obtinem
o extensie A" a lui A care este model al multimii Skolem Skg/ - a
lui £’ peste L. Aplicand (iii).(a) cu T fiind teoria generatd de {¢},
rezultd c3 A’ E oK. N
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Forma normal3 Skolem

(iii).(a) € T. Aplicdm (ii) pentru a conclude c3

A'E ¢ — @*. Deoarece A’ F ¢, rezultd c3 A’ E .

(iii).(b) Se aplica (i).

(iii).(c) Fie o € T si A’ un model al lui T°k. Conform (iii).(b),

A’ | L este model al lui T, deci A’ | L E . Obtinem c3 A" F ¢.
Asadar, T°K & ¢, prin urmare ¢ € T, deoarece T>K este teorie.
Am demonstrat c§ T C TSN Sen,.

Fie acum ¢ € T°K N Sen, si A un model al lui T. Aplicand
Propozitia 1.122, obtinem o extensie A" a lui A care este model al
multimii Skolem Sk, a lui £ peste £. Conform (iii).(a), A’ este

model al lui T°K, deci A’ & . Rezulta cd AF ¢. Asadar, T F ¢,
prin urmare ¢ € T.
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Teorema de compacitate

Teorema de compacitate 1.126

O multime de enunturi I este satisfiabild dacad si numai daca orice
submultime finita a sa este satisfiabila.

» unul din rezultatele centrale ale logicii de ordinul intai
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Teorema de compacitate - aplicatii

Fie limbaj de ordinul intai.

Propozitia 1.127

Clasa L-structurilor finite nu este axiomatizabild, adicd nu exist3 o
multime de enunturi I astfel Tncat

(*) pentru orice L-structurd A, AET <= A este finita.

Dem.: Presupunem prin reducere la absurd c3 existd I C Sen,
a.l. (*) are loc. Fie

A:=TU{3="|n>1}.

Demonstram ca A este satisfiabila folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finita a lui A. Atunci

Ao CTU{3=m,. .., 3=} pentru un k € N.

Fie A o L-structurd finitd a.i. |A] > max{ni,...,ng}. Atunci
AE 32" pentru orice i = 1,...,k si AFE T deoarece A este finit3.

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 1.129

Clasa L-structurilor infinite este axiomatizabild, dar nu este finit
axiomatizabila.

Dem.: Notam cu Kj,r clasa L-structurilor infinite.

Conform Propozitiei 1.50, pentru orice L-structurd A,

A€ Kpr <= Aesteinfiniti < AF {32" | n>1}.

Prin urmare,
Kinf = l\/lod({EIZ" | n>1})

deci e axiomatizabila.
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Teorema de compacitate - aplicatii

Aplicand ma de compacitate, rezulta ca
A=TU{32"|n>1}.

are un model B.

Deoarece BFE T, B este finita.

Deoarece B {32" | n > 1}, rezult3 c§ B este infinit3.

Am obtinut o contradictie. O

Corolarul 1.128

Clasa multimilor nevide finite nu este axiomatizabild in £_.
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Teorema de compacitate - aplicatii

ca ICj,r este finit axiomatizabild, deci exista
M={¢1,...,0n} C Seny ai. Kjr = Mod(T).

Fie ¢ := w1 A ... App. Atunci Kjr = Mod(p).
Rezulta ca pentru orice L-structura A,

A este finitd <= AE Ky < AFp < AFE —p.

Asadar, clasa L-structurilor finite este axiomatizabild, ceea ce
contrazice Propozitia 1.127 .

Corolarul 1.130

Clasa multimilor infinite nu este finit axiomatizabila in £_.
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Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 1.131
Fie I o multime de enunturi ale lui £ cu proprietatea

(*)  pentru orice m € N, I' are un model finit de cardinal > m.

Atunci I are un model infinit.

Dem.: Fie
A=Tu{32"|n>1}.

Demonstram ca A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci

Do CTU{IZMm, ... 32"} pentru un k € N.
Fie m := max{ny,..., nc}. Conform (*), I' are un model finit A
af |Al > m. Atunci AF 327, deci AF Ao.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca A are un model B.
Prin urmare, B este un model infinit al lui I'. ]

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 1.133

Fie I o multime de enunturi cu proprietatea c3
(*)  pentru orice m € N, I' are un model finit de cardinal > m.

Atunci
(i) T are un model infinit.
(ii) Clasa modelelor finite ale lui I' nu este axiomatizabila.
(i) Clasa modelelor infinite ale lui " este axiomatizabild, dar nu

este finit axiomatizabil3.

Dem.: Exercitiu.
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Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 1.132

Daca un enunt ¢ este adevdrat in orice L-structura infinitd, atunci
exista m € N cu proprietatea ca ¢ este adevarat in orice
L-structura finita de cardinal > m.

Dem.: Presupunem c3 nu e adevarat. Fie [ := {—p}. Atunci
pentru orice m € N, I are un model finit de cardinal > m.
Aplicand Propozitia 1.131, rezultd cd ' are un model infinit A.
Prin urmare, A ¥ ¢, ceea ce contrazice ipoteza. O

Modele non-standard ale aritmeticii

limbajul £ = (4, x,5,0), unde 4, x sunt simboluri de
e, S este simbol de operatie unara si 0 este simbol de

operatii
constanta.

Pentru orice n € N, definim prin inductie £-termenul A(n) astfel:

A0)=0, A(n+1)=SA(n).

Fie L-structura N' = (N, +,-,5,0). Atunci A(n)N = n pentru
orice n € N. Prin urmare, N = {A(n)" | n € N}.

Definitia 1.134

O L-structurd A se numeste non-standard dac3 exista a € A a.l.
a # A(n)A pentru orice n € N. Un astfel de element a se numeste
element non-standard.
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Modele nonstandard ale aritmeticii

Teorema 1.135
Existd un model non-standard al teoriei Th(/\).
Dem.: Fie c un simbol de constant3 nou, £t = LU {c} si
= Th(N)U{=(A(n) =c) | ne N}
Demonstram ca [ este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie g o submultime finitd a lui I,
Mo C ThAN)U{=(A(m) =c¢),...,~(A(ng) = c)}.

Fie np > max{ny,...,nc}. Considerdm Lt-extensia N a lui N
definit3 astfel: ¢V = ny. Atunci Nt E Tq.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca I are un model

A= (A +4, 4 54 04, cA).

Rezulty ci a := c* este element non-standard al lui A.

Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

Propozitia 1.137
Clasa multimilor bine ordonate nu este axiomatizabild in £_.

Dem.: Fie K clasa £ -structurilor A = (A, <) a.l. (A, <) este
bine ordonata. Presupunem prin reducere la absurd ca I este
axiomatizabild, deci cd existd [ o multime de enunturi ale lui £
al. K= Mod(I).

Fie £ extensia lui £ obtinutd prin addugarea simbolurilor de
constantd c,, n € N. Fie

A =T U{cpr1<cn | n € N} C Sen.
Demonstram ca A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci
Ao C TU{cnt1<cn|nel}, unde | CN este finitd
C TU{cpr1<ch|n=0,...,M} pentru un M € N.
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Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

Definitia 1.136

Fie A o multime nevida. O relatie de buna ordonare pe A este o
relatie de ordine totalda < pe A cu proprietatea ca orice submultime
nevida a lui A are minim.

Spunem cd (A, <) este multime bine ordonata.

Exemple
(N, <) este bine ordonata, dar (Z, <) nu este bine ordonata.
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Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

) o multime infinit3 bine ordonatd. Definim

ani1 inA, ay :=min A\ {am+1}, - ..,
ap := min {ams1,am,---,a1}. Atunci apyi1 < ay < ... < ap.
Fie AT extensia lui A = (A, <) la £ obtinuts astfel:

c64+ =ag,..., c,\“‘}frl = apM+1, c,“,4+ arbitrar pentru n > M + 1.

Atunci AT E Ay.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca

A =TU{crr1<cn | n € N}
are un model Bt = (B, <, by, b1, ..., b, ...) (deci 8" = b,
pentru orice n € N).
Deoarece BT £ T, rezults c3 (B, <) este bine ordonat3.
Deoarece B™ E {c,+1<c, | n € N} rezultd c3 b1 < b, pentru
orice n € N. Prin urmare, submultimea nevida

S:={b, | neN} nuare minim.

Am obtinut o contradictie. 0



Teoria Ramsey

Teoria Ramsey este o ramura a combinatoricii, a carei tema
principal3d este:

" Complete disorder is impossible.” (T.S. Motzkin)

O structura mare, oricat de haotica ar fi, contine substructuri cu
regularitati.
Problema tipica

O anumita structura este partitionata intr-un numar finit de clase.
Ce tip de substructura ramane intacta in cel putin una din clase?

» Rezultatele din teoria Ramsey sunt foarte puternice, deoarece
ele sunt generale, se obtin presupunand ipoteze foarte slabe.

» Graham, Rothschild, Sperner, Ramsey Theory, 1990.

Teoria Ramsey

Teorema Schur (1916)

Fie r e N,r > 1si N=Uj_; G o partitie a lui N. Atunci exist3
ie{l,...,r} ani

{x,y,x+y} CC pentrux,y € N.

X=N, G={x,y,x+y|x,yeN}L

Versiunea cu colorari: Pentru orice r-colorare a lui N exista
x,y € N a.i. multimea {x,y, x + y} este monocromatica.
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Teoria Ramsey

multime X si o colectie G de submultimi bune ale lui X.

Definitia 1.138

O r-colorare a lui X este o functie ¢ : X — {1,2,...,r}. Pentru
x € X, ¢(x) este culoarea lui x. O submultime A C X se numeste
monocromatica daca toate elementele din A au aceeasi culoare.

Definitia 1.139

O familie de multimi Gy, ..., C, se numeste partitie a lui X daca
X =U_;G si GN G =0 pentru orice i #j € {1,...,n}.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
» Pentru orice partitie X = Uj_; G; a lui X, exista i € {1,...,r}
siGeg al GCC,.
» Pentru orice r-colorare a lui X exista o multime G € G

monocromatica. -

Teoria Ramsey

Teorema van der Waerden (1927)

Fier e N,r > 1si N=Uj_; G o partitie a lui N. Pentru orice

k € Nexista i € {1,...,r} a.il C; contine progresii aritmetice de
lungime k.

> rezultat central Tn teoria Ramsey
» una din cele trei perle in teoria numerelor Khintchin (1948)

» demonstratie combinatoriala prin inductie dubla dupa r si k.

X =N, G = multimea progresiilor aritmetice de lungime k.

Versiunea cu colorari: Orice colorare finita a lui N contine progresii
aritmetice monocromatice de lungime finita arbitrara.
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