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Teoria modelelor

Seminar 1

(S1.1) Consideram limbajul de ordinul I £,, = (<;+, %, S;0) (limbajul aritmeticii) si Lq,-
structura N' = (N, <, +, -, 5,0).

(i) Fiex,y € V cuz # y, si t = SzxSSy = x(Sz,5Sy). Si se calculeze tV(e), unde

e: V — N este o evaluare ce verifica e(z) =3 si e(y) = 7.

(i) Fie p = 2<Sy — (z<yVa = y) = <(z,5Y) — (<(z,y) Vo = y). Si se arate cil
N E ¢[e] pentru orice e : V — N.

Demonstratie:

(i) Pentru orice interpretare e : V- — N, avem

ey = (SN (e), (9N (e)) = (S2)V(e) - ($5y)N (e)
= SN(wN(e)) SN Sy (e) = S(e(x) - S(SN (5 (e)))
= S(e(x)) - 5(5(e())):

Prin urmare, daca e(z) = 3 si e(y) = 7, atunci

tN(e) = S(3)-S(S(7)) =4-9 = 36.

(ii) Pentru orice interpretare e : V. — N, avem

NEgle] <= N#(<(z,5))e] sau N F (<(z,y) Vo =y)[e]
<N( (x),S(e(y)) nu e satisfacuta sau
NE (<(z,y))[e] sau N E (z = y)[e]
< (e(x),S(e(y)) nu e satisfacuta sau < (e(x), e(y))
sau e(z) = e(y)
e(r) = S(e(y)) sau e(z) < e(y) sau e(x) = e(y)
e(x) > e(y) + 1 sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y).

Mﬂﬂ

1



Prin urmare, N F ¢[e] pentru orice e : V' — N.

De obicei, scriem:

NEgle] &= N (<(z,8y))le] sau V' F (<(z,y) Vo = y)e]
= e(r) 2 S(e(y)) sau e(z) < e(y) sau e(z) = e(y)
< e(z) > e(y) + 1 sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y).

(S1.2) Consideram limbajul de ordinul I £,, = (<; +, X, S: 0) (limbajul aritmeticii) si Lqp-
structura N' = (N, <, +,-,5,0). Fie formula ¢ = Vus(v3<vs V v3 = vy). Sa se caracterizeze
acele e : V — N ce au proprietatea ci ¢V (e) = 1.

Demonstratie: Fiee:V — N. Avem:

oVe) =1 (Vus(vs<vg Vus = vg))V(e) = 1

pentru orice a € N, (v3<v4 V v3 = v4) (€y,a) = 1

pentru orice a € N, (1)3<U4)N(6U4<_a) V (v3 = ’U4)N(€v4<_a) =1
pentru orice a € N, (v3504)Y (€0, a) = 1 sau (v3 = v4) (p,a) = 1
pentru orice a € N €, 4(v3) < €y,a(V4) AU €4, 4(V3) = €4,ca(Vs)
pentru orice a € N, ey, (v3) < €yeal(vs)

pentru orice a € N, e(v3) < a

e(vs) = 0.
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Notatie 1. Fie £ un limbaj de ordinul I. Pentru orice variabile x,y cu x # vy, orice L-
structura A, orice e : V. — A si orice a,b € A, avem ca:

(ey%b)m—a = (Q):%a)yeb .

In acest caz, notam valoarea lor comuna cu €y q yep. Asadar,

e(v) dacav#z siv#y
Coiayct: V = A ercayes(v) =< a daci v =

b daca v =y.

(S1.3) Sa se arate ca pentru orice formule ¢, 9 i orice variabile x,y cu x # y avem,

(i) —~Jxp B Yoy,



(i)
(i)
(iv)

V(o A1) HYzp AV,
JyVap E Vadyp;
Va(p — ¥) EVarp — V.

Demonstratie: Fie Agie:V — A.

(i)

(i)

(i)

(iv)
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Stim ca “dx” este o prescurtare pentru “—Vr—".

A E (m3zp)le] <= A E (=—Vz—p)le] <= nu este adevarat ca A F (=Vz—yp)[e]
<= nu este adevarat ca nu este adevarat ca AF (Ve—o)[e] <= AF (Vz—p)le].

AE (Vz(pA))[e] <= pentru orice a € A, avem A F (9 A))[erq] <= pentru orice
a€ A avem AF pleg o] st AE Y[ess < (pentru orice a € A, avem A F @[ex%a])
si (pentru orice a € A, avem A F ¢le,,]) <= A E (Vap)le] si A E (Vay)e]
— AF (Vzp AVa)|e].

Avem ca A F (JyVzy)le] <= exista b € A a.d. pentru orice a € A avem A F
©[(eyep)weal, i-€., folosind ipoteza ca x # y, AFE pleseayes] ().

Pe de alta parte, A F (Vz3yp)[e] <= pentru orice ¢ € A exista d € A al AF
©l(erec)yeal, i-e., folosind ipoteza ca © # y, AE @lesecyedl (*).

Stim (*) si vrem sa aratam (**). Fiece A. Vremd € A al AF plescyedl-

Luam d sa fie b-ul din (*). Atunci, pentru orice a € A avem A F ¢le gyl In
particular, luand a := ¢, obtinem A F ¢[e ¢y d, ceea ce ne trebuia.

Presupunem ca A E (Vz(¢ — ¢))[e]. Atunci, pentru orice a € A, AE (p — ¥)[eral,
lucru pe care il putem scrie si @ (epq) = YV epca) = 1 sau chiar p?(eq) <
P (eaa) (%)

Vrem sa aratam ca A F (Vxe — Va)[e], ceea ce este echivalent, din aceleasi consid-
erente, cu (Vzp)4(e) < (Vay)4(e).

Daca (Vop)“(e) = 0, suntem OK. Presupunem, asadar, ca (Vzg)?(e) = 1, i.e. pentru
orice b € A, pA(epep) =1 (¥%).

Ne ramane de ardtat ca (Va)4(e) = 1, i.e. cd pentru pentru orice ¢ € A, PA(eze ) = 1.
Fie ¢ € A. Din (*), avem ca ¢ (erec) < YA (eree), iar din (**), cd pA(ezee) = 1. Deci
*(epe) = 1, ceea ce ne trebuia.

]

(S1.4) Fie z,y variabile cu x # y. Sa se dea exemple de limbaj de ordinul I, £, si de formule
v, ale lui L astfel incat:



(i) Va(p V) ¥ Vap V Vaiy;
(il) Jzp A Jxp H Jz(p A ),

(iii) VaIye F JyVze.

Demonstratie: Considerdm L,, = (<, +, %, 5,0), La-structura N := (N, <, +,-,5,0) si

e:V — N o evaluare arbitrara (sa zicem, punem e(v) := 7 pentru orice v € V).
(i) Fie 2:= 880, ¢ := 2<2 si ¢ := ~(2<2). Atunci
N EVz(o V)lel.
Pe de alta parte,

(a) N E (Vzp)le] <= pentru orice n € N avem N E ¢le,.,] <= pentru orice
n € N, avem n < 2, ceea ce nu este adevarat (luand n := 3, de exemplu). Deci,

N 7 (Vop)[e].
(b) N E (Vap)[e] <= pentru orice n € N avem N F [e,.,] <= pentru orice
n € N, avem n > 2, ceea ce nu este adevarat (luand n := 1, de exemplu). Deci,

N (Vay)[e].

Prin urmare,

N E (Ve vV Vz)e].
(i) Fie 2 := 850, ¢ := 2<2 si ¢ 1= =(2<2). Avem:
(a) N E (Fzyp)le] < existan € N al N E plesen] < existan €N al n <2,

ceea ce este adevarat (ludnd n := 1, de exemplu). Deci, N E (Fzp)]e].

(b) N E (Fzp)le] < exista n € N al. N E ¢le,en] < exista n € N al
n > 2, ceea ce este adevarat (luand n := 3, de exemplu). Deci, N' F (Jzv))[e].
Prin urmare,

N E (3zp A Jz)e].

Pe de alta parte, N' F Jz(p A ¢)[e] <= exista n € N ai N E (o A ¢)[ercn]
<~ existan € N ai. n <2sgin>2 ceea ce este fals. Prin urmare,

N 7 Jz(p A)lel.



(iii) Fie ¢ := z<y. Atunci

N E (Vz3yp)le] <= pentru orice n € N, avem N E (Fyp)[epen]
<= pentru orice n € N exista m € N a.l. N E plesnyem)
<= pentru orice n € N exista m € N a.il. n <m,

ceea ce este adevarat — se ia, de pilda, m :=n + 1. Asadar,
N E (Vz3yp)[e].

Pe de alta parte,
NE (Tyvap)le] <= existameN al NFE (Vzp)le, m
<= existam € N a.i. pentru orice n € N
avem N E @lezen yem)
<= existam € N a.l. pentru orice n € N avem n < m,

ceea ce este fals. Agadar,

N 7 (3y¥ayp)le].



