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(S5.1) Demonstrati ca daca o clasa K de L-structuri este finit axiomatizabila, atunci com-
plementul sa K¢ este de asemenea finit axiomatizabila.
Demonstratie: Conform (S3.2), K este axiomatizata de un singur enunt ¢, deci K =

Mod(p). Rezulta imediat ca pentru orice L-structura A,

AcK«—= A¢gK <= AF o <= AF —op.

Prin urmare, K¢ = Mod(—y). O

(S5.2) Fie ¢, v formule gi = variabila. Sa se demonstreze:

(i)
(i)

F ¢ implica F Vzyp;
FVz(e — ) = Ve — Vo).

Demonstratie:

(i)

Presupunem F ¢ si vrem F Vzy, i.e. pentru orice A o L-structura si oricee: V — A
o evaluare, avem A F (Vzp)le]. Fie A o L-structura gi e : V' — A o evaluare. Avem
A E (Vzp)le] daca gi numai daca pentru orice a € A, A E ples. o). Dar aceasta este
adevtat, avand in vedere ca F ¢.

Vrem ca pentru orice A o L-structura si orice e : V. — A o evaluare, avem A F
(Vz(e — ) — (Vzp — Va))le]. Presupunem ca A E (Vz(p — ¢))[e] (*) si vrem
A E (Vxyp — Vaip))le]. Presupunem ca A E (Vap)le] (**) si vrem A E (Va)))e]. Fie
a € A Vrem A F ¢lezq]. Din (¥) avem A F (¢ — ¥)[erq], iar din (**) scoatem
A E plegeq]. Astfel deducem concluzia dorita.

]



(S5.3) Decideti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false:
<1> (N\{O},S,,l) =0 <N7§7+70)§

Demonstratie:

(i) Este falsa. Presupunem ca h este o scufundare. Atunci h(1) = 0, h(2) > h(1) = 0,
deci h(2) > 1. Prin inductie se demonstreaza imediat ca h(n + 1) > n pentru orice
2n—1

n > 1. Obtinem ca pentru orice n, 2" — 1 < h(2") = nh(2), deci ca h(2) >

n
2n—1
= 00.

pentru orice n, ceea ce este o contradictie, deoarece lim
n— o0 n

(ii) Este falsa. Presupunem ca h este o scufundare. Fie m := h(2) si n := h(3). Atunci
m # n,

h(2"-3™) = h(2")+ h(3™) = nh(2) + mh(3) = nm + mn = 2mn si
h(3*™) = 2mh(3) = 2mn.

Pe de altd parte, 2"3™ # 32™. Deci, h nu e injectiv.

]

(S5.4) Fie A, B doua L-structuri, A = |A|, B = |B| si h : A — B. Demonstrati ca
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) h este homomorfism injectiv;
(ii) h respecta toate formulele atomice;

(iii) h respecta toate formulele libere de cuantificatori.

Demonstratie:  (i)=-(ii) A se vedea demonstratia Propozitiei 1.56 (se observa ca faptul
ca homomorfismul este surjectiv nu este aplicat decat pentru formulele cu cuantificatori).
(ii)=-(iii) Trebuie sa demonstram ca pentru orice formula ¢,

daca ¢ este libera de cuantificatori, atunci pentru orice evaluare e : V. — A,
AE ple] < BE ¢lhoe].



Aplicam inductia pe formule. Avem urmatoarele cazuri:
e ¢ este formula atomica. Aplicam (ii).
e ¢ = —). Atunci ¥ este libera de cuantificatori, Pentru orice evaluare e : V- — A,
AE ple] < AFYle] <= BHF Ylhoe]

conform ipotezei de inductie pentru 1
< BEplhoe¢

X. Atunci ¢ si x sunt libere de cuantificatori. Pentru orice evaluare

AE ple] < AE ¢le]implica A F xle]
<= BEylhoe|implicaB F x[ho €]
conform ipotezei de inductie pentru 1, x
< BEyglhoel.

e ¢ = V1. Atunci ¢ nu este libera de cuantificatori, deci nu avem ce demonstra.
(ili)=(1) Fiem>1, Re Ry, si ay,...,an € A. Atunci

RAay,...,am) <= AFE Rx,...zy[a1,... a0 < BE Rxy...xy[k(a1),. .., hlan)]
deoarece h respecta formulele atomice
— RB(h(a),...,h(am)).

Fiem>1, fe F,siay,...,an, be A Atunci

fAay,...,an)=b <= AE (fri... 20 =9)[a1,...,am,b]
= BF (fr1...0m =y)[h(ar), ..., hlan), h(D)]
deoarece h respecta formulele atomice
< fB(h(ar),..., h(am)) = h(b).
Prin urmare,
h(fMay, ... am)) = fP(h(ar),. .., h(am)).

Fie ¢ un simbol de constanta. Atunci pentru orice b € A,

A=b = AFE(c=y)b] < BE (c=1y)[hb)]

deoarece h respecta formulele atomice

— P =hn0).



Prin urmare, h(c*) = 5.

Am demonstrat, asadar, ca h este homomorfism. Demonstram ca h este injectiva. Fie
a,b € A al. h(a) = h(b). Atunci

Deoarece h pastreaza formulele libere de cuantificatori, rezulta ca
AF (z=y)a, 0],

adica a = b. O



