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(S6.1) Fie £ un limbaj de ordinul intai care contine
e doua simboluri de relatii unare R, S si doua simboluri de relatii binare P, Q);
e un simbol de functie unara f si un simbol de functie binara g;
e doua simboluri de constante ¢, d.

Sa se gaseasca o forma normala Skolem pentru enuntul ¢ in forma normala prenex al lui L,
unde ¢ este, pe rand:

(i) Va3z(f(z) = c A ~(g(z, 2) = d));
(i) Vy3z3u(P(u,y) — Q(y, 2));
(iii) FxVuVyIdz(P(x,u) V —(S(y) = R(2)));
(iv) VaVzauVo((Q(z, 2) V R(x)) — (R(u) V —~Q(v,u))).

Demonstratie:

(i) Avem o' = Va(f(z) = c A =(g(z, 2) = d).(h(z)) = Va(f(z) = c A ~(g(z, h(z)) = d),

unde h este un nou simbol de operatie unard. Cum ¢! este o formuld universald avem

oSk = .
(i) Avem o' = Vy3u(P(u,y) = Q(y,2)):(p(y)) = YyIu(P(u,y) = Qy,p(y))), unde p
este un nou simbol de operatie unara, si ¢* = Vy(P(u,y) — Q(y,p(v))).(j(y)) =

Vy(P(j(y),y) — Q(y,p(y))), unde j este un nou simbol de operatie unara. Cum ¢?
este o formuld universala avem ¢°% = 2.



(iii) Avem ' = VuVy3Iz(P(z,u) V =(S(y) — R(2)))z(m) = YuVy3Iz(P(m,u) V =(S(y) —
R(2))), unde m este un nou simbol de constanta, si ¢* = YuVy(P(m,u) VvV =(S(y) —
R(2))).(k(u,y)) = VuVy(P(m,u) V =(S(y) — R(k(u,y)))), unde k este un nou simbol
de operatie binara. Cum ¢? este o formuld universala avem ¢°% = ¢2.

(iv) Avem ¢! = V2VaVu((Q(x, 2)VR(x)) — (R(u)V-Q(v,u)))u(n(z, z)) = V2VeVo((Q(z, 2)V
R(z)) = (R(n(z,2)) V-Q(v,n(z,2)))), unde n este un nou simbol de operatie binara.
Cum ¢! este o formula universald avem %% = !,

]

(S6.2) Consideram limbajul £ ce contine un singur simbol de operatie de aritate 2. Sa se
gaseasca un enunt, ¢ al lui £ astfel incat (Z,+) E ¢, dar (Z x Z,+) ¥ .

Demonstratie:

Prima solutie: se ia ¢ ca fiind
VaVy((—3z(z = 2+ 2) A-3z(y = 2+ 2)) = Fz(x +y = 2 + 2)),

ce exprima faptul ca suma a doua elemente “nepare” este para — in Z, avem intr-adevar
regula “impar + impar = par”, dar in Z X Z avem contraexemplul (1,0) + (0,1) = (1,1).
A doua solutie: se ia ¢ ca fiind

WVr(Fz(x =2+ 2)VIz(r =2+ 2+ 1)),

ce este adevarata in Z, luand t := 1 (orice numar este ori de forma 2z, ori de forma 2z + 1),
dar nu este adevarat in Z x Z, unde relatia de congruenta indusa de subgrupul normal al
elementelor pare are patru clase, si nu doua. O

(S6.3) Consideram limbajul £ ce contine un singur simbol de operatie, -, de aritate 2. Fie
G = (G,-9) un grup finit. Sa se determine un enunt ¢g al lui £ astfel incat pentru orice grup
H = (H, ™) avem ca H F ¢ daci si numai daca H este izomorf cu G.

Demonstratie: Dat fiind ca G este multime finita, exista n € N*gig: {l,...,n} - G o

bijectie. Luam enuntul ¢g ca fiind
ELTl . ELTn ( /\ —|($i = l’j) AVz ( \/ Z = 1‘2> N /\ T+ XTj = xg—l(g(i)_gg(j))> y
1<i<j<n 1<i<n 1<i,j<n

unde primii doi termeni ai conjunctiei din paranteza exprima faptul ca z,...,r, sunt exact
elementele potentialei structuri, iar ultimul termen codifica “tabla” grupului G.



Astfel, notand portiunea fira cuantificatori a lui pg cu ¥g, avem ci un grup H = (H,-*)

satisface pg daca gi numai daca exista f : {1,...,n} — H astfel incat pentru orice e :
V — H avem ca H F Ygles, f(l),“.,znef(n)]- Functiile f cu aceasta proprietate corespund
izomorfismelor h : G — H prin formulele h:= fog™'si f:=hog. O



