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(P1) [2 puncte] Fie L un limbaj de ordinul ı̂ntâi. Demonstraţi că pentru orice formule ϕ, ψ
ale lui L şi orice variabile x, y,

(i) ¬∀xϕ ��∃x¬ϕ;

(ii) ∀x(ϕ ∧ ψ) ��∀xϕ ∧ ∀xψ;

(iii) ϕ � ∃yϕ.

Demonstraţie: Fie A o L-structură şi e : V → A.

(i) Avem A � (¬∀xϕ)[e] ⇐⇒ A 6� (∀xϕ)[e] ⇐⇒ nu este adevărat că pentru orice a ∈
A avem că
A � ϕ[ex←a] ⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. A 6� ϕ[ex←a] ⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. A �
¬ϕ[ex←a]⇐⇒ A � (∃x¬ϕ)[e].

(ii) Avem A � ∀x(ϕ ∧ ψ) ⇐⇒ pentru orice a ∈ A,A � (ϕ ∧ ψ)[e] ⇐⇒ pentru orice a ∈
A,A � ϕ[e] şi pentru orice a ∈ A,A � ψ[e]⇐⇒ A � (∀xϕ ∧ ∀xψ)[e].

(iii) Presupunem A � ϕ[e]. Notăm a := e(y). Atunci ey←a = e, deci A � ϕ[ey←a]. Rezultă
că A � (∃yϕ)[e].

(P2) [2 puncte] Fie L un limbaj de ordinul ı̂ntâi. Demonstraţi că pentru orice formule ϕ, ψ
ale lui L şi orice variabilă x /∈ FV (ϕ),

(i) ϕ ��∀xϕ;

(ii) ∃x(ϕ→ ψ) ��ϕ→ ∃xψ;

(iii) ∃x(ψ → ϕ) ��∀xψ → ϕ.



Demonstraţie: Fie A o L-structură şi e : V → A.

(i) Avem A � (∀xϕ)[e] ⇐⇒ pentru orice a ∈ A, A � ϕ[ex←a] ⇐⇒ (aplicând Propoziţia
1.31, deoarece x /∈ FV (ϕ)) pentru orice a ∈ A, A � ϕ[e] ⇐⇒ A � ϕ[e].

(ii) Avem A � (∃x(ϕ → ψ))[e] ⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. [A 6� ϕ[ex←a] sau A � ψ[ex←a]]
⇐⇒ (aplicând Propoziţia 1.31, deoarece x /∈ FV (ϕ)) există a ∈ A a.̂ı. [A 6� ϕ[e] sau
A � ψ[ex←a]] ⇐⇒ A 6� ϕ[e] sau există a ∈ A a.̂ı. A � ψ[exlaa] ⇐⇒ A 6� ϕ[e] sau
există a ∈ A a.̂ı. A � (∃xψ)[e] ⇐⇒ A � (ϕ→ ∃xψ)[e].

(iii) Avem A � (∃x(ψ → ϕ))[e] ⇐⇒ (aplicând Propoziţia 1.31, deoarece x /∈ FV (ϕ))
există a ∈ A a.̂ı. [A 6� ψ[ex←a] sau A � ϕ[e]] ⇐⇒ A � ϕ[e] sau există a ∈ A
a.̂ı. A 6� ψ[ex←a] ⇐⇒ A � ϕ[e] sau nu este adevărat că pentru orice a ∈ A a.̂ı.
A � ψ[ex←a] ⇐⇒ A � ϕ[e] sau A 6� (∀xψ)[e] ⇐⇒ A � (∀xψ → ϕ)[e].

(P3) [2 puncte] Decideţi dacă următoarele afirmaţii sunt adevărate sau false:

(i) clasa mulţimilor total ordonate este axiomatizabilă;

(ii) clasa mulţimilor total ordonate finite este axiomatizabilă;

(iii) clasa mulţimilor total ordonate infinite este axiomatizabilă.

Demonstraţie: Considerăm limbajul L<̇ şi mulţimea de enunţuri

Γ = (IREFL), (TRANZ), (TOTAL) (folosind notaţiile din Cursul 4).

Se observă că Γ satisface condiţia (*) din ipoteza Propoziţiei 1.146: pentru orice m ∈ N,
considerăm ({0, . . . ,m}, <), model al lui Γ de cardinal m+ 1 ≥ m.

(i) Adevărat, deoarece clasa mulţimilor total ordonate este axiomatizată de Γ.

(ii) Fals. Clasa mulţimilor total ordonate finite este clasa modelelor finite ale lui Γ, deci,
conform Propoziţiei 1.146.(ii) nu este axiomatizabilă.

(iii) Adevărat. Clasa mulţimilor total ordonate infinite este clasa modelelor infinite ale lui
Γ, deci, conform Propoziţiei 1.146.(iii) este axiomatizabilă.



(P4) [2 puncte] Fie L un limbaj de ordinul ı̂ntâi şi K o clasă de L-structuri care are cel
puţin două elemente A şi B care nu sunt elementar echivalente. Demonstraţi că Th(K) nu
este o teorie completă.
Demonstraţie: A se vedea (S3.2).

(P5) [2 puncte] Fie L un limbaj de ordinul ı̂ntâi cel mult numărabil şi Γ o mulţime de
enunţuri ale lui L. Demonstraţi că dacă Γ are un model, atunci Γ are un model cel mult
numărabil.
Demonstraţie: Fie B un model al lui Γ. Aplicând Teorema Löwenheim-Skolem ı̂n jos

(1.112) pentru X = ∅ obţinem o L-structură cel mult numărabilă A a.̂ı. A ≺ B. Rezultă
din Propoziţia 1.110 că A ≡ B. Prin urmare, A este model cel mult numărabil al lui Γ.

(P6) [2 puncte] Fie L un limbaj de ordinul ı̂ntâi care conţine

• două simboluri de relaţii unare R, S şi două simboluri de relaţii binare P,Q;

• un simbol de funcţie unară f şi un simbol de funcţie binară g;

• două simboluri de constante c, d.

Să se găsească forme normale prenex pentru următoarele formule ale lui L:

ϕ1 = ∃x(f(x) = c) ∧ ¬∃z(g(y, z) = d)

ϕ2 = ∃y(∃xP (x, y)→ ∀zQ(x, z))

ϕ3 = ¬∀y
(
S(y)→ ∃zR(z)) ∧ ∀x∃yP (x, y).

Demonstraţie:

(i)

∃x(f(x) = c) ∧ ¬∃z(g(y, z) = d) �� ∃x(f(x) = c ∧ ∀z¬g(y, z) = d)

�� ∃x∀z(f(x) = c ∧ ¬g(y, z) = d).

(ii)

∃y(∃xP (x, y)→ ∀zQ(x, z)) �� ∃y∀z(∃xP (x, y)→ Q(x, z))

�� ∃y∀z(∃uP (u, y)→ Q(x, z))

�� ∃y∀z∀u(P (u, y)→ Q(x, z)).



(iii)

¬∀y(S(y)→ ∃zR(z)) ∧ ∀x∃yP (x, y) �� ∃y¬∃z(S(y)→ R(z)) ∧ ∀x∃yP (x, y)

�� ∃y¬∃z(S(y)→ R(z)) ∧ ∀x∃uP (x, u)

�� ∃y∀z¬(S(y)→ R(z)) ∧ ∀x∃uP (x, u)

�� ∃y∀z∀x∃u(¬(S(y)→ R(z)) ∧ P (x, u)).

(P7) [3 puncte] Fie L un limbaj de ordinul ı̂ntâi şi Γ o mulţime de enunţuri ale lui L cu
proprietatea că

pentru orice m ∈ N, Γ are un model finit de cardinal ≥ m.

Notăm cu K clasa modelelor finite ale lui Γ. Demonstraţi că K nu este axiomatizabilă.
Demonstraţie: Presupunem prin reducere la absurd că există Σ ⊆ SenL a.̂ı. K =

Mod(Σ). Fie
∆ := Σ ∪ {∃≥n | n ≥ 1}.

Demonstrăm că ∆ este satisfiabilă folosind Teorema de compacitate.
Fie ∆0 o submulţime finită a lui ∆. Atunci

∆0 ⊆ Σ ∪ {∃≥n1 , . . . ,∃≥nk} pentru un k ∈ N.

Fie A un model finit al lui Γ de cardinal ≥ max{n1, . . . , nk}. Atunci A � ∃≥ni pentru orice
i = 1, . . . , k şi A � Σ deoarece A ∈ K. Prin urmare, A � ∆0.
Aplicând Teorema de compacitate, rezultă că

∆ = Σ ∪ {∃≥n | n ≥ 1}

are un model B. Deoarece B � Σ, rezultă că B este finită.
Deoarece B � {∃≥n | n ≥ 1}, rezultă că B este infinită.
Am obţinut o contradicţie.


