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Examen

(P1) [2 puncte| Fie £ un limbaj de ordinul intai. Demonstrati ca pentru orice formule ¢, 9
ale lui £ si orice variabile x, y,

(i) —Vzp H Jz—p;
(il) Va(p A ) HVzp AV,

(iil) ¢ F Jyep.

Demonstratie: Fie A o L-structuragie:V — A.

(i) Avem A E (-Vzp)le] <= A F (Vzp)le] <= nu este adevarat ca pentru orice a €
A avem ca
A E glescd < existaa € A al. A ¥ gle,eq < existaa € A ai AFE
“plesa) = AF (Jz—p)e].

(ii) Avem A F Vz(p A1) <= pentru orice a € A, AF (¢ A)[e] <= pentru orice a €
A, A E ple] si pentru orice a € A, AE le] <= AE (Vo AVzy)lel.

(ili) Presupunem A F ple]. Notam a := e(y). Atunci e, , = e, deci AF ple,,]. Rezulta
ca AE (Jyp)le].

]

(P2) [2 puncte| Fie £ un limbaj de ordinul intai. Demonstrati ca pentru orice formule ¢, 9
ale lui £ si orice variabila x ¢ FV (p),

(i) ¢ H Vay;
(il) Jz(p — ¥) H e — Ja;
(ili) Jz(y — @) HVz) — .



Demonstratie: Fie A o L-structura sie: V — A.

(i) Avem A F (Vzyp)le] <= pentru orice a € A, AF yle,q <= (aplicand Propozitia
1.31, deoarece x ¢ F'V(p)) pentru orice a € A, AFE ple] <= AF ¢[e].

(ii)) Avem A F (Jz(p — ¢))le] <= exista a € A al. [AF plescd) sau A F Ylez ]|
<= (aplicand Propozitia 1.31, deoarece x ¢ FV (p)) exista a € A al. [AF ¢[e] sau
A E Ylescd] <= AF ple] sau exista a € A al AF ¢[egn] < A F ¢le] sau
exista a € A a.l. AE (Fzy)le] <= AE (¢ — Jxh)[e].

(i) Avem A F (Fz(¢v — ¢))le] <= (aplicand Propozitia 1.31, deoarece = ¢ FV(y))
existd @ € A al. [A F Ylesd) sau A F ple]] <= A E ¢le] sau exista a € A
al A HF Ylesd <= A F ¢le] sau nu este adevarat ca pentru orice a € A a.l.
AE e, = AFE ple] sau AF (Va)le] <= AFE (Vay — ¢)[e].

]

(P3) [2 puncte] Decideti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false:
(i) clasa multimilor total ordonate este axiomatizabila;
(ii) clasa multimilor total ordonate finite este axiomatizabila;

(ili) clasa multimilor total ordonate infinite este axiomatizabila.

Demonstratie: Consideram limbajul £ si multimea de enunturi

I'=(IREFL),(TRANZ),(TOTAL) (folosind notatiile din Cursul 4).

Se observa ca I satisface conditia (*) din ipoteza Propozitiei 1.146: pentru orice m € N,
consideram ({0,...,m}, <), model al lui I" de cardinal m + 1 > m.

(i) Adevarat, deoarece clasa multimilor total ordonate este axiomatizata de T

(ii) Fals. Clasa multimilor total ordonate finite este clasa modelelor finite ale lui I', deci,
conform Propozitiei 1.146.(ii) nu este axiomatizabila.

(iii) Adevarat. Clasa multimilor total ordonate infinite este clasa modelelor infinite ale lui
', deci, conform Propozitiei 1.146.(iii) este axiomatizabila.

O



(P4) [2 puncte] Fie £ un limbaj de ordinul intai si K o clasa de L-structuri care are cel
putin doud elemente A gi B care nu sunt elementar echivalente. Demonstrati ca Th(K) nu

este o teorie completa.
Demonstratie: A se vedea (53.2). O

(P5) [2 puncte] Fie £ un limbaj de ordinul intéi cel mult numarabil si I' o multime de
enunturi ale lui £. Demonstrati ca daca I' are un model, atunci I' are un model cel mult
numarabil.

Demonstratie: Fie B un model al lui I'. Aplicand Teorema Loéwenheim-Skolem in jos

(1.112) pentru X = () obtinem o L-structurd cel mult numarabila A a.i. A < B. Rezulta
din Propozitia 1.110 ca A = B. Prin urmare, A este model cel mult numarabil al lui I'. [

(P6) [2 puncte] Fie £ un limbaj de ordinul intai care contine

e doua simboluri de relatii unare R, S si doua simboluri de relatii binare P, Q);
e un simbol de functie unara f si un simbol de functie binara g;

e doua simboluri de constante ¢, d.
Sa se gaseasca forme normale prenex pentru urmatoarele formule ale lui L:
o1 = Ja(f(z) =c) A—3z(g(y, 2) = d)
¢ = Fy(FaP(z,y) = V2Q(x,2))
ps = —Vy(S(y) = F2R(2)) AVaTyP(z,y).

Demonstratie:

(i)
Fa(f(x) = ) A=32(g(y, 2) =d) H 3a(f(r) = cAVzmg(y, 2) = d)
H JaVz(f(z) = cA—g(y, z) =d).

Jy(FzP(x,y) — VzQ(x,2)) H JyVz(FzP(x,y) — Q(z,2))
H JyvVz(FuP(u,y) = Q(x, 2))
H JyVaVu(P(u,y) — Q(z, 2)).



(i)

=Vy(S(y) = FzR(2)) AVaIyP(z,y) Jy—3z(S(y) — R(2))
Jy—32(S(y) = R(z)) AVaeIuP(z,u)
FyVz-(S(y) = R(2)) u)
FyVaVaeIFu(=(S(y) — R(2)) A P(z,u)).

z

T IT I© I

(P7) [3 puncte] Fie £ un limbaj de ordinul intai si I' o multime de enunturi ale lui £ cu
proprietatea ca

pentru orice m € N, I' are un model finit de cardinal > m.

Notam cu K clasa modelelor finite ale lui I'. Demonstrati ca IC nu este axiomatizabila.
Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd ca exista > C Sen, al K =
Mod(¥). Fie

A:=XU{3"|n>1}.
Demonstram ca A este satisfiabila folosind Teorema de compacitate.
Fie Ay o submultime finita a lui A. Atunci

Ay CXU{3=™,...,3°™} pentruun k € N,

Fie A un model finit al lui T' de cardinal > max{ny,...,n;}. Atunci A F 32" pentru orice
1=1,...,ksi AF X deoarece A € K. Prin urmare, A F A,.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca

A=XU{3="|n>1}

are un model B. Deoarece B E ¥, rezulta ca B este finita.
Deoarece B E {32" | n > 1}, rezultd ca B este infinita.
Am obtinut o contradictie.



