TR, o e
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59. Daoll F eate um filtru al algebrel Boole B, stunol MF

gl ii.-l"rr mint isomorfs,

bo. S& se caracterizeze idemlele proprii marximale
mei slgebre Doole.

e

ala
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CAPITOLLL 2

Sistemul formal al caleulului propozifional

Scopul moestul capitol esle de-a desorie In detaliu sistesnl
formal a1 caleulului propozifjional. Acest sistem formal este cel
mai simplo sistem formanl gi pe el se bapensd foate celelalis sls-
teme formale {(care afint fundsmentate de o logicd bivalsntd).

Paragraful 1 se coupd -ou prosentares sintazel scestui als-
tem formsl: pimboluri primitive, eouniurl, teoreme formale,etg,lar
in paregraful 2 sint presemiate o serie de teoreme formsle ale sis-
teaului. Parsgraful 3 studinel samantics sistemului forsal al cal-
snlulul proposijiopal, conficind cel mal important resultat al ca-
pitolulul: teorems de compleiitudine a lul GBdel.

Proprietigile comectorilor auxiliari ¥, A —— siot dats In

§ 4. Paragraful 5 va precizs tn adevir intrat fn folelorul gtiin-
tei: algebrele Boole oint reflectarea algebricl m calonlulul pro-
posifional,

§ 1. PREZENTAREA 51 AMAL AL CALG
FROPOZITICHAL

Alfebetul sistemulul formnl al calcululuil proposiflonsl, e-
dicd lista de simboluri primitive ce o vom utiliza, cuprinde urné-
toarele elemente:

1), O multine infinité ¥ de varinbile propozitionals, nota-

ts 4, ¥, Wye-.loventual cu indicl sau ou accentsl.
2. o logleos & 1

7 ¢ nmit simbolul do negnfiie {va fi oltit: nom)
——  numit simbolul de implicaiie (va f1 cititsimplicH)




- iﬁ- .- -
5). Parmntezele {, J, [,]

Gu mjutorul scestor siaboluri, wom gonsirul guvinie gau

gusnibleis, Frin definiile, on corint este un gir fMpit de
luri ale alfabetulul dat mal =os, soriee doul dupl altul.

gimbo=-
Exnmplu: 2= ur1 )}
P A B

Vin mul {imes owvintelor, le vom selecia p2 aoelea care .au
gens, nojime precizatd eatfeli

S8 noEagte ghun g orice cuvial @ cure varifich uni 415 con-
digiile ursitoars:

{4}, 9 eesie-o wariabilf proposilionala.
(11 ) Bxistih un énuny W, uetfel fnoit = Y.
LELE) Exiatd envnforile W 8, astfel ioait = (W—==0},

CHGERVATIE: Dafini{ie conpeptulul de enunt este dntd .din
aproaps in aproape”, treglpdu-ss de ls wn pes 1a urslitorul et
e foocagul jnduesfieil, So poate descostra cf fntr-odevir ocesnis
ealn o definifie prin inductie, dar au inwieils asuprs soesin] Iu-
e,

decl verinbilele proposiflonale aint equmieri, pe care lo
ol ol zmunfurl slesentare . Vom nols cu B ooliimea titorer snim=
furiler.

Fegtra orjes enunfuri 1 , W iniroduce urnlitcarsle prescur-

thrit

v e TP —= [(dipfenctia lul @gl W)

gAY « 1p—=1){conjunafla Tul 9 g1 )
=t m [ ) igd rul.‘.hll'.iluﬁ"u ]EE!'.".'E - lei q..;g'-m
OBSERVATIE: In prezentarss sistemulul formal al enleslulul
propoxd lenal, ke conslderel negaile gi loplleatin drept conectord

primitivi, ceilalil conecteri fiind defini{l oo wiutorul lor.ixig-
88 alls eosstruciii ale sistemulul formal al caloululet  propesti-

P —— r - L3 L o T T T e —— ——

S

e =

- —p— . - -
of

—_—

kol

W
a o )

e b8
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tiomal (echivalente cu cea din acest curs) In care sint lusii al{i
conectori primitiri.

In cele o urmeazf vom detage din mul {imen enunjurilor o
pubmul {ime & 88 care va consbifui muljimes sadevdrurilor sintac-
tica® ale sistemului formal pressntat.

C sxiomd & sistemului formal al caleululul propositional
gite m snunt care are ima din ursdtcarsls formed

(A1) p — (W0
2= w—=x] — [lo=¥) = (p=2i]
(A 3} —= 1) —= (Ww—9p)

mds ¢, ¥ gl % sint enunturi arbitrare.

¢ teoremii & aistemulul formal al caleulului pro-osliional
aate un enuny @ care verifici wma din condif{iile urmditoare:

(T1) ¢ ests o axiosd,

(f 2) Exietd wm enuni ¥, satfel fncit W gt W — p sint
teoteme.

Proprietates ) se mai serie prescariat

Vil —= ¢
]
§i pe mumegte reguls de deduciie modus ponens® (m.p.)

Vom nota cu T mul{imea teoremelor, lar faptul ci @ este o
teoresi ou - g.

Prin demonstrafle formsld & unul enuni @ vom Infelege mm
gir findt Yo,..., W, de enmjuri sstfel fnoft - W, = @ gl pen-
tru orice 1 = {=pn sa verificd uwa din condifiile urmdtonrs:

(1) W, eate o nxiom.

{2} Existd k, §=41, astfel Ifocit ‘i:"k - 'in -"'-ifi.

s

——
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Sa obasrvi of — ¢ dack 3i nmel dacl existd o demonsira-
tie formell Wl.....'-l-'_ mlol .

a =& numegte lungimea desonatraiiel. 0 teoremd poate aven
deponstratll de lungimi diferiis.

Fie M o muliizse de enumiuri §i © un enumn{. Vom spme cé

enuntul @ este dedus din ipoiegsle 7 decd une din conditiile ur-
gitoers eata verificaths

(D1} @ wsste o exiomd.
(D2} gqEI.,

(D 5 Existl wn enunt ¥, antfel Inoit enumforile W gi
(4 —= i) oint deduse din ipotesele M. D 3 se mmegte tot regula

podus ponens (m.p. ).
Dacd @ este dedus din-ipotezele M, von sorie ™ —@.
CRSERVATIR
(4 )Y Fi— @ dach gL nusai dachk i— @,

(41} DuicA +— o, atunei TF— 0.

Cu soeasia, desorieren sistemulul formal al caleululul pro-

poxitional eote terminmtl, Vom nota cu L acest sistem formal. Ob-
garvis cf, le nivelul presootat aicl; enunturile gi leoramels

sint oomai nigte giruri da gleboluri.

§ 2. PROPRIETATI SINTACTICE ALE SISTEMULUL PORMAL L

AL CALCULULUL PROPOZITICHAL

Prin proprietdtile sintsctice ale lul L le vom Inislege pa
acales ce se referfs la enuniurile lul L ca simple girurl de eim-
boluri ale alfabetuluel presentat In & 1, facindu-ss sbatraciie de

orics interpreiure & lor.
FROPOZITIA ). Pie M A C Egip, W € E. AMuonol avem

(1 ) Dack ACI, Al—g, atunct " @.

P

=

e S )
(41 ) Duoll M~ , atunoi existd LCT finith, astfel Inoft
L~ g,

(114) Dacdl T —x, pentru oriee xEA gt Al-g,atmel [ -

Demonatreties (1) Dack & g.atuncl este verificati mma din
conditiile (D 1) - (D 3) din § L.

La vom lus pe rind:
- dacl ¢ este axiomd, awtonol avem avident I .
- dacl QEA, atumol 9, deel ™ g.

- dach - (l=mpleh, atunol ¥, (Y—=glEr, deciMi-g¢.

Dl b |
(£1) Demcuatrda sceasts Er:;lt;t‘;u_‘tatu din aproape 1n sprospes

= dacl P este axionsl, atuncd @ - gif O ecte finith.
- dacd e, atunci luia T={@} gi este evident cd Li—0.

= preaupunind off THY gl P=(V-—=—g) gl ol existk El »
Y E M fintte astfel Inoiy 51 4, L W = ), stoncd  luis
Le LU, cry Leste finttt gt Zew, TH(w—g), deoai

L g
{iit) Conmiderdm gl mici toate caszurile:

= dacl P este o axiond, atumel sste avident cA ™ — p.
= dueli PEL;este olar ¢l Mi—g; prin Lpotesd.

= presupunind of A FULAK (W=y), dead peatru ¥ ¥ =g
p-a varificat o PHW, P—(¥ = gp); atuncl avea ™ —@.

FROFOZITIA 2, Pentru orioe emumy ¢, avem
F*LIF il
leponatiratie. Urmfitoaren 1isth de enunjurl esie o demonsira-
fle foreall o lul 9 =3¢,in partea dreaptd indicind argumentarés:

) [o=[iv—o)=e]]~[[s (o~ o)l ~(v—9)] 4 2
(2 g~ [lo-o)~¢] i 1.
(3 [p—lg=a)]—1lo--9) {1),(2), m.p.




(4 9—=—(p—29) i1,

Iﬁ} m - ‘P {3}.{4}. -"F'l

PROPOZITIA 3. Fle Mo muliise de snumfuri gt @ €L Atunel

Fi—1 dacd gi numai dacd existd un gir fioit de emmfuri We.. W

astfel Imoit '-I-F. = {p 9i pentru orice i=m ente verificath IR
din condifiils urmBticers:

(G | '-Hi sate o aricod.
(1i1) Exiett j, k <1, astfel Inclt "Ui - "l"l—"lvlr'r

Demonstratles Aceastl condifie este o reiranscriere eviden-
5 a definiflel lol M —p.

w—: 'iﬂ Epune 'ﬂl. ﬂ.'ll‘l.i.'l "'pl.il-ll-iwn ﬂ.t‘u (] ﬂ-m
tratie formsld din fpotesele ™ sau [ - demopstratie .

liraftorul resuliat sste cumopout eub nmels de teoresa  de-
duciiei:

PROPOZITIA 4. Ducl MU{¢p} — W atued (o —W)

Demonstruiie: Prin indociie asupra lui m vom arftia cd pon-

tru orice m €Y diferit-de o, dach AprererXg pate o F‘U{tp}-ﬂ.um-
stratie a lul W , atwmel MH—(g9 — W)

Prasupunea afirmajic sdevirailf pentru orice n<"m gl Tom
conaiders casul elnd Yqueee, Ny E6tE 0 F‘U{':p}- dosonatrakle a
ial W,

Trebuis of luim In considerare urmfloarels petru chzuri:

Cazul 1t ¥ eets o axiosd,

Ca Wtk ¥-=(g-=¥) conforn A, stunci aplicind mo-
dus ponens resultfh —(@-=—4), decl T (g — W),

Cazul 2: WE.

Conform A;, putes scrie [ — f‘-ﬂ—-It,p--UJ}]. Com WET,
aves =W, dect aplicind m.p. resulth (g =),

- 11 -

Camul 33 W=1p
Conform proposifiei precedente, — (g —g), hqj.m_{q...-ﬂ

Cagul 4: Kuistd §, k <m, sstfel fnoft %, =%y~ .Prin
ipoteza inducilel resultd TH{g-=x,) g1 l"l—w-'z,,:-- deci
exietd ursitoarela [ = demonstrafiis

lyeesss Qpr @ %g
fpreeer Pur 9=y
Atuncl avem urmfitoarean [ - demcpstratie a lul @—=—W1

SRt

[o—(y—=v)]=[e=x)—(—=¥] &

(#—= xy) = (0 —=W¥) R e

¢ — w .ipl

OBSEAVATIE. Teoresa de deduciie eate formalizarea uwnuni pre-
cedin folosit sdeseori In ratlonasentele matemstice. dtwnel ofnd
yrem 53 stabllim (== In anmifs conditil matematice [, Inilil
ailiugiz pe @ de la condifiile I gl apol deducem ps W,

PROROZITIA 5. (g — W) = [(¥ — %) = (3 = x]]

Desonstrajie: Vom aplica succesly m.p, gl apol teorema de-
dusflels




— e |

Iy [ =)
i

L I
1k i
{p—vv—x,0} 9
{g—=w w—=x,0} —g—u
{9 —w,0—x,9} W
f9—v,v—x,9} —v—%

{o =¥, 9—x,9}—x

{0~V ¥=x}rp—x

{p—v}ir-(W—x5)—=(v—12)
=g —= W)= [lv—=x)=(o — %)
‘ m&-wb—-fﬁ-—{uh-— 1}]--[141_—{13 ._..,1]]

i
—

o
L
A
-

Demonsirajle: Aplicts m.p. i teorena dedustisis
A\ {o, 0,0 =W —x)} —g
. {o.W,0 —(W —%)} —g —(v—eqy)
J‘ fo. ¥, 9 — (¥ —-‘_,I:'_j}l.—w_-..I
£ (g ¥,9p —(¥v —x)}—w

{.ﬁ'-'. ':I-'--.W ‘_""["t'l _""I.}} Lo
{¥io —(W—n)tro ==
v =V —x)} Y= (o= %)

[0 = (9= )] [0 (= 5)]
FROPOZITIA 7. ¢ — (1p —4)
Demonstrajie
{979} = 70—~ (19 —ng) TR
fv e li—ay
{-'*#1'11.0}1"'-'1"1-'——11; e
Lo 70 b0V —10) — (9= ) A3
{2 9b— pg—w | e

- . T, =il O — B
bkt b R A3 -

e - T
{o,70}— 4w
fe,7 @ }—w P
(o )r—T0—0 tooremn detioiel
— =19 —¥) teoresa dedusftel
PROBOZITIA 8. —1 @ — (9 —¥) e .
Demonstrajie: Aplictnd Froposijia 6, avems .
— [o=to =w]-=[o=(—=¥]
Aplicind Proposiita 7 4i m.p., results
— 1 —=(p = *l-'}

Exeraiilu: 54 se demonstrese Proposiiis 8 In maniers Prope-
zitiel T, folosind teorems deduciiel.

-

£
&
i !
"
-

"PROPOZITIA 9, +— 1@ — @ o
Desunatrajie: . '
fmagt—0w e (g —8) Al
{19 9 b= =79 - B.P-
{11 0 }—(ne ——qg)=(g—1118) A3 ": .
{A7 93— 19 =709 _ . :
{11 9}—Gg —=1179) ~(e—0) a3 el
f1reb—e—~9 ey _I
{1 ﬂ}!— 19 -

{71 9}— 0 =
| ety o o R gl teorems deducilel

PioROZITIA 10, — (9 —=W)—=(1¥ —19)

Demonatraties

[ =W, AW, 319 }—199—9

{p=uw,n¥ 0} 110 -

Emrui-_’ﬂ-l 9

”. | e :.“ :'..5'.' e F - lr‘i.i":";r

i
= =k ¥ "
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o=, v, 170} —0 n.p. WETEIMe =g

{p=w, ¥, ap}—v . IR AR T BBy

{o=¥, " ¥ g} r—1 W W19 9} — g9
{p—=W,7 0,770} Y=(y-=11UXProparisia 8) =it dene n2.
{9—=—w, " W,11m}|—*-...-|-,q.1 D {4#--‘![?-'!"'!1!}'— tp——{‘ltﬁl-'*'-‘l[{ﬂ_‘"‘l"jj Propoaitin 7
. fo—=wv, 7% 19} —1w i =190} 78 ~1(s=y) B.Pe
{e=19 18} (yp~v) 7.

{9 =V, ¥}i1a9p =7V

{o=w ¥} —Erg=11W) (U9 19—} 178 =1(e-~0)

{o—=0} [ Tp—= {¢+mﬂ+[|:.qp_¢}_q“11 3 4 |

{""'-l-'.'l'-t-’}l—"lﬂ?—'-‘kq:l B . |
{'F"“-‘."l"l-'}l—‘rip 2.p. Le-ranfas (g =iy)=ay i .: .I
{q!l—-*'il-l'}b—"l'-l-' —_—1 {“'_"-'m}'_{‘ﬂ"'ﬂ} (Proposifin 2) i
=g —=¥) —(w—9) LA i 27 |
PROPOZITIA 11. — @ —— 1100 — (g—="¢)= 9
Demonstratie PROPOZITIA 13, — p — (W —=1(p=¥)) ]
{e,117 g} 9 -0 {Prepoziiia 9) ik b r [
{9,717 9}— 7119 o, p—=wi—uw 5P N
[0, 0} ng i foli—log—=4)—y tecroma dedusiiel :
F R e R {9} lp=—v)=w]—[W=(g=v]Fropesiisa 10, 4
{et—Cg—="9)=(@=19) A3 {9}r=nw—=a(p—=w) ..
{o}—op =179 St b= (W =" {ip—=W)) tecroms deducties f
Lo} o § 3. INTRRPHETAR] |
{ ) Al il . Aeeet porugral este contrapariss ssmantick a celor presen-
: g0 | tate tn pnrl.gn-i.fﬂu precedente ale messtul capital.
PROPOZITIA Y. — (@ —"19) ="y Se numegte interpretare s sistesslul forsal al caleulelul
Demonatrafie: propesitiona] orice funciie

fe ==Ly

{9—="19,770}—"120—=% (Propositia 9)
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wnde L, este algebrd Boole {u.‘.l.} .

PROPOZITIA 1. Pentru orise intarpretare f: V—1, a Iu
Ly existd o funciie umich

fi B 1L,
care are propristiiile ursdtoare:
(a)  Tlu) = fiu), peatru orice u €V,

- 119 - . | 44
Confors (o), rezultd "-!
glg) =0 %g{'ﬂl—-— '4"2} =0
: sSglW) =1 gl glW,) =0 b
ESh(W)) = 1 gt h(W,) =0
iihh{'-lll—l-ll-l'zl - o
e=5hig) =0
De aiol resultd: glg) = 1=t hig) = 1, dect glg) ~Hpl

OBSERVATIE: Unicitatea a fosi desomstratd prin induciie,
urpErindu-ge modul dé formare & cnunfurilor lui L.

Existents. Definim po T prin inductie:
Flu) = fl{u), pentru orice w €V,
Presupunind cf T{@) este definit, vom puns

1, daca T(®) = o
?{"I'E'.'- i
ﬂ..ﬂlﬂlff.ql] -l-l

(b} ?I—r:pln 1 dnofl gi mumai deck ?{w} - 0.
fed ?W-r'dr’il = o dach gl numal dech ?{sp} = ] gi ?ﬂ.l-';l I- Oa

Demoneirstiet Uniclitatea. Presupunes ofl axistd dous Tunctil
g:bt ==L, care verificd proprietdfile {a) - (e). Vom srfta o4

g\9) = hig), pentru orice Q€ & , Distinges trei cazuri, relativ
la modul do formare &l ésunfurilor:

P ente anuni elementar, Conform h.!.:l, Avam:
glgp) =f{g) = hig)

-Peete de forss TW el presupunes g(W) « h{W}. Conforn(b), i
Presupunes of TCp), T(W) afnt definite, Vom pme mtunod

o, dncB T ) =1 gi T(W) =@
Tlo—w) « { ;

1, in celelalte casuri.
In soest fal, fumctis T & foot definits po toatd muljimes
E. Este ovident ca f wverifich propristifils {a) - (e}, definifia
s fiilnd sugerntil chiar de ale. Cu sceastan, demonstrajia  este 3
terminath.,

QBSEHVATIE: Definiyia lui 7 poate f1 dath gi astfel:
Ftw)  « flu), pentre orice wev '
fg) =1 TgleL,

THo—=w = Tg) - TvreL,.

Atragem mtenfla cf aves aicl sceeagl notajle pentru dewl
. luoruri distinote. In timp H‘Iﬂ;q-'tllnr aint somfuri als lul L,

aven!
Elg) =1 =gl =s

=2 hi{W) =0

= higp) = 1

Este evident of de aici resultd: g{g) = o c=>hig) =0,
Agadar
glg) =nig)

Jp_este forms Y, —= ¥, gi presupunus el plW,)=h{W,) g1
E;_"'U-Ei - h{“-"zl- .

1).De acul Inainte, semnul == va fi ]
i . prapourtaren lul dsed gt no-
mil duc8” din limba romfcf. Airages atentla a ou fi cnuf'ugdat

ou aimbolul == fare g ings 1
e g prfine Iul L, po cind <= ggle un aseun
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ssmnele <, — din dreapta sesnifich negafla gi inplicatin  din
alyebra Bools L..

Decarece vom vedes of existd o mnumits coraspondentd Inire
algsbrele Boole gi sintesmul formal al esleulwlud propost fionsl, nu
introdogen notagii separate,

Pewlru orice enumt ), vom gpune o T P} aste interorats-
rea lui § reletiv la f.
Spunem of snuniul @ este sdavdrst In: Ainterpratarea f:

V==L, dnci HIH = 1, dnunful @ este falg fn int Brprotares
dicd T1 Q) = 0,

Un snuny @ este unlversal sdevirat sau o tautologic dach
¢l este sdevirat In orice interpretsre. Voa nota acensis prin =g,

OBSEEVATIE. Interpretures unui eninf este valoaren o sau 1
objinuts ntunei oind tuturor epunturilor slemsntars ag Inted  1a
componsnta lul ¢ la atribuln snunite valori din {o,1}. Un enwi
universal adeviratl wu aves waloarsa 1 pentru orice valori lunts de
enunturile elemsntere oe inird in mmnu 23,

Frin proprietste semantics o lui L vom infelege orice pro-
prietate legatd do joterpretiirile lui L,

Observin cf pind acus am definit deus tipurti-ds .ndevfiruri”
relativ la sistemo]l formal &l ﬁn;nululni propopifionall tepramale,
cere mint Jadevlrurile sintmotice” ale lol L gi togtolosiila, enre

sinl .adovArurile semsniice ale 1ui L. In mod naturzl se plEte pro=

blems comparirii eelor douwdl tlpuri de .adevhruri®, Teorese de com-

Platitoudine, care sate resultfatyl fundamental al acestul parsgraf,
ve arétn coincidents lor,

Vom spune cd o interpratars f: 'Ilf—--LE eate un model al wnel
muliisi do enunturi M, doctt Tlg) = 1, pentru orfoe QPE.

Notlm prin Mi=@proprietates cd T ©) =1, pintru orige mo-

del f &l lui I, In casul efnd M= @, prin # b= von In{elage o
.

FEOROSITIA 2. Dack. b— g, stunci avew &= g,

Demgmatratio. Presupmes ol  este o teoresf s lul :'T'.- ¥a
tretul =4 arfités off pentru orice interpretars h: ¥ — I'E' EYER
Bly) = 1. Vow oonsiders incii casul sxismelor.

L1t g este de forma W == (x =)
Atunci avem
A =W —=—(x—W)
= Bow) — [Bee) — Bl
= SE(W)y Bl v ) = 1.
12: peste ds forma [ ~(f—¢)]=[lt=f) =(2—32)]
tum K0 ofBl0 (i) ~ S]] —{[Htw — Fop]~[Fe—Fee 1]}
ente suficlient =f ardtds off peniru orice x; ¥, :EI.E, ATER
E:—-—t:—-—n]]-—-—[l:-—-r]—— {:—-l..'!] =1

[z =ty =2i]—[lz—=—p)— (z=2]] ="H{7 zvayvelv
wile=giviz =si] = 1 {rzvagvalvi(aevslvazve
~ Dar
Sfrzvzivizve s ZATFIVIIVE =

= (zyzve)alryvizye)

=3 FVIEVE,

de unde resultd
[z = tr—=5)] = [(z=3) = (2= ei]= 01 mvagvely Onay velel

A 3z este forma O=f) — (B —a)
La fel ca mal oun, ente suficisnt sh ardtis cf

z—=yl—=ly—=xl=1,
ntru orice x, y € Ly, Aoeasti egalitate wo objlos u.ti‘_ﬂ_li i

—-‘-:HI:I
Ty

g
.

Intr-adevir, avem: th

-'.'— 4

ik ol . B

o
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h:-—-—"r:;'l--i;—--:!' « {1z —=—"17Iv(y —=1)
=flzvaFlyvIyve

= (7 aAFVT yVE

= (Mzvigvelalyvigve)
- 1Al =1,

Fresupunem scum cf ¢ o fost obfinutl prin sodus ponms din
=W —W=gat et BIW) = 1, BiW—g) = 1, Vo trobut si arétss
e Blg) =1,

Din relatiile
BIW)— Rig) = Biwivitgs =1
fiw) -1

resulth 1 1vE(p) = 1, deet Big) = 1.

CBSERVATIR: Teorees do mai sus e-a desoneirat prinm  induc-
1ie In raport co lungicesn demomatrafiilor formale ale  fenremelor
1uz L.

Corcler, Nu existd nicl un enuni ¢ al lul L, agifel Inoft
=g g =,

Dymonutraiie: Presupunea off exiatl @8, astfel inolt —
§i—="p. Aanel, aves

Ble) =1 gl 'F{'lw =1,
peaird orice loterpreiore hi ll'—-'-l;?_.

Contradiciin ente evidenttis din Rl1g) = 1, results
1'fhpi = 1, dect Bly) = 0.

OBSERVATIE: dcest corolar oxprisd faptul of sigtesul for-
Eal &) calcululul propozitionn] sste necontradictoriu,
FROPOTITIA %. Fie MCE gl gpSE, Docd M—gyntonci M E=g¢.

Desonstraiin scestel propozifil estes cu totul annloagh et
Bieed & promelilel precadents,

= 128 -

Pie T o mul {ime ‘de enunfuri. Vo spuns of ™ este conpiglen~
£ dack exists @EE, astfel fncit TH-glpou se deduce din  ipo-
tesele ). Mesto inconsistentd dach nu sste consistentd,

PHOPORITIA 4. Pentru orice MCE, ursStosrels afirmajii sint
echivalantes

(1 } rasts inconsistents .

(i1 ) P =alg—=9), pentru orlee QEE,

{111} Eristd pEER, anifel fnolt M=1{gp-—=—g}.
Demonatratie. Implieatiile ({) =={#1)=s({11) sint evidents:

1iid) == (1), Presupunes cii exisil QE8, astfel fncit '
T=alg— @), Fle ¥ m enun{ oarecars. Confors A 1, aves

P=lg—~o—~[v—(p -]

- Dar M~{9 —g), deci aplicind modus ponens results :
=¥ —{g—= q)

Conform Propoziiiel lo, & 2,

F =[G (p —g)l=[{p-= ) =74]
de unde resulif; prin modus ponens :
F=1(p=9) —
Aplieind ipoteza M—-{Y—9} 31 modus ponens, results
Pl=—any,
Conform Propositied 11, § 2, aves Ph—17W U, deal M4
Am ardtat of MY, pentru oricea WEE,
PROPOZITIA 5. MU {9} este inconsistents =b P—p

Pufres Ve 4N e P
D¢monsiratis: == ¢ Ducl I"L.I{H:Tntl inconaistentd, atuncl

TU{gh—19, dect prin teoremn deductiel aves M— g =g, Aplicind
Prepoeitia 12, § 2 gl sodus pomens, resultd I — g,

=1 tmTU{g} 19 st ru{g} — 9, nplictad

——




— e i e e P, e > 5 1 —

= i i " 1Y
J .

- LN

=y
#= dou ori modus pomens relajiel din Propositis 7, § 2t
== (e —W)
resulté T‘u{q:}l—‘-l’ » pentru orice Yek.
A 6: @

Demonstruiies Presupunind ci ¥ este inconsistentd, ar re-
gulta § —ly — ¢), deci —1{@—p), pentiru orice pEE, Dar
eate gtiut ek (¢ — ¢}, conforn Propoaitiel 2, § 2. Conform co-
rolarclul Propozitiel 2, contradiotjia este avidentl.

0 muljize consistent® "C3 esto maximl oonsistenil dnck
pediru orice ECE conpietentl avem

eate conzistenil.

PCL=>1 =g,

PROPOZITIA 7. Pentru orice mulilme consistents I"CE,oxists
o suliias marisal consiatentf ACE astfel incid MCA.

Demonmtraiie: Fie
£ -{EEH L congintentd, TC L }*
Von mrita cd L] C) esta inductiv ordonalll.

pio{ £}, oy 0 subzultine a lui<>¥ total crdonsttipentru
erice 4, JEI, avex Eiv:E_1 B E,c L,. Vom srite of Eﬂ -

- '1..\_5;; £, ueste wn sajorant sl familied totsl ordopate ILEL}LE;I'M"
nervia fpill of = oo S

Preagpunes prin aheurd off Zn ar fi inconeistants, deci
exiath PEER, antfel fnett L. i—0g——g) Aplicind Propowifia
1, (ii), B 1, sxisid o sutmal{loe finits {wl,....wl}- It L,
anifal Tneft

{W]..‘p"wl} I_".1l$*m‘}i

Vom presupune cf "”1 ELll,".. I--I-!'. Ef‘ll cu H....J_.IEL

E“{E"l’}lEI uate lotal urdonatd, extats ths{lli,_.,g‘}. Sl
fal Inclt

# 1

s _J]‘.. Jdliﬂ" o

a
Sl e L T

g’. E E ¥ wm ﬂ'ﬂ“ 1 = 1.1 v Ba
y %

Atumel {:ul....,w!}_c}:w dect conform Proposiiiet 1,(1),
1, resnltd
Eik 1l p—¢ ).

Deel, conform Proposijlet d, E;_E este lnoonsistentd, cees
oo contrasice ipotesa ol Elke._ﬁa Hesultd cf L este consisten-
W, dect LoEsd,

Ests evident of
Elt: Eﬂ. pentru orices 1€I,

' _rlarul_ Eﬂ ests un mnjorani al lul {E’l}:lEI' coen o arutl of
) {57 C}) este inductiv ordonatd.

’ Aplieind axfosa 1ui Zorn regulil existen{s wui  elomest
. garimsl &1 lut (¢ C), deol s unei mulfini meximsl consistente A
| matfel fTocit M A

PROPOZITIA 8. (tmoremn de completitudine). Pentru orice e-
. mun§ QEE, aven +
! —pe=> =9, :
Demonstraties Implicatia => este Proposifis 2.
Presuptner noum o — §. Dack H- @, atunci avem b-T1714.
Totr-adover, dach —T1§, stumei din —g——¢ prin apliceres
‘1ui modus ponems ar results — @ .
: Rolagls H--1p este tob una cu @ 9. Aplicind  Pro-
. pomifia 5, resulth of Ulrgpl={ne} este o muljime con-
R Aumei, confore Proposittel 7, avem o sul{ime saximal con-
Csistents A , sstfel Inaft {19} A, dect 79EA.

'hunhmnlnh:_:mﬁu hi ¥ — Ly, prin.




‘1“"|

1, dack v EA
o, dacl YEA
peatru orice ¥EV. Von arfita ci pentri orice WEE, aven:

biv) =

{1) BW) =1 =siwea,

Footru aceasts, este necesar sd ptabilim wrefitosrsls pro-
prietifi ale lui A
{2) A W=> WeA, peuatru orice YEE,
(3) Pestruorice WEE, avem WEA sau WeA .
{4)  Pentry orice Y, %C€E, aven:

(W) EA == "WEA sau g4

Pentru a demonstrs (2], propunes prio absurd o A — W g1
WEA , dect

Agaufw}.
drind In wedere ok A sgle o mil {ime marime] consiatentd,

" rexultd ol ﬂufu-'}ur.u ingonaistentd. Conform Propozitlet 5 obti-
e A — 5y,

Mo Froposifis 7, § 2, resultd o2 pentru orice YEE, aven

Tinind seama de A=W, A —w §l aplioind G Aol ori so-
dus ponens results A - %o pentru orice ¥ EER, decl A ar fi in-

coneiptenil. Contradiciis este svidentd, deci WEA . Qu acensta,
(2) & fost dumcnsiratd.

Fia aoum WEER, astfel fnctt W& , deot ﬂ.U{W}ntl in-
conpialentd, din cause faptulul of A sete maximul conaisientd,
Conforn Froposifiei 5, uveam AF=U, deel din (2) results 9 EA 7
As etebilit gi proprietotsa {31.

S prodis iwplicaiis =3 din (4], Fis (W —12) gt pro-
SUpunEs prin absuré ch VW EA ol x®A. Conform {3}, de wiel ob=

b

e . e

- 127 =
floem ol WEA gl 1A= A, Proposidis 13, § 2 6o opme coff
B e ['l-'x_ —{y— 1}]

Din WEA gi v €A deducem AW gt A=, de unds de-

ducem splioind de doufl orl modus pomens relatiel precedente oft
A = (Y= ). Din nceasth relatls gi din (Y— ) A (desl

A=W —x], 1z fel ca !n demonstrafls propristdgii (2) ee de-
duce ci A este inconsistent, cesa oo este o contradictie.Hesulta
TWEA san ¥EA .

Pentru implicajis <= , presupunem "1WEA dsci A—W.
Conform Froposifiel 8, § 2 avem

A =W —= (W— 1)

deci aplicind modus ponens resultd AF—({Y—%), ceen ce ne 48
(W ——x)ed (veri (2)).

Dacl ¥ €A , atumel Al—y . Aplicind modus ponens pentru
Ab— 5 — (W—1q) Al
‘resultl A (Y=}, deci (Y—x)El , conform (2).

Cu acensts si J-}L'I 8 foat dembnsiratd. Vom stabill soum re=
g_;ﬁth (1) prin induotie: :

() Duok ¥ sate o varisbils propositionals vEV,

L

shmal

Blw) = hiv) = 1= veA,

© prin definiila lut h.

(b) Dack W= W' gi pentru §' presupumen (1) adeviratd,
~ atunol avems
b BW) = 1a= Raw) =1
&= By =0 (definifia lui W)
= Y'gA {ipotesa induciiei)

= ylep (3)
> YEL
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=120 =
{e) Dach W=y =ygi pentru W,y prosupmen (1) sdevirats,
afumal avest
W =l e= W —gia=l

B womauhiy) =1 (definitia 1ot B)

=

—s BY) 41 sanBly) =g

= W'€A msn XEA {ipotasa indootiai
= Wea ssugEA (5

= (W-—=ylea (4)

> WYEA

Decl interpreterea h verific® (1).

la inceputul demcmsirafisl mm stabilit ¢ TQEA , d:uni
confors (1) resolth, B (719 ) = 1,edich R ()= ou

Dar = @ ineemnesss c& b { § ), decl =m obiinut o
diefie, cees ce face gl avem — G-

contra-

Io-eoest fel, teorsms de completiiuding s fost demonstratsd
goeplet,

OBSEHVATII: (1) Io demonstraiia de mai sus s-a folosit &~
proape ispliclt urmdtcares proprietatel pentru orics muliine con-
sistesi® I gi peatru orice @K, oo pulen aves ginultan
M—o@ r—2d,

Intr-adevir, presupmind Mk—g 31 0 =74, atmel
arios W= E, din

pentry

Mg —={(g—=—w) (Propesiiia 7, § 2
st poates deduce aplicind de doufi orl modus ponens el P4,
ceen on contranios fepiul cf ™ ssie consistant.
heanatl obeervatie mail ponte fi deduss gi din Proposigia 3.

(44} Semnificails ecestel teoress ents ouw totul decoohitf;
#d identified teoremele formale mle sistemilul formal sl ealeoulu-
lai propozijtonal ew cnunturile universsl sdevirate. Do ssemenea,

‘m-
ga no di wn procedenu comod de verificare a faptulul cA wm  e;umj
este o teoremd formall,

(111) Teorema de completiiudins a foot stabilitf (pentru
pagul mai peneral al ealeululul predicateleor) de K.G8del, In 1930.
Mterior | s=an dat nmumercess altes demonstrafil gi a fost extinsa
gl 1a alte sisteme formale. Printre nltz demonstiraiii, menflondm
una algebricl, ou njutorul algsbrelor Bools.

PROPOZITIA 9. Orice muliime consistenti MC R are m model.

Demonatratie. Vom schifa numai sceasii demcmstrafle, fiind
foarte nsemBnftoare ou ces & propozitiei precedents.

Conforn Propoeditiel T, exisid o pul {ime maximsl consisten-
ti A metfel ineft FCA. La fel on In demonatratin proponitiei
precedente, se aratd of

(L)A-9=> pEA , pentru orice PER

{(2) Dacd Y= E, atmol gEA sm8u TQEA
{3) (p—~Wlca e=>1pEL mu VEA.
Se definegte interpratares h: V—= L, prin

1, dacll TEA
» pentru orfce vEV

hiv) =
o, dacd v&4

gi oe arsth, ou sjutorul proprietiitilor (1) - (3) cA peniru orice
gEE avenm:

(4) Blp) = 14> pea

Cun MCA, este evident conform (4) ca

: B(9) = 1, pentru orice y&r,

~ dect h este un model al lui I,

Corplar. Pentru orice @EE gi pentru orice 'CE, aven
T &r =




-1.’-

Demonstrafies =>1 Propozifia 3,
<=1t Presupmind M7~ g, la fel ca In de-
monsiratia Fropomitisl B, avem r'!-;‘-r-'t"lw. deal r‘U{"| l.l:lli} eake
comsistent. Va exista deci un sodel f3 ¥ —=1, a1 1wt ru{-¢).
f este m nodel al lut T, darou el 1ud @ , decl [ == g

OBSERVATTE. Deduciis din ipotese _M— ¢"pe mal nmimegte

gducile sintactics, lar .MMi=g" deduciie semanticl, Corolaral
de mel sus ldentifich cele doull feluri de .deduciie™, motlv pon-
iru care se nubegte .ieoremm de oompletitudine extins®”™.

§ 4. DORECTORIIV, A, ——.

Axiomele sistemului formal L siu fest Formulate folosiod nu-
sal cogectordl 7 , —= , Cellaltl comectorti v, A , =—= au fost
iotrodogi prin:

VW e q——
PAW e 9 (g——-1w)
9= A (=) A (U =)

PHOPOZITIA 1: Pentru orice interpretare h: 'i’—-"-l.E 8 lui
L aven:

Blyv ) =Rig)viiw)
Boa W =Rigiakiw
Bie—u0 = Brg)—THtw)

Desonstratie. Operatiile din dreapis au loe In algebra Bo-
ole Ly, Vom sven decl:

Blo vw) = htag —w)
=1 hio) — Hiw)
s R v hiw)
= hgiviow)

-.]!E-
Bloaw) =81 tp—u)
= 9 (Bly) —Rlw))
- RGP v BW)
= Blg) A Ry
Rp=-4h) = W((o =W} A (W)
= (Ble)— Bowna®Bw) — Rten
= hig)=—RIW).

EEML. Peptru orice enmfy ¢ definim dualul lul @ ,
motat ¢, prim:
(1 ) e ¥, pantru orice v&EY.
e el dscs e,

d i d
(114) {"-i-'—-':ﬂ. = A %", declh =Y —q,
Urnfitoares proposifie ne va ardia & A gl siot oofiunmi

15

dunle:

FPHOPORITIA 2.

ta) =l a W)t — plyyd
(b} =gy W)t e g p
(e) — p— g

(3) duck #,p stut interpretivt o dech T0v) = Bl v} pan-
tru orice v €V, atunct ?'{qﬂ = 'E'hcpd}. pantro orice smmi ¢ .

(e} M —ges{1v®|Wwer}i—ag®
() — g o= —pt

(@ 9 —= W o= —uwl— ¢?

th) = S=p f— gy,
Demonstratie: (a)

LA wytd . h{ﬁ—-ﬁw}',id -‘I['I.P-—-ﬂlll'}d
- -q{n;pﬂn{'-r#-}- A(pd xqwd)
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- 132 -

Vou arte of —[1 (108 A W)= ot vud)] forosima
teoresa de completitodine:peniru orice interpretare h: 'I’—"'-LE,
avem:

B Er{ﬁ :p'ih Ay g u:ﬂvlﬂ'l}] =
=[5l A ﬁ‘ﬁ{ﬂli}]—*— [i?'t mﬁ}v'ﬁ'{wdl_‘] -
= [Beatv Bwh]—~[EebvRah] - 1,
deoarsce fntr-o algebrd Boole (z=—e1) = 1,
(b} Analog cu {a}.
{e) Prin induciies
= Fentru g = vEV, aven q:“ .y =, deci = gp——1.
= Pentru @m= W , pruuupmrni—'-l-'—-—-lﬂdd i aritin pantro 1Y

Prin definitie aven 11'1'-I=']I11r1 - qydd gi
(W= lly (ol

sste o tantolopgie, dupd cum me porte arits ou tecresa de comple-
titudina,
Aplicind modus ponena , resulid
= (3 — (5 y)dd )
= Pentru @ =i, pmuupmnf—wﬂwﬂﬂ gl!—:—-—-—xﬂ
gl nrités off
Avem egnliti{ile:
(W)« (qudgd?
(9 (1wl ——eyd))d
i b pd o x"'}“
- {.,,Wd.:l d A (= T_ql}d}
1 {‘I‘l'-i"” A 'I',:g;“'}
= P (e — g8

- 1585 =
Cu ajutorul teorseei de completitudine se aratd stoncl off
'—(f“”"fﬂ} +({1—- ) ~=[(w— 1}-—-{4’-*17*‘])
hplicind do doull ori modus ponens resultl !
— [ —x)=—(y—x)4 ]
(d) Prin induoiie:
= Pentru g = vEV, eate evident, conform lputeini.
- Prosupuntnd ge gl TEW) = B W), atunct resultas
Tig) = Fow) « 1 Ftw) = 28w -
- E’t‘l‘lwﬂl - EI'.‘IHEHI#.'I = gln I;,pal.

- Presupmnind @ = W—1 gt W) = B WY, Tix) -

 # Y, stunet aveas

o) » Flw—x)
- FEWE —= Tl
w Fawd) — FaxH
= 1w = Fh
- 1w A B
-'iE'h'-L'dhxd]
- 1B — 0% « ¥ 1 0h,

(n) 53¢ demonstreasd folosimi (d) gi teorema de complefite-
dine sxtinsd.

{(f) Results din (e}, lufnd M= §. :

(g) Tinind seama da (@ ~)? . Wﬁdh 'lillﬂ'. rezul il
g —alp—Wi=s Wi-—?).

" Apliefind (f), rezultl
' = =t P pd
(k) Resultd din (gh
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poo= 154 -

Definiffs 2t Dack §y,..., ¢ € E, vom serie

I.. , .n i
= '\‘-1':'1 - {Ill{t"lv W'E}""" q}j}v I m :
P 2

o
AT = ey A @l pgd A o APy
1=1 '

PROPOZITIA 3: Pentru orice interprotars h: ¥ —= L, aven:
h }"-‘-ﬁ)' 1= exigtd 1€ {1,..,,n}, astfel Ineft
= h r'¢1: - 11-
P e "
.1 ,ﬁ;pl)- 1= h{ u;rl:l =1, pentru orice 1 = 1,,,,,n,
i=

Dencnstmiia scestel propozijil sste un aimplu exeroiiin,

PROPOZITIA A: Fie MALCE QLA E, Dack PUA = W, atunct
existd n N 5i Precess P 80, astiel Inctt

P I_'tulfli tl!ﬂ@.""‘ w}'

Desonsirsile. Conform Propeziited 1, (41), § 2, results o
pulbn presupuns S fintis.

Este deet suficient =4 demonstrim prin tnduc§ie mauprn  lui
m el peniru oriee a€N 3l pentru orice Pyraney Q-E!, dacd
FU{®y0ees 9, }i= ¥ atunet |

M= (q:lm.. A — ).

Pentrom = 1, docd F‘U{r.pl}l—iﬂ. din teoresa deduciiod re=
eul il M=y — W). Presupines afirsaiis adeviratd pentru m i

. peniry foate enunfurile. Dok PLSO. ..., @ =W, atunci spli-
eipd teorems deductie] Avenm { } Hl.} ;

FU{I_PI,... .,m.} I"""tw.‘_l — ‘up 1 -
Conform ipotesed inductied, svem

=

f.i:_
1
9
¥

4
=
Ié-
b

+ i " ] ]
o, s e P B ]

- 5 —— - L e F ]
T o P R Tk Py
. & ) ! . ST e

|- -

".l'q..ﬂ‘.'.-a.-

n
r- I:,ﬂ_qt —— (wml-—w*ﬂﬂ .
{sl ",

Yolosind Propoziiia 3 gi teorema de complotiludine se poate
dumonatra ¢l

B . o+l
Pasiasvz (e

Aplicind medus ponéms, se obiine

B+l
PRl =N
1=l -

. deol propristatea este verificatd gi pentru mel.
E@EEITLI 5t Foniru orice mul{ime ™ de enmiurl, umitoares-
e afirmaiil siot echivalente:
e (L) I este inconsiatentd.
(14) Existh n€N g1 Py,eess P EM, astfel inctt

m
=N\ g .
1=1 &5
Dsonsteatie: (1)ed (13) ¢ Presupmind ol Mests inoon-
oistentd, avem
: F—%aA3W, peatru orics YER.
b Cum ¢ ¢ute consistents, avem I £ §f, Conforn proposifiei
~precadente, existl nEN gl @yoeeny PLET ostfel Ineft
- l L
= /N g——=YAY,
11

fu ajutorel teoréel de complotituline, s6 poate arfits of

LS X
T, e R Tl e




i s -l E g e i T

e --.-i_l..ﬁ- .
mn ]
I-—L{‘; B =W AT '-ll]—-ﬁ T .

Aplicind modus ponems, rezultd I—"-:-"-npi.
1=l

resulth of [~ are w nodel f: V—=L,. Conform (11), existd

B - |
i=] i=1 '

? v )- e
(E'"’* deci.
?{{pll = 0, pantru orice i = I,.u.,0.

Aceasta contrazice faptul o& Preevealp €M i i f egte wn
sodol &l Iut .

§ 5

Pantru orice MCE, consistents, vom considera relafia bina-
™ ru. pe mul fimes B & enunfurilor, definitd In felul waldtor:

P =1 4-(1;-'——“.-_}.

Lema 1. i este o relajle de echivalenid pe K,

Demonstratia. Trebule s stabilim proprietffile urmiitocare:

() ri—(p——g)

(111) M= (g —=W)," — W= x)=r—(p—=x)

Pmpriluhl (1} regultd In baza Propositiel 2, § 2, Voa
demonstra, epre exemplu pe (111}, pe baga teoremei de complotitu-
dine exiined,

Fia f5 ¥ "-'-!.z-u interprotare astfel fnoft ?Eirll =1, pm-
ires oricayer, ﬁg{an teoremed de completitudine extinsdl aves
L PR R T T = e gew o LT S e e

- {i4) == (4). Presupmind prin sbeurd off " ests conaistanta,

- " !

(g ) g (W) deot
o= =1, Tw——vy) = 1.
Aplicind Propesifis 1, § 4, resulis
Hp)—=TW) =1, FWI—Fx) = 1,
de unde aven TL@) = T0W) s FOW) = Fix), dect T(g) = flx).

- 3 -
g Sar LTS R TIOET B

o » ! )

hgndar Flo )==TF(+) = 1, 44 unde se obfine ?Hp-—:h:&’t

Am ardtat ot M {g~——x), deal M—{g=—x),

Analog (dar mai simplu) se poate desgnstra gi {ii).
: Exercitius 58 me demonstreze sintactic proprietijile (11)
b el (140, 3

Lona 23 Peatru orlce 9, ¢, W,V EE, avent
i (a) '!"'-'1-""!'=""’-F""’r'|"""
(B o W, @ W= v Wy oap mr_'-lm\rfl
N te) mn-npmrumﬂu;wviwmr,w'ﬂul.
| ' _ Deponstratiet Folosind teorems de completitudin, totul se
- raduce la a ariita ofis 2
M =(g=—=¥)=r =0 g—1¥)
=g v == Wy ')
) R ?{ﬁﬁiﬂ-b = (pag =W aw')
r |=H¢n'| @)= (wnn 'H}]
rE=[evie)— @vau)]

Vom demgnstra, de exempln, pe ultima din mcesste relafii. ;
“Fie f1 V ~—+L, o interpretars oarecare. Atuncl aven

-‘:.r #([tov- 0)—(wv19)])
:  =(Flo)vAT () — (W) v T (W)

mizerh ks

§
a4
2 E—— o

— e e

s

A e

o g




dect =[Cg v @) —=(Wvw)] . Cu atit mat mult vom avear
r o= [{ova¢) —(wva9)].

' Demonatrarea celorlalie proprietd{i (fn aceeagl manierd)
* ests m exsroltlo otil.

Exerciiiy: 58 se dom o demonsiraiie sintacticd n moestol

_ Conpiderfis acwm mulfizea oft B 3""""1"' Conform celor do=
b leme procedente, fn B, putem dafinl urmfitoarele operatiis
v gy
Salda ﬁ

-w:.-lq:
e
o= GATD

Inm*

ITIA 1t B, este o algebrd Boole,
Lasim demonstrajie sovstet propesitil p2 asana eititornlul.

B. e numegls algebrn Lirdenteun-Tnrekl assciatd lut L gl
lud ™.

Definitla 1. Fie B o slgebrd Bocle oarecars gi I.f; #. Spu-

- Bem ok B gste alpebrn Honls 1iherd pensraid de X deck pentru orice

algebrd Boole B* gl pentru orice funstle i X —= B' sxigté wm ue
nie worfioe de elpgebre lools g B——8" ssifel Inoft glx) = £(x)
pentre orice 11, ! .

marfa.

FROPOZITIA 2. By oste ulpebra Boole Tiberd pemerats de V.

| Demonatratio:s Fle f: V —p' o Fumofie wrbifracd (2% fiind
-“ @ algebrd Boole). Tn mcelagi mod cu 1n Froposiffa 1, §'3 e orats

| ]‘. ._ ﬂ. exinlk o mjol fmtin ?‘I E—=0i" usifel Inztis

T i i "

Erereiftu: Orice dous algebre Boole generate de X sfnf fao-

. e i ' e —
e ] . o f [ . o -:-'I-.. -"i.':r'-f"-' e

Pl

ta) Tlv) = £(¥), pemtru orice vEV.

) Flhe) =¥ : |
() Tlo—w) =Flo)— T

@ Favy)=Fe) v Fou

(&) TlopaW) =%g) A TW)

) Flo=-4) « Fop)—Trw),

pentry orice @, % €K, Obeervin ¢ operaiiile din dreepta su loz

fn algobra Boole B', Emct ca in demonstrajia Proposiftel 2, & 35,

~ #e ponta arfitn of ?ﬁ ) = 1 pentru orice teoremd formall @ .

Mul{imea ¥V n variabilelor lui L-poate fi considernil sub-

* pulfins a Ini By prin fmclis injeotivd v b %. Vs trebul =2

N T.juﬂ

 probia cl

v =» §£%, pentruprice v, v'EV.

Intr-sdevhy, a5 prosupunes prin absurd i v £ v', dar
v, ndicE +—{v——=v").

Dact v £ ' atuncl putem ghsl o interpretare ht V—1L,

. astfel fnoft hiy) = o gi hiv'} = 1, deci hiv) # hiv'), Insth aves
o -:P (v —= '), deoi

'irf'r--"‘l'"] = 1,

hiw)=—=thiv') -f‘!*rl-—-'ﬁ{r'_‘} < Mivi——yn) IEL

S obiine de aiel hiv) = hiv'). Contradicils este wriden-

. $4, deci lmplicatle de mei aus este corectl.
Cu afutorul funoilel T3 B——B' de mal sus objines o fusc-

£ ll",‘“—'- . L

definith satfels




0 LT LR kit S [ o

e AL oo PRk el T R R RS
- 11: -

fig) = ¥{9), pentru orice pE,

Paptul cf definiila lui f nu depinde de representanii:

PV = Flp) = Tlw)
rim_nii-'l. aptlel:
Daca '-PMH'-F, stmal — (p—W), deci

Trg—w) =1,
Jin proprieilstea (f) deo msl sus 22 obiine
) —TFeW) = Flpg=—) =1
et Frg) = TW,

hplicizd propristiiile (a) - (f) de mal sus resulds  fme-
dint of fi Bo—=3' sslp wn norfion de elgebre Boole:

Pentru orice vEV, avem ,
%) = Tiv) =20,
Cu aceasts propozitie m foat compled demomstratd.

VATIE: In demonstraiis d¢ mal sue ¥ 51 v e-su iden-
lu’lv:nh.

PEOPOZITIA 3. Fie F oun filtru al algsbrei Li.nhn‘hnm-hrﬂi:i
B . Dmcd :
a=lJ @
Ser
atonel M- A gl Erﬁ ente igosorfd cu B,

Deponptratie. Reamintin ci ﬁ-utn clasa da éuﬁ!.'mlunﬂ a
Jul @EE In report ou relofia de echivalenis s Tantrn of aves
trel sul{imi 21t vom nota:

[#]p : clasa ds echivalents n lui & %4 raport ou i §

[ﬁ]n ¢ clasa de echivalenii a lul ¢ fn raport eu rv, 3
: ; .

- / A < ey -
el LM T T e b R T e Ry ...-Ei.

e
-4l -

[x]y + clasa de echivalenid a lul x € Boin raport ou

Eate evident ol a‘fﬁlp--ﬂ Am [;i_é' [e].

S arfitin toott of MCA: e 't

p :pET" =M=

=M= h

i

== (g—(9v19))
= (p=—= (v 0)) .
=4 ru. oV 9) *
-ﬂr'{lﬂp =[ovae]l =1
=2 {:p]r EF => pEA.

Pontru orice @,V € E, vom arfita o | ¥l
, (1], = [[41], == (o1, = 1Y, |
i  Avea itplmtiﬂn [ 3 .F
[te1., ] [01.], = (te),— 1) )er
= [e—=v] €7
=2 (u."H!_}Eﬂ
= [e], =[¥],
Apalop se demonstrenzt gi cealnlid implicatie.

Conforn celor demonstrate, putem sb conmiderim fumeiis in-
' i ’

‘:l al"‘ —— lﬂ,

([['ﬂ Eﬂ , pentru orice [[q]‘_} Elr'.’.
)¢ Late nﬂﬂamt faptul ci f ests surjectivd. De msemensa, re-
1t modint Jt fﬁhl ﬂ:l f este morfiss de aligebre Boole. Decl

i das ‘ﬂ‘u .-:_.I:.I'Il..-'-‘ _'Il.....'H.I"‘.:Hl 4



La I:‘_- - E'E J i s ik B LF ; 3 ] H o & ™ vt Ll e i T
[ —— . = W E a4 LS
s LY i

-z |

PROPOZITIA 4¢ Pentru orice algebrdl Boola A existfi m sistem
~ formal &l caleculului propozifienal gl o mulflme M de enunfjuri ale
~ lui L astfel incit A este izomorfd cuBn.

Demonstraiie. Considerfm limbajul formal L fn eare mulfimea
¥ a weriabilelor este A,

Pie f: V—= ) finctia identich. Conform Propositiei 2,exin-
t& un morfism de algebre Boole

-:I'"tliw—--.i.

: |

1. 5 se arate of urnitoarsle enunjuri sint teoreme ale sia- |
“tomulul formal L: R

1) pvy—"—p | &
(2) q—= pvQ d
(33  pvq——4qV?P i 3
{4  pvilgyre) — gqyipvrl ;
(51 g ——r) == {{pva) — (pvr)) . |
{(6) p—7pVvp : / .. |

astfel tneft
f* (8) = f{a) = &, pentru orice a€d.
Deci £ eate wn morfiss surjectiv, Dack

(7} pv7p 0
r-ur-{:anﬂr‘m-i} 61 e :
stunci A este isomorfs ew By/F (vesi Capitolul II, corolarul Prope- @ p—=9p—q . !
© sifiel 3, § 3, (1a) pvipvyg—=p!
Dact F"[H! [] 1tuscs oonfors proposifist procsdante it e j
By/p 01 B/, sint tsomorfe. Deoi A esie Lsomorfd ou B/, . iy p=lp—=g——u At Vo
ORSZRVATIE =y L P S (3 pwilgvr) — pvieval o
. Aceastd teoremd are o semnifica - deosebitd,n- 20 2
rétfad o tonte algebrels Hoole pot f1 objinute on algebre Linden- (14)  pvlgvr)l— (pvalvr

‘aum-Tarski. 151 tpvglve —— pvigvr) ¥ 7
18 (g1 — (pvg —rve) : 3
(17 lq—=r) —{gvp-=pVr ,.
s (g—=r) —=(gvp —=rvp . o
19 (pvip—a)) ——lp =) E
(%) (p—= lp-—g))—={p—=2q) 3
{2 lpval =719 B
(22)  pvae) =79 . | ".I
AT YN |'|'L"'...# T rﬂm"""-i Eauhﬂ:.lhnfdﬂ..ﬂ' m 4




i

3 iﬂ-;

q=—=(p =—pag)

(23) 1 (pve) —= (7 pvq)
(24) = (p=q)—=(p—=19q)

PAg—=0AP

(25) 7 (p=g)—ip ="1g) {43y  (panp) 3
(26) 5 (p—=gq) —(7p-=-g) {50) pAg—p .
(27} 1 (p—=gq) —= {g~=p) (51} pAg—1q 1

(52) (pAgq—r) — (p—I(g—1))

(53) (p—= (g—=r) — (pAg —=T)

{s4) ((p=glAalg—=—71) —=(p=r)

(55) Hq--rlhlp_--q]}—-{p--ﬂ

(%) (pAlp— a))—q '

(5T)  {pAg ——1) — (pAIr —="1g)

(58) pAqg—(p—3)

(58) (p—=—r) — (pAq —1)

(6o} (g—=—7)— (pAg —r1)

(61) ((p—=—a)Alp —=r1}) — (p—anr)
(62) (p-=q) — (pAT —qAT)

(63} (p—r)Alyg —0) — (pAg — rAsl
(64} ((p—r)Alg—a) — (pvq—rvs)
165)  (p=—=ql—— (1 p—1gq)

(66} (p=—=71q) lg—=="1p)

(671  (pAg—=ri=— ({paTr) —"1q)

(6a) (pAg=—="r)=— (AT —1p)

(69} p==3p

(To} p ql {g=—=pl

(71} [{p=—=g) Alg=—r)) —= (p==r1)
(12)  p=—=(pap)

Ty - il k 1 v | . (1T8E "= 11 T

(28) pvg—=(1p—gq)

(29) (Mp—=q) —pvyg

(30) “p-={(pvq—g)

(31} g—= (pvg—p)

(32) (p—q) — ({p —=1q) —=gq)
(33 (p==q) —= ({np=gl=0q)
(34) pve— {{p—q)—=q))
(35 pvg—{01 pugl—q)

(36)  (lp—=—q)={{p =g} —1p)
B/ (51} pvg—= (g —=(p —=q})

: (38) (p-=ql —= (qg—= pyq)

{38) (p=q) —= (pvavr —=qvr)

(40) pvq — (lpyvq-—=1)=pyr)

() lg=Ilr-—=s)) — (pvg —= {pyr—pyvel

(42) PVRVT —=(pvirves — pyaval

— e — T —— e
. =
-

_—
¥

W) tp = lg—~r)) =~[lp~tr—sa) = (p=(q =]
(44}  (pvq—=—pyr) — (pvg —r)

(48) (p=—=gq) — lp —g}) — {p=(g —=m))

(46) p—= (g— pAg)




p—(pvp '
(75 (pvg) == (gvp)

(99} (p==rg)— (p—=rll==lg —=7]

(lea)  (p=={p—=a))}=——Ip =g}

(16)  (pAIAT ——palaar) 2. 54 se demcmsbrese ursStosrele reguli de deducile.
r—lp —w)

(1) (pvgdve ——pyviqvr)
{1}
ruigpr—w

(78) (p==4q) — (pAT==gAT) . Py rguiw} S
: (2)

(19)  (p=—=gq) — fpvr —gqvr) rury—V
{Bo) (p==1IAlg=— 8) — (pAg=—=rvnn)
@©)  (p=—r)Alg—— 8) — (pvg——rva) £] ru{e. v} oAl

(820 (palgvell==(ipaq)v (par)) - 4 rufe} —oevv

(83) {pvithll'-ﬁ-_ﬂrvq}h{pvﬂl e2ak ru{;i@}':l-—-lli]!"g_{ﬂ_i'—'ﬂ"

B0 pmelpAlv (A7 Q) 1 54 ri=e

{85) p=={{pvaglalpviql)) ., (6) FU{‘F{%‘"} — W ru.{qﬂﬂ_} —¢

(86)  p==pvipag) E
aT) p==pAlpvy) - 0 ruie r.: L:IU :!— e

(88)  (p—=g) == ("pvyg)

®9) A (p— gmlpAg) : (8) rufrie} —e
1) I —=glem (pATW) . i PyUR; gAY

(92) {p —=g}==(py 4}

93  (p— gl==1{p —pAqg) i\ (10} %E.w

(94} I?*q]HEp— pAg) ! I 4 ot |

(950 1 o g By i) an Pi— v

(96 g — (p—=1pAq) Fl-klﬁ*W]lffq
OGN lp=—1p)—ip i S mur Y

B (pepe—p

P el ega Sa s B bl g ) el g A R e S



==

P g

.L—. = ‘_*‘—-'

Sykes

M avy ;r'g_u{qp} g Py U gl —»

(13)

3 B8 se demoneirese cll pentru orice enun{ @ axists
By Byyrens HHEI gl enumiurile qlu. agifel fncit

i
= =" At
== 1_14!:)

tnde fiecare ¥4 28te o variabil® proposzi{iopalf sau negnjia u-
nel variabile propozi{ionele pentru l<sm,j = By

4. Peniru orice enunt @ existy m, Aypeae s EX 51 enuntu-
rile @, sstfel fnoft

xS
P A ‘v‘-“u)
! t=1 =l

unde pentra orice l="m, =1, :pij vste o varlnbild propogliio-
nald sau negsiia unei variabile proposifionals,

5. 58 me arate, pentru orice mullime ) de enmniuri, of

‘#lnt schivalente afirmatiile uredicare:

{1}
(11)

L este conaiatenth,
Orice parte finitd a lul 2 este conaistents.

6. 58 se mrste demonsiralis of ariomsle (A 1) = (4 3} ale

siatesulul forsal al enlenlulod proposiitonal cint independente,

TR -
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CAPITOLUL 4

Sistemul formal al ealeululni predicatelor

- lor, este subiectul prezentulul capitol. In primul parmgraf este
" pregentatf construciis eistesului formal al ealeululul pradicate-
“lor gl propristEi{ile sale sintactios.

A1 doilee parsgraf trateasd algebra Lindenbaun-Tarski &
pistemului formnl &l caloululul predicatelor, care este o |1pl:rl
Boole obiinutd prin factorizarea muliisii formulelor printr-o re-

" lntie do schivalenid canonied. Proprietatils sintactics ale als-

tesulul formul se vor reflectn fn propristdii algebrice ale alge-
brat Ldndsnbam-Taraki,

Ultimul parsgraf al ecspitelulei definegie conceptul impor-
tant de model al waul snund 1 conjine demonstraiia leoremel de
pozplotitoding pentru calewlul predicatelor. Aceastd demonsire-
tig eate complet alpebricd, bazindp-se pe proprietafile algebred
Lindenbmm-Taraki gi pe teorems Rasiowa-Slkorski,

.' & "I..|:..dl i

. b

Un a1 doilea sisten formal, acela al caleulului predicate-

Do obicel ealeulul predicatelor este desvoliat pe basza cal-

eululul propoxijioosl la care se adaugl sziomsle specifice. M
preforat =i abordin scest capitol in alih manterd decit ces slee-
8f pantru eapitolul precedent, pentru s avea in fafd dood moduri
demonatraties wmul algebric, ca osl de falf, gi mul pealge-
bric, ca cel din eapitolul precedant.

Von remarcn of acest ultim paragraf eeta doar Inceputul uv-
il domeniv do mare setualitate al logieti! Teorls modelslor.

§ 1, SISTEMUL FORMAL AL CALCULULUI PREDICATELOR
Fie Ao funciie
N —=1

3 ]
W i i C R i |
A b il I -

B T [}

e
Hd'y -.""'.
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