FMI, Info, Anul 1
Logica matematica si computationala

Exercitii'

(1) Fie T o multime i A, B, X CTcu ANB=0si AU(B\ X)=BUX. Sa se arate ca
X =A.

(2) Fie A = {a,b,c,d} i R = {(a,b),(a,c),(c,d),(a,a),(b,a)} o relatie binara pe A. Care
este compunerea R o R? Care este inversa R~! a lui R? Care dintre relatiile R, R~', Ro R
poate fi relatia subiacenta unei functii de la A la A?

(3) Dati exemplu de familie de submultimi ale lui R, indexata, pe rand, dupa:
(i) N5
(i) Z;
(i) {2,3,4]}.
Determinati reuniunea si intersectia fiecarei familii date ca exemplu.

(4) Daca (A;);es este o familie de submultimi ale unei multimi X, aratati urmatoarele (legile
lui De Morgan):

(i) CXUZ’EI A= ﬂig Cx Ag;

(i) CxMies Ai = User Cx A
Definitia 1. O familie de multimi (A;);c; se numeste disjuncta daca pentru orice i,j € 1
cui#j avem A;NA; = 0.
(5) Fie (A;)iesr o familie de multimi. Pentru orice ¢ € I notam A} := {i} x A;. Sa se arate
ca Al ~ A; pentru orice i € [ si ca (A});er este o familie disjuncta de multimi.
(6) Dati exemple, pe rand, de relatii care:

(i) sunt reflexive si tranzitive, dar nu sunt simetrice;
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(ii) sunt reflexive si simetrice, dar nu sunt tranzitive;

(iii) sunt simetrice si tranzitive, dar nu sunt reflexive.

(7) Fie R C A x A o relatie descrisa in fiecare situatie de mai jos. Verificati, pe rand, daca
R este relatie de ordine partiala, stricta sau totala sau relatie de echivalenta.

(i) A=Ngi (a,b) € R daca si numai daca a | b.

)
(i) A=NxNsi (a,b)R(c,d) daca si numai daca a < b sau b < d.
(iii) A=Nsi (a,b) € R daca si numai daca b = a sau b = a + 1.

)

(iv) A este multimea tuturor cuvintelor in limba engleza si (a,b) € R daca si numai daca a
nu este mai lung ca b.
(8) Fie (A, <) o multime partial ordonata i ) # S C A. Atunci:
(i) Daca minimul lui S exista, atunci acesta este unic.
(ii) Orice minim (maxim) al lui S este element minimal (maximal).
(9) Fie D(n) ={d € N| d|n} si P(n) ={d € N| d|n, d# 1, d # n}.
Demonstrati ca (P(n),|) si (D(n),|) sunt multimi partial ordonate. Enumerati elementele

minimale, elementele maximale, minimul §i maximul (daca exista) pentru urmatoarele multimi:

P(12), P(32), P(72), D(72).



(10) Fie urmatoarele propozitii exprimate in limbaj natural:
(i) Merg in parc daca imi termin treaba si nu apare altceva.
(ii) Este necesar sa nu ploua ca sa putem observa stelele.
(iii) Treci examenul la logica numai daca intelegi subiectul.
(iv) Treci examenul la logica daca faci o prezentare de calitate.
Transpuneti-le in formule ale limbajului formal al logicii propozitionale.
(11) Sa se arate ca multimea Form, a formulelor logicii propozitionale, este numarabila.

(12) Sa se arate ca pentru orice formula ¢, numarul parantezelor deschise care apar in ¢
coincide cu numarul parantezelor inchise care apar in .

(13) Sa se dea o definitie recursiva a multimii variabilelor unei formule.
(14) Sa se demonstreze ca pentru orice xg, x1, x3, 4 din {0, 1} avem:
(1) ((.I'o — IE1) — LE()) — o — 1,

(i) (z3 = 24) = (x4 = x1) = (23 = 21)) = 1.

(15) Si se arate ci pentru orice e : V — {0, 1} si pentru orice formule ¢, 1 avem:
(i) felp V) = fol@)V fe(¥);
(i) felpAD) = felp) A fe(¥);
(iif) felp ¢ ) = felp) & fe(¥).

(16) Sa se gaseasca cate un model pentru fiecare din formulele:
(1) Vo — V2;

(i) vy A vz A —wy.

(17) Sa se demonstreze ca, pentru orice formula ¢,
(i) ¢ este tautologie daca si numai daca —¢ este nesatisfiabila.

(ii) ¢ este nesatisfiabila daca gi numai daca —¢ este tautologie.

(18) Sa se demonstreze ca, pentru orice formule ¢, 1,
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(i) ¥ F ¢ daca gi numai daca F ¢ — .

(ii) ¥ ~ ¢ daca gi numai daca F ¢ <> .

(19) Confirmati sau infirmati:
(i) pentru orice ¢, € Form, E ¢ A daca si numai daca F ¢ si F 9;

(ii) pentru orice ¢, 9 € Form, E ¢ V1 daca si numai daca F ¢ sau F 9.

(20) Aritati ci pentru orice ¢, 1, x € Form, avem:
(i) v FEe =
(i) (e = V)ANW = X)Ep = x;
(iii) ¢ = (¥ = x) ~ (e AY) = Xx;
(iv) @V (e Ah) ~ ;
(V) oA = x~ (0= x)V (¥ —=X);
)

(vi) F—p = (=0 = (¥ < @)).

(21) Sa se arate ca

{Uo, —vg VU1V UQ} F <U3 — ’UQ) V (_|U1 — Ug)

(22) Fie 'U{p, ¥} C Form. Sa se demonstreze:
(i) DacaT'E psi I'E ¢ — 9, atunci T' E 4.
(ii)) T'U{¢} F 9 daca si numai daca I' F ¢ — 1.
(iii) I' F ¢ A9 daca gi numai daca I' E ¢ si ' F 9.

(23) (Metoda reducerii la absurd)
Sa se arate ca pentru orice multime de formule I' si orice formule ¢, ¥,

FTUu{-v}k-(g—=p) = Tk

(24) Sa se arate ca pentru orice formule ¢, 1),



(1) {, v} F g
(i) F = = (¥ = »);
(iil) F -~ = ¢;

)

(iv) F o — =,

(25) (“Reciproca” axiomei 3)
Sa se arate ca pentru orice formule ¢, 1,

=) = (¢ = o).

(26) Sa se aduca urmatoarele formule la cele doua forme normale prin transformari sintactice:
(1) ((vo = v1) A1) = wp;
(i) (v1 V —wy) = (09 — v3).

(27) Sa se aduca formula ¢ = (vg — v1) — vy la cele doua forme normale trecandu-se prin
functia booleana asociata (i.e. metoda tabelului).

(28) Sa se testeze daca urmatoarele multimi de clauze sunt satisfiabile:

(1) {{_'U07 V1, ﬁvg}, {_'UQ7 _"Ul}7 {U07 UQ}? {,UO}a {'UQ}a {’U3}}’
(11) {{U()? Ul}y {_'Ula /02}7 {_‘UOJ Vg, U3}}‘
(29) Sa se determine multimea Res(Cy,Cy) in fiecare din urmatoarele cazuri:
(i) Cr:={v1, 704, 05}; Cp := {4, 05,06 };
(ii) Cy = {v3, 7wy, vs5}; Co i= {03, V1, V6, V4 };
(iii) Cy = {vy, w3}; Co := {vy, ~v2}.
(30) Derivati prin rezolutie clauza C := {vg, 7wy, v3} din multimea

S = {{U07 ’U4}7 {_'Ulv Vg, UU}7 {_'U47 Vo, Ul}v {_'UOa U3}}'



(31) Sa se deriveze prin rezolutie clauza C' := {—wy,v9} din forma clauzala a unei formule
in FNC echivalente semantic cu:

v := ((vg Avy) = v2) A (vg — v1)

(32) Sa se arate, folosind rezolutia, ca formula:
1= (vg Vv2) A (Vg = v1) A=y A (Vg — vg) A —w3 A (vg — v3)

este nesatisfiabila.

(33) Sa se ruleze algoritmul Davis-Putnam pentru intrarea:

{{_‘007 -y, UZ}) {_'U37 (%0 U4}7 {_‘/007 4, U5}7 {_‘U27 06}7 {_‘/057 /06}7 {_'Uo, U3}7 {UO}a {_'Uﬁ}}'



