CAPITOLUL 2

Algebre Boole

Teoris algebrelor Boole s-a afigout ca urmare a descoperi-
rit et fntre legile logicil gi mnumite legi mle saleulului a&lge=-

bric sxisis o perfect: anelogie. Aceasid du_gma;:triru gEie unanism
atrivaitd lul Ceorge Boole (An investigation into the lewa  of
thought, 1B54).

Dntre matematiclienll care sy edus-cemtribufil marl-In des-
yoliarea tooriel algebrelor Boole trebute menticnut In prioul rind
MiH. Stone pentru celsbrz sa teorenE de representare (The theory
of rapresentaticn for Soolesn algebrus, Trane, A.M.8:, 40, 1935,
p. 37 - 111) gi pemtry teoria dwalitéitii = algebrelor Boole(Appli-
extionn of the theory of Boolean rings to goneral topolegy,Trans.
RM.5., 41, 1937, p.375=431), De msesenta, A.Tarskl s objinul re-
gul tute remarcabile =411 ps linia algebrici o acestui domsnium,elt
sai ales pe linis leghturilor sale ou logica.,

Algetrele Boole constituie reflectarss algebrich a calou-
luiul propositional, fiind modelele algebrice ale caloululwl pro-
poeifionnl, Afirmsiis wa fi preclzaifl in capitolul urnbior prin
tesrems urmitoare: algebra Lindenbawn-Targkd a sistenulul forwal
sl galpululul propopitional estas o alpebri Boole. In Capitolul IV,
pelodele folosite pentru demonstirares ooppletitudinil  sistesulud
formal 8] culculului predicateler se vor baza In Intregime pe &l-
gebrale Boolé.

AstSsl, teoris slgebrelor boole oe prezinth ca un fragment
importent al slgebref, avind puternice comexiuni cu loglea, dar
fitnd un capitol de sine statfitor, siit prin reaultatele obiinute
in ‘interiorul efu cit gl pris eplicatiiile eale In topologie, &=
ealiszd, caleulul probabilitdillor, ete.
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Este notoriu fnsé faptul of cele mail spoctaculoase aplice~
i1 sle algebrelor Boole s-au objinut fn domeniul ealoulatoarelor
eleatronice gi el diselplinelor fnvecinate (vest [7] g1 [29] ).

Faragraful 1 al acestul capitel presintd o seris de proprie-

ta{l penersle ale latfcilor, care sint struoturl mai generals  de-
elt algebrels Boole, - Lo

In § 2 20 dau o serie de definitii legate de algebrele Bo-
ole, se studisad legiiurs cu inelele Boole, precum gi ofteva pro-
pristafl ale morfismelor 4# algebre Boole.

Congrosniele, filfrele gi slgebrele Boole cit foc oblsctul
paragralulel 3. Paragrafol 4 este foerts inportant, continind: tee-
rin ulirafiltrelor gi desonstratin teoremei lui Stoue.

Algebrele Boole finite gl produsele directe de algebre Boo-

le sint presentate In urmStoarsle doull paragrafe. In § 7 se  de-
monztreazt cl orice doul algebre Boole nunlirabile gl fird  -stomt
sint ivomorfe, iar In § 8 se demonstressi teorema Haslowa-Sikorski,

care va {i folositd In demonatrorea teoremel de completitudine a
lui GBdel (vexi Capitolul IV).

51, LATICI

In acest paragral wom siabili o serie de proprietiil gene-
rele ale laticilor gi ale latieilor distributive.

FPROPOZITIA 1. Intr-o latice osrecare L sint verificate ur-
mitoarsla proprietaii:
L]

(L) aAaws, aVa=s (1dempotenta)
(L) aAbebAs, aVbe=bVa  (conutativitate)

E131 (A BlAe =aAlb A o)
eV Bve =aviby el

(Lg) aAfaVh) =a, aviaAb) =a {absorbiie)

(apocintivitate)
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Desonatraiie. Aceste relafil sint inediate, pe basa defini-
fiet infinumului g1 supremwmului. Spre exemplu, =i srfités  of
s Afavh) = a, Conform definitisi infinumulul, va trebui si de-
monsirin ol

a8, asaVb

s=a, ssaVh=sxa A laVh)

So observi Insd ofk moeste relatli siplt evidente.
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feAablAn = aAinAab) = (aAg)lA b= anb
fanblAb = aAlbAR) = aAb.,

Gealnlts relafle resultl conform implicatiet
AR = %, EAb=x =2 zAlaAl) = (xAa)Ab = xAb = x
Voo mrita aoius cf ay'b este :m%mmu {h,b} .
a=aVh rezultd din {(Ly) ¢t aAlaVd) = & gl snelog pe dedu-

a9l b =avh
Beptul repult2 oonform implicagiilor:

Vouw stabill asus un rezulint cars aratd egalitidiile {Ll} -
'H.ﬂ caractarigeast o latice,

PROPOZLTIA 21 Fie Lo muliime pevidd carecare Ingesiratd
ow doul operatil Binara vV ; Acoasifel Inoit orvice slemente a.b,cEL
verifick egalitffile (Ly) - {L4} « Atunoi pe multimen L s ponte
defini o -relatie do ordine partialf = prin

as b ==aAb=a,

¥, by = aAr =8, BAT =b

= gz = LB.E‘-IVI =, bvz= (bAXIVI = x

= (aybA L « (avBIA(avE) = (aVBIA [av!hvﬂ] -
= lavb)a [laviivz] = svb=avb=m

aatfal In2ii oA b Crespectly a%/bl este dnficwmul (respgoiiv ap- Cu aceasts, demonetratis este tormipstd
¥ 2 1 =

_presunul) multisil {a, 'n} fo semsul ordinil astfel definits.

Demopstraiie. Verifiodm intii cf = eaie o relatie de or-
dine parjisld:

a=na regolifi din e Aa=2

Indicfn cititordlol sd pund In evidentl toste pungfals de-
monclrafiol In care am folosit relatiile {I.l.'l - (Ll

QBEEAVATIE. Reloiia de ordine din propozitia precedentd poa-
te fi definits in med echivalent si prim ‘

B = h=pvhsh, %
A

asb, bca=amaAd, bebAe=ne=bh

ash b==c=sa=aAb b=bhAce Intr-o latice aven i

=@ s aAbeaAlbAc) = (aAbIAC = ale - T a7 =>aATSRAT 5l aVIS VY

L

=axe ey, anh = xAnss yAD g VA TYD

Pentru & arfitas of a A b ests infimumul ool {imit {u,h} va
trabul off stabilim relafiiie:

EAD = 8, aAD=D
T, e b =% r= n AL,
Primels douf relajil resultsd din

Stabilires lor eate imedists.

Operatiile mei latici finite pot f1 desorise prin tabale.
Spre exesplu, In sul jimes

L= {o, 8, b 1}
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putem defini doull cpemiti de latice In felul urmdtor: L) = {1il). Mo s=<zVs resulild B
(xvrlde= (xvyinixve) = xvirAs)

Al e o b 1 Vioe a th ok
Sl ey i ! fii1}) ——-"-H-ti}. Fie a, b, o €L carecara, In ({11} focem x =m,
al o a o a £l & 'mi 2 1 Fi% (B By
bl ¢ & b B 5l % 1 b1 (av ) A (ave) = av [balavel] = ev[{avelan]
by b e 111 1 1.1 Panted fn (141) =8, ¥ = &, & = b results
b Ab)
Fie L,, L, doul laticl, 0 funciie f: Ll_"I'z st pmegte S (avelAb=aVle
aa
morfiom de latici dach 4 ric &
ARSI Ch S P Sy = g S av [tave) Ab} < uy [av (eAb]] = (avalvibae) = av(bAe)
fiz\y) = fixivily) Din inegalitdtile sizbilite mal mus obiinem
fixAy) = £{x)AL(y) tavhla favel= avibae) '
Uo morfism bijectiv de latiei f; L;L—“LE a8 pumegie lzocmor-
fiss de lntici. 5Se mai spune In scest cas of laticile L, T stnt Va fi suficient s stabilis inegalitates inversdl, care ssis
izomorfe, £ ! valabild in oried latloe:
Un element O al uwnel latici L ee oumegte slement prin  dach avibas = (aVil A lave)
8=, pentru orice xEL, wal, wn elesent ultim al loi L este de-
finit de: x= 1, pentru orics T€L, Mo a<avb gl a=save resultd
PROPOZITIA 2, Inir-o lstice L aint echivalante umitourele a = (avh)A(ave)
‘trei relajil Ds seesenea, din b= avh gl e =< eve, resultl
(1 )} (zAyIVizAz) = 2A(yVz), pentru orice z,7,3EL, bAe = {avh)Alayea)
(11 ¥ lxvyiAlzVe) = xVi{yAs}, pentro orics z,y,2EL, Din mceste doull inegalitdii se obiine, sonform dsfiniiiel
(411} (=zvyiAs=zViyAz), pentru orice x,y,8€L, sypremunulul, eract inegelitaten chutatd. Demonsirafia este termi-
paild,
mpnpiratiss LLi=>iil), Vom-ariite-of orioes slessuie _ Definitin 1. 0 latice L care satisfece una din condifiile
#,5,e €L serifich (11}, schivalente (1) - [§41) se nusegte latice distributivi,
dn (1) yom pime 2 = ayh, y=u, £ = ct Pie L o latice cu element prin o §i cu elesent oltin 1. Mo
laviblalavel = [(evbiaa) v [favelac] glement a €L eate un complesent al lul v dacs
= avflaviisg] (conform L,}
/ ; & - aAab =0 gt aVvh=l.
= av[iaacivivacel]  (eonform (1)) U s, i drend
= fn ‘u" h.ﬂnﬂv{hngj PROPOZITIA 4; Intr-o latice distributivd L oricé elesment
= ay (bAg) r {conform '_L#! poste avea cel oull un complement. L

Wl 1 1
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Dexonstiratiie. Presuponen of b, o sint doufl elemente ale lui
L care verifich epalitétile:

avb =1, &aAb=ao
ave =1, ahe =g .,

Atunci even
b= bAl = bAalave) = (baalvibAe) = aVibAe) = BAD.
Analog se aratd o ¢ = bivg, decl b= o,

Intr-¢ latice distributivd’ (cu element prim ¢ si cu element
eltim 1} L vom nota cu 7 & complementul wnui element a€ L.

PROFOZITIA 5. Presupunes off In laticea distributivd L, pen-
tru elesentels g gl b axistd “Ta ¢l Vb, Atunei existh gi 1{aAb),
T(avh) gi care sint dati de '

AlaAb) = Tay by Vavhl = 1anTh.

Demonatrafie: Conform Propoziilei 4, peatru verificarea pri-
mei relafil este suficient s arfilm ci

fanbl A [0V k) =0
faAbl Vv iavh) = 1.

Aceate relatil oo obiin astfali
aAblA (evk) = faabAaal VieAbA b = oo = 8
(aAab) v (avab) = (avravb) v (BVevh) = 1AL = 1.

Egulitatea a dous m propozitiel s¢ obiine In mod dual.

CBSERVATIE. Pentru cumosgteres In sdincime a problemelor
fundasentale ele teoriei leticilor, indicin urmEtoarele ciril de
referintds (. Birkhoff, Lettice theory, Asericsn Math. Soc., 1967,
fediiis a 111-a) gi O. Griitzer, latiice theory (First concepts and

distributive latiioes}, San Frenclsse, 1571.

lo eels ¢m ureeaeh vom nota

IVIVe = xv(yva)
o BAYAR = xA(YASR),
pantru orice eleamsnte x, 7, = ale wnei Intici L,

§ 2. ALGEBRE BOOLE, P ETATI GEVERALR
Dafinifin 1. O algebrd Boole este o latice digtributiva B

cu elemant prin O 41 ou element uitim 1, astfel fncft orles Ela=
ment x€0 are wn complement 1,

EXEMPLE (1), Multimea L, = {0,1} este o algebri Bools pen-
tru ordines naturalf:

o= 0, o], 1=1,
Uperajiile lui L, aint date de

i To=]
11 =,

(2) Muliimea &7 (I) & pirtilor usel mul tini mevide X eata
0 algebrd Boole In cdre relstls deo ondine = este inclupiunes C »

 Operatiile 1wt %X vor f1

AVE = ALJ8
AAB = ANB
TA = EI (Al.

pentru orice A, BESNK), @ aata slenent prin gi X este slemen-
tul ultis wl lut S7(X). Dach B, B' sint doull algebra Boole,atunct

un porfiss de algebrs Bogle eate o functiie f3 B —— B8 oare gatio=-

faoe proprieifijile ursfitoars, pentru arice x, v £ B2
flxvy) = fix)Vv fiy)

flzAx) = f(x)A f(y)
f{7x) =711(x)
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OBSERVATIE. (1) Orice morfiem de algebrs Boole f: B—=P'

verifichk relatiile:
flo) = o f£I1) = 1,

Cum B ﬂ f, atuncl eristd x E B, deci vom putes soriac

flo) = flxanz) = fixia1fix)l =0
fll) = flxynz) =iy izl =1

{2) Crice morfiem de algebra Boole sate o aplicatle izo-
tonf:
TE Yy =AYy =y =Tin) A fly) = fi3) = fix)= fiy).

In eale ce urmeazd von arfta ol mlgebre Boole sint echive-
lente cu o clnsfl de lnele comutative, mumite inele Boale.

Definitin 2. S5e pmmeste inel Boole orice ina]l uniter
(hy #, + , 0, 1} cu proprietaten ci

:.'2l = %, pentru orics rEd,

Lems 1, Pentru orice douf elemente x,y ale mui inel Boole
&, avem Felafilile:

T+ I =g
> Iy = y1 {comutativitate)
Dssonstrafis. Din

I«t-_'r-{:¢;JE-f:+yi{:+y}-tzrq+jl+r?n

=X+ Iy 4+ FLEY
rerul ta
Iy + ¥XI = o,

Figlpd » = x; &4 objloe ;2 * 12 = g, decl T+ X = g, Penlbru

erice sEL, von Bwves deci @ % £ =0, edicd 5 = - 5, luoind & ="2¥,
din relstis stabilitl mal sud ovem

Iy = = JX = §IL.

8T

Dxel A, A" eint dout inele Boole, atunci un morfipe do  i-
pele Bogls gz A —= A" este o funotie g: A—=—A' ocu proprieif-
tile urndtoare:

glzsy) = glz) + gly)
glx.y) = glz).gly)
gll) =1,

pentru orice x, y € A, Cu alte cuvinte, este wm morfiss de insle
mitare.

PROPOZITIA 1. Dacl A este mn inel Boole, atunci A poate fi
organisant ca o algebrd Boole F{A):

IV = I+ ¥+ I¥
IAY = x¥
M= x4l
o este elementul prim a1 Jult  FOA)
1 eate slementul ultim al lui F(A)
Ll Y D3Iy =X,
Livyie Demonstratie. Operajiile astfel definits verificd axiomels

H'.l]' - {L#] din § 1. Spre exemplu, =i aritém ol xvizAY) = 1,
pentru orice TEA,

:v{:hy}l-:4'-:;r+;;;r--.|:+:;+:Er-:+{:r¢:ji-x+u-ﬁ

conform Lemei 1. Deci F{A) ente o latice. Printr-umn calcul aimplu
st poate ariita ch F(A) sste distributivd gi o8

o= X, =], peniru orica xTEd.
54 ardtfim cf x + 1 verificd propristifile m.‘l._ge_:_l_t_ﬂui
IViT+1) mxexelexlzel) m2kel42° ¢+xmoslslmen)
=l+om=1l

Alx-+ 11-:{11.1}-:21-:-:4;:-11




- 58 -

FROPOZITIA 2. Deck B sete o algebrd Bools, atmel B poats
£1 organizatd ca un isel Bools G{B) punind

z+ 3= (xaamIvinzAy)

Z.y = IAY
pentru orice T, yEi. o gi 1 vor avea gemnificatia naturala,
Demonstratis este caleulatorie i o 1Rsfe pe peans citito-

'I"llﬂ-’.a-
PROPOZITIA 3. (i) Daef f3 4 —=A' gste uwn morfism de inele

‘Boole, stunci f este gi um sorfism de algebrs Bools f: FlA)—=—Fl')L

{11} Dacl gr B—=F' esle un morfimss de aigebre Boole, a-
tmei g este g1 wm morfism de inele Boole g2 G{a)—=G[R").

PROPOZITIA 4. Duch A ests un inel Bocle gi B-este algebri

‘Bople, atumel
(1) 4 gt GI{F(A)) coincid ea ineles Boole.

(11} B gi FIG(B)) coincid ea algebre Hoole.

Demoratratia celor douf propesifll sats un exercliiu util.
I.'n.l'.r-vn alpebrd Boole B se definegte operaila ds implicagie

L-—- T -ﬂlvﬂ I,yER
#i operefis de schivalenii booleanfis

g=ey= (3 —=yifly ——x), r,yE8

Sé ponte arfitn ch ¥ —=y = | duch gl numad dack x= y.
jceate douft ppera%ii au proprietiflle urnliticares
g =y ————y) =]
{x —= (g —=¥})—=(x —=3) =1
(g —=73) —=llyg—= g) —=(zg—=0x}] =1

[resey] —= (g —=y} = ]

{:-"T:—" {I_'-'lj'.l

(2w 3} —=((y x} (x ¥l =1
My —="1z) —=(z—=y) = 1

xY Fl=a (12 —=y) =1

fzA ) —==f12Vvayl = 1.

(T=ey) = Il 2=y,

Sk atabilim, de sxempln, proprietatea s doust

(x—= (x ) (x ¥ = e (X p) )V (x —= )
=T zvrzvyiviavy)

=A(Mavrviizvy) =1,

m In orice algebrd Boole B avem
(1 MMz ex

(14 ) IR y=STiyR 1

(114) Iy S=>TAT Yy =0,

mmonatratie
(4} Aezultd din mmicitates cowplesentuluit T xvx =1,
TZIAT = o,

(1) z<y =zAy=2 = 1xVly=T11="ly="x
A=z =128y l(conform ecelor demonstrate)

— g {eonfarm (1))
(1t1) EE Yy =S IATNF<FATIF =0 =D TATy =0

ATy =0 =03x = TAl = zﬂiywﬂnizhﬂuith‘;ﬂ
S=ix A yIVe = zAY

= L@ ¥

ln' morfioca do alpgebre Boole f: B —= B' e nomegies  imomor=

fisa ds sipsbre Bople docd sate bijeativ.
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OBSERVATIE. Compumersa a doul morfisme (respeciiv isomorfis-
me) de algebre Boole este fnch un morfism (respectiv, izomor{isa)
de wlgebre Boole. Penltru orice algebrd Poole B, apli'gi_n. IBIB"""B
gpte un izomorfism de algebre Boole.

FROPCZITIA 5. Fie ft B—=1' um morfism de algebre
Sint schivelente afirmaiiile urmBioare:

(1 )} f este Leomorfiem 3

{11 )} { este surjectiv gl pentru orics xz,yEB, avem
x5 y—=1{x) = {5} }

{111} f este inversabild gi 7! gate un morfism de algebre
Boole.

Demgnatratie (1) =5 {11). Awinfim cd orice morfism de alge-
bre Boole este o aplicafie lzotoni.

Boole.

sy = fix) < 1{y)

Presupunem f(z) = fly), deci:
fiz) = fly) = fix)ALly) = £ix) = flaay) = I{x) = zAY = 2
=S TET.
ie mplicat injectivitatea lui 1.
{11) == {1). Trebuie s avdifm cX £ ssis injeclivi:
fx) = £ly) = flx) < fly) gt £ly) = fix)
== IgqITHr=ey
=T=7.
f1) =»(1i1). Eote sufinient =R ariiin cd 1'1 gete moriiam
ds mlpebre Boole.
Fie y.7'ER" gl 1 = f':'[r]E B, ' = f.-l'.'r']'EH. Cum £ ‘epie
marfiom, rerulil:

flrywr') = fix) fixt)
Dar flz) = y, £(2") = y', dacl fixvx') = yvy", de e

prin splicires lut €70 rezultfs
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rlgava')) = rlyvy'), deet
l"]'!‘.r".-":r'l' = IVx' = f'lf,r}vf‘l'[r”ll

Analog se arsti cBE
I Hyax') = £ A 1 L)
Fliny «1et,

(444) =5 (1), Evidents.
Definitia 3. O submul {ime nevidd B' a unei algebre Boole B
se numegte subalpebrd Bools a lul B dach:

LYER' =1y yER' gl zAYER'
rER = 1 3ER",

OBSERVATIE. Dack B' ests cubslgebrd Bools a lul B, atunci
1EB:

Intr-adeviir, cum B' Jﬂ'. exisid xEB", deci:

L]
eEB gi

0= 2ATTZER; 1 = xvTIER'.,

PROPOZITIA 6. Dacl f: B—=DB' este un mor{im de algobre
Boole gi B este o subalgsbrd Boole s lui By, mtunci fflll sate o
subalgebrd Boole & lul B'. In paritcular, imngines £(B) a lui B
prin £ ssie o subalgebrd Boole a lui B'.

Deponatratis este imsdints.

DEBSERVATIE. Dacl f: B —= B" este un morfism de algebrs Bo-
ole injectiv ntuncl B eate izomorfd cu subulgebra Boole f(B) a lui
B'. .

Ekate wtll s obeervim cff un morfism de algebre Boole f:
B—= 05" verifict velafille:

flx —= 3} = f(x) —=1y]},

flireey) = fix) == fiy),

penkru orice 1, TEB:
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Exercitiy. Pentru ca funciia f: B B' s fiz morfiem o e AR S {id
de algebre Boole este necesar gi suficient cn o8 mvem

Xrufy X iyt = x A X! Ao yAY
fixvy) = fx)vely) , =, yEEB FAY

Irdy iy a5y

flzAay) = tixintlyy , =, yYEB
(1) = 1; flo) = 0. GBSEAVATIE: Dacd ~v oste o oongrueni ps B atunol . -
§ 3. FILTRE. ALGERAE BOOLE OLT. T e {{: ') (g ——3*) !
Definitin 1, Fie B o elgebrd Boole oarecare. 0 sobmul tine (2= 2"}t {y = ¥")
pevidi F o lul B se pumegte filiru, dach pentru orice x, FyEB avems PROPOZITIA 1. Filtrele wet algebre Boole B sint fn coress
{a} =YyEF = zAYET pondentl bijeciivd cu congrusnisle sale.
(b) 2€F, z<y ==yEF Demonatribios Flecirul filtru F &l lul B 11 asociem urmi-
Dual, un ideul I al lul B este o suboulfime nevidd T a lui tearea relatie binard pe B3 :
B peniru care: Xy ¥a=bx-—m=ylEL.
(a') x, yEI =% xvyel Acenstd relafle se poate porie echivalent
(¥*') . yel, <y = zEl . Teupyeslz——ylEF gl y —12)ER,
T1E: Pentru orice filtru P, IEF. Intr-adevir, splicim propristifile filtrolul gl x—=——73 =
Piltrels unsi algebre Boole B se pot pume in corsspondents = (2—yiAly —=2)s
bijectivd cu idealele sale. Un.u:l filtru F 1 s¢ seociazd idealul (T P EF ap (R —oiy) Ny =) C . s (lonr) P
‘ 1y = {x€B |ax=r}), (1=e7y)EF, (1=—yI<{t ——y) = (z —=F)EF
tar & idealului I 1 se nsociasd filtrul. £l inatie
¥y = {yEB |0 7EL}. (g=e—ylEP =2 (y—2)EF,
Se observii ou ugurini oA fumefiile Fr—=I, gi 1—F Vom arfits cf ~up este o relafle de ochivalenid:
gint inverse uns celeilalte. X rdpx i decarsce (x——x] = 1€F,
Conform mcestel observaiil, vom studis mmai filtrele mnel x rip y=b (2emy) EF =3 (y==2)EF =5 y rup %,

algebrs Boole. Pentru ideals, proprietiftile reapsctive se vor &

nunia prin guslizars.

Definitia 2. Fie B o algebr Boole. O relafle de  echivs-
1tni8 ~s pe B =0 numcgle copgruenid dacd =% (z=my) A (y——2]EF

foloaind egalitetes evidentf (x—w=73) = (F=—x).
T g ¥, ¥ gy 8 =2(x—ylET gl (y=——=1n)EF




-E-l-*

_ (=gl ALy —z)A (2'— 7' A (F'—1x")
Tzve = IxVIiTATIYIVE

. = | (zvey— (yvy' Al vy') —{zvz!)
= {(rzvyvelalrzyvayvel = Cravyl Al yvel, [ ] [ ]

adicé

| ... | -hﬂi AVER
! (x—=1z) 2 (x—=y) Aly —=z=}

ey O ey ) o L i}—---l?v ).
{;
r In mod asalog obiines

Va resulta E:v:l-——— {x"v :".'!] EF, daoi :?!mrlﬁw ¥yt

(s—13) = (g —=71I Aly —3l. Presupunen acum of X evp ¥, decl (MxVylal{dyval =
Pin ultimile doud relsflil se obfime = (g=—=y)EF, de unde resultd
{z—=s)Als —1) 2 (z—=FlAly—z) Ale—=F) A ly—1 ' (x=eny) = vy Afyyvor) = (ovaydadlyyaz) =
BRUY ! = (x=—eyIEL
m 1——F= (x—=3) A [y —ulEF Agadar am arktst of Tz rpTIY.

Bogults (x——g)SF, decl T ~up 1,
Helagln Jﬁn echivalen{ll rup sate o congruentd:

] Fie x rap ¥ gi ::'m,. v'. Cenform oslor aritats, T x rp 1Y
ot r-...-F—l:r'. deci

X rg Y vz ap y VY (xvx’) mip (Txvay")
5 S AT np 7 A Y : TlzAz!) oy 1 (pAyt)
S B Din sceasta ao obiine1{xAx") .-..«,'11{3!'.;'], adiod
Presupunind ob ¥ ~p ¥, X' A ¥, bven (xemp)EF, I AxTass S ectata, an ALY BK oy 6O, 0 SERREIAL
(2'—— y'JEF, deci (f=w ylA(x' ==y JEF. ciproc, wnel congruente ~ {1 aspolem filtrul
(E—=F)A Iz —=y') = (VA G VA< Intr-sdevir, T sote f1ltrm :
=(avrve A ety rvet) = ezt (yvy') = 1, ET =2 xrul, vl => sAyrolAl =
s zve)viyvy') = (V') —=(yvy") = gApral =5 TAFET
gl mnelog =
- - Ty, IEF = IVy =7, 2l
g~ (y——x)A [y —=1'} = {yvy') —(zv1')

=% y=xyYyralVy =1l (pentrucl youyl

']l B Din aceste dool inepnlitdil resultfis . :Ehf".
Obaervim ca F f @, decarscs 1v1 = 1€7.
.

" ! [
oL e B - i



E_J “‘ -
Dacd S, sote nulyimes filtrelor lui B gi Fp este  mul-
fimes congruentelor lul B, atunci considerim mplicatiile @

QT —F ¥ ¢ ‘F!--EE definite matfel:

@ (F) wrup, pentru orice ?EEIE ;
¥ (rv)m T pentry orice ~v din Fy.
Vom arfita ¢& @, y sint iaverse una celeilalte:
wiD(¥) = F
b Ly lrul)e o
Intr-ndeviir, avem relefiile:
WIDIF) = frlrugd = {x]| 2 rup 1}
= {z]lz—=1)EP} -
- {:I rEF} = F,
decarece (x=—1} « {(Tavi)Alovx) = 1AXx = 2
Feniru stabilires celeilalte relagii, observim o2 (Y (~u)l=
= AR, deci
T nay y = (x==y)EF

Dach (x——— :}E?. stunel (x—e=yi€¥ gl {y—=1) e¥. Con-
form propristltilor congruentelor avem:

(x—=y)EF =xVym~vl
= fMrvylAazeal Ax
= Eaz)vizaylor
== IAT~I
5l snulog

'.']'—i-ﬂE? = TAYraY
Mn IATA I, TAYrwy, Tezulil 2wy Agedar n rezultat

IvF Y =Py

L

'Ilpj.prw.
Lrsy =2 (X ¥) ou (F e y) =2 (e y sl h—-—-:.‘rE’?q-:m T

decarecs y——y = (M yvyl =1,
An arfitat ci
T AgreIvg,
adich @ (Y (~u)) =ru. Demonstratis sste Incheistd,

Fie F un filtra In algebra Boole B, Consideriia mulfimes
eft B/ ~ip Inseatratd cu operaiiile

40 ﬁ
£ = ﬁ

98 = 13
]iﬂﬂl-llllnﬁllnﬂt-r

Conform proprietftilor congrueniel, sceste definitii pu de-
pind de representanfis

L (xvy) ~op (23"
r-urr' (xAy) ooy (x"Ay')

I rup ' =="ix ﬂ-l.'ll'

PROPOZITIA 2. Multimea !-.i"r = B/rup Ingestrath cu opersiiile
de mai sus este o algebrd Boole.

Demonstratiat Direct din definifia operafiilor lul B, gt
din proprietdtile de algebrd Boole ale lui B,
Byp =0 numegte slgebra Boole oft a lui B prin filtrul F.
S¢ ponte arfita off surjectis canonicl p: B '—-Iﬂ. definita-
dupl oum gtim: x T, este un morfisn de algebre Boole.
ZITIA 3. Fie f1 B—=B' un morfism de algebre Boole.




= Sy o =

W 1 A v 1

i f —= : '.'::' i | y ! N -'l"-%'

(a) ¥, ={2€8 [#(x) = 1} este uw filtru al lui B.

{b) f este injectivl &==5F, = {1} <= {x |1(x) = o}={a}.

fe) £(B) este o subalgebri Bools a lui B' icomorfl cu ﬁ,fr
t

2 sate w morfim de algebre Booles
BV = gEVY) = Tavy) = 2V ) = g v
dnalog ae arstf o

g2AT) = gDARY): gD -'1:':11.
E esta injectivd:

Conform (b), este muficient =i arftis cd r- ﬁ}

1€F =5 () = 1=>12(x) w L=>zEP,

= (x==1) = :Erlﬁ: ~p, 1=s3a1

Demonsiraties (a) Py are proprietifile filbruluis
LYEF, =sflzAy) » fixiAfly) = 1ALl = 1= TAYEF,.
sy, 2EF, =1 » flz) < £y} => £ly) = 1= yEF,.
fi1) = 1 =>1EF,=>F, 4 .

(b) Presupunea f injectivi. lmplicajiile

xEF, =>1lz) = 1m fill=px=1 ummﬂr-c{'i'}- ““‘rg"ﬁ}' -
b re dau incluziunea Fy c{1}. Cealalts inclusiune ente evidentd. : q g eate In mod evident gi surjectivét pentru orice 7= ]iﬂEf{'}.
| Dact 7, .{1} - Aansl e aven elemsntul EEB” pentro care
fix) » £ly)=>flxvy) = flx)viflyd =1 g(T} = flx) =y,
= IViy=1 : I .
- Corolart Ducd f: B—=B' este wm morfiss surjeciiv da al-
=5 TIAY =z Ay =0 getre Hoole, mtuncl B' esie lmrﬂnl}"r.
= yaS X :
§ 4.

Annleg ne ardatd cl

fix) = fly) => <y, 5“?‘“1 l-ﬂll“i Fl'ﬂal‘ﬂf este do-a demonstra of m

gecl x = y. An demonstral ol f este injectivil. Conlaltl échivalentll 5 h:lll " lﬂ 5
o tm loe ocent
: idenii.
eute avide . In teoris :lgu'nrllur doole ai are importants aplicefil In logicH,
(e) Consideram aplicatia g: Ba"?,——f{'ﬂ-} definit amtfolr oaleulul probabilits{iler (vesi [6]), In topologie ets. Instru=
; ‘mentul principal folosit In demonstratis acestei 'ﬁ-ln-!.'lll ™m 1

concepiul de ulirafiltru.
~ Fie B o algebra Boole, fizatd pentru intreg parsgraful, Un
filtry Fal lul B este propriu dacl F & B.

QBSANVATIE. P este propriu <=>o @

glI) = flz}EL(B), pentru orice 'EEP.l.f.'Pf.

befinitin 1yl g nu depinde de reprexentantis:
LAk y = !:t——---,'rllE!'1I
== (g} ==1l3]) = {{1ee7) = ]
=o 1{z) = fiy)

l""."' Lo F

K LT ; 1i |l . -
flber ¥ttt e AR (o n (G aiel (hre SRl (&0, g st




=-=i.1a—=l'-=+=-.--=—_7__‘.
L} ﬁ - :
PROPOZITIA 1. Ducl (F,), oy #ste o familde ds filtre ale
lui B, stumoi f"ﬁ?i este un filtru al lui B,
1€l
Demopstraile: I,j‘E{.‘\H?iihj‘E?i, pentra orioe i€1
= IAYE ri,plntru erice 1E1

=>TAYEL N\
iel

dnalog se stobilegte g1 cemialtd propristate din definifia
poud filiru.

Dafinifin 1. Dacl X eate o suboulfime, stunei filtrul geps-
ut de I sste intersectia tuturor filtrelor ce includ pe Xt

{7 | F f11tru, ACF)

Filtrul generst da X v& fi notat €X).
ERCPOZITIA 3. Dacl X # #, stunci
(1} = {yEB| exists B % E X, astfel fmoit I:lhuu"".tn-ﬂ‘_;]}

UDsmonniratiet Pacd !'n eate muliimen din dreapis, va itrebul
ok aritlm ci *

(i) F, eate filtru

{11) ICFE

{111} Pentiru orice filtru P al lui B, avem
LCF =5 P CY.

lnca i
Ty ¥ EF,, stuncl existl

lll-r--l.EI H-i- -"1|-||r|lnEI
asifel Incit _
Ilﬂ lilﬂ.’l{ ,1E=lﬁtl! ﬁl‘ni,g

BezultE
Ilﬂl-lliﬁl:. -f"l-tlﬂ LR ﬂlﬂ_ﬁ,lﬂ J:‘l

=T1 =
deci nh KRE ?n' Analog se uratdl ofis

N=Tn 1 = 1,67,
deci Pn ente Tiltru.

Froprietates (11) este evidentt. Presupimes acus ot F oaia
wn filtru astfel tnelt ACF, dect '

}'Ern = axioth :IE-E"IE-EI' :lhlll-lﬁl.:nir
== pEiatd I)fess AX EF, A e ﬂ:n-'é'; ¥
== y&F,
coea ce araild o !'uC: F. Propoziiis este demonstrats.

Fle &7 (B) multines filtrelor proprii sls lui B, 5F(BE) sate
o wul{ize pariial ordonati In report cu imelusiunes C.

Definitia 23 Un element maximal al mulfimiy part.al orde-
nate (ZF(B), C) se mmegts yltrafiltru.

Cu alte cuvinte, un ultrafiltru este un filtru propriun. F
al lul B eu propriststes cf pentru orice filtrn propria P, avem

FCH == FaP'.

FRIPOZITIA 3, Pentru orice filtro propriu ¥ exisil w ul-
trafiliry ¥, astfsl Inolt FCF .

Demonstratis. Fie L. auljinsa filtrelor proprii ale lul &
e fnolud pa P,

Lw{r| P filtra propriu gt O

Com FCF , avem FEL , daci I 4 ¢, Considerfn mul{ines
purtial ordonatd (L, C). Vom arita cf (L,C) ests inductiva,Pen-
iru scesatn, fie [Ft]iEI o femilis total ordonatd de filtre din
Li

pentru orice 1,iE1, li"i-I::!'_,f BET 1":'!:?1.

Demonatrim of fumilia {!1)”5 q adnits un majorent,

Fia F' = ;EL,___,;;FE. Atunci F' eate filtru:




=
,YEFP' == 3 .4,JE€1, astfel Incit lE!pIE'r ;
Presupunind, de exeaplu, I’FFJ, recul té :,!El’j, decl
I‘J'Erj. Se deduce o Iﬁ!ElEt;:rl = F'.

Analog se stabilegie coalalill propristate din definitia fil-
trului, Observia & PCF', dect F'EL., Insi

l'il:l". pentru orice L1,

geal F' esteo un msjorant al familiel totsl ordonate P e Aga-
dar (L,C) este inductiva,

Apiicind pxicma lul Zorn, rexultd existenia wnui alement
maxime]l al Jui fE,l: )y adich s mnuol ulirafiltru rn:rr.

QBSERVATIE. Este primul =rsmplu in cars sm folosit explicit
aripmn lul Zarn. : :

Corclar: Duell x o o, atunci existfl un ultrafiltru F, astfel
fnoft 2€F_, By -

Demonstratie: P = {358 | x<y} este un filtru propriv allus
B.

Definitis 3. Un filtru propeiu F al ‘lul B se nusegle prim
daclis

VyEF = xEF pa yEF,

Teorema ursfitoars carzoterizeazd ulirafiltrele slgebrai
Boole B, .

PROPORITIA 4, Fie F un filtru propriv al Juf B. Sint echiva-
lTente umEtoarele afirmntii:

i) F onts ulirafiltru;

(14) F aste filiru prim;

(418}  Pentrn orice €8, aver 1€F si12ER

{1V} Kgwbrs Boale aft Bp eaté Leomorfd cu Ly = {e,1}.

-T}.ﬂ

Demonstratie (1) = {11). Presupunem prin sbosurd c& F  nu
sate prim, desi existd x, yEB, astfel fncfi xv *‘F, dar g &F,
y#F, Atumei [

P QU xP=>(FU{z]) = B=> o0& (PU{x} )
gl analog nE{PU{&} )a :

Aplicind propozifia 2, din o€ (FU{x} } se deduce sxistenta
mul element a€F, astfel fncit anx =0, deol anx = 0. Analog,
exisld DEF,; astfel fnoli bAy = 0. Hemulil

p=(aAxiyvibAy) = {aub}lninwi)ﬂ{:vb]'ﬂh?rl
Insll di loglil
B norelag 115 avky
a€EF, =¥ =2 aVvLEP
sEF, sy = avy=F
BEF;, b=xvb =2 zVLEF

v yEFR
st obiing

faviialavyl Alzvbla(zvylEF,

decl o €F, ceea oe contragice faptul o F eate propriv. Deel F
gete propRdd 1’""""’"
{11) = (111) Nin xv1x = 1EF, resulti T EF gan 1xEF.
(111} = (4V) Aplieafis §: B—=L,, definita astfel:

1; dach TET
0, daci x&F
gite wm worficm de algebre Boole. Inir-adavdr, avem

f(x) =

flxay) = 1=>2AYEF

2=5 yEF gl yEF (F sate filtru)
a=ofiz) =1 gt fiy) = 1,

deci flzay) = £{z)Afly), peniru orice x,yEB.

i i R ——_
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De wsemoneat
fl‘ilﬂ = =% 13 EF
<= 3¢F
— f(x) =0
=) =1,
ds mnde rezulth f{7xz)} =71 f(x), pentru orics x,yE€8.

Cuw 1EF, aven £{1) = 1, Din o &P, resultd #lo) = 0. Pentru
orice I, vEH, "ou avea

{oonform {111)).

fizyr) = Hialazayl) = af{n ) =G XA L0 7))=
-wi-rftﬂ.rm."fyl'} = fix)y iy}

decl f este morfiem de algebrs Boole. -

Cum £(1) = 1, flo) = o, £ este surjectiv. Aplicind corgla-
rul Propozitiel 2,63, rerulid cA af_, gate izomorfd cu LE.
I

M #
Fp={z€B|lx) = 1}

-{2EB | xEF}= T,
deni !'Jr gl L2 aint izomorfe,

(¥, =>{§}. Fis f= lil.-fﬁ.—"-ln2 un izomorfism de algebre Bo-
gle. Presupunem prin abaurd o2 F nu esie propriv, deci oEF. Cwm
{(o=—=1} = oEF, rosulii o rug 1, deet

%=1, dn avea £(5) = Ti1}, dect o = 1 tn nlgebra Boole
{e,1} ceen ce aste absurd, Deci P este propriu,

Presupunes cf #riotd un filivu praprin P, asifal Inglf
r (i._‘ F'. Me xE€EF =T,

Duck £(%) = 1 = £(1), ntunct ¥ = 7, deat
I s [r=a=01ETF,

coes oe este o comtradiciis. Agedar £(2) = o = £(8), dech § = &,
Hexul 18

Tygry

Az = (z=—wpg)EFCH

Mn x€F', Mz EF 38 obiine 0 = :.n'lrEr: ceen o8 &r {1
in contradictie cu faptul ci P ests propriuv. Decl F este ultrafil-
tru. H

Sintem acum fn mfsurd sf demonstrim teorems de '
tare & lul Stone.

FROPOZITIA 5 (Stone). Pantru orice alpabrd Boole B, sxietd
& mulfime novidd X sl wn morfism de algebre Boole injectiv
i B —=—25" (1),

Demonstrafie. Vom nota ou X multimea ultrafiltrelor 1lut B
gl ou 2 B—=2"(1), functis definith astfels

fix) = {FEX |xEP}
Pentru orice x, yEB, suvém schivalentele:

represen-

FEf{zvy) == 2V yEP
w=p 2EF sau yEF
== Fef(x) nau FEL(y)
—==Fef(xlufly)
FEflxAF) s> xAYEFR .
—> 1EF gl yEF
= Fcf(x) g1 FET(y)
==PEfiziNily)
FEtin ) < 1xEF
=>3EF
== Fefix)
s=rel, 2
Am griitat deol ch

(F oste prim)

(F egte filtrmd

{Proposifia 3, (11)




fzvy) = HDULG)
fixay) = £{x)N{(y)
etz = (oot

Pentri o arita cf f esie injectiivd, vom proba o Ff - {1}
{vezi Proposiiin 5, (b}, & 3)Fresupmen f{x) = X, deal £({1xi=f.

Gmch x # 1, stonol 712 # 0. dplicind corolarul  Propozi-
piet 5 resulifl wn ultrafiliru F astfel incit 3 xE&F, deoi
FEf(2) = @, cesa oo eate o contradiotie. Agadar x = 1,

OREEEVATIE: Tooreme lui Sione 'ss poats soimia gi esifell

siirice mlpebrdl Doole B este fmomorfd eu o :uhl.lgghri EM!,I n unel
aigebre Boole de forma S"(X)".

§ 5. ALGMERY BOOLE FINITE

Definitin 1. Fie B o algebrs Boole. T ﬁlm'ﬂni-i-E;[:u nu-
wepts atom dsci x £ o 31 dnck pentru orice yEB, aver ixplicatia
O YSI=Dy =0 LY =X

Algebrs Bocla B se pumagte gionicd dacil pentru orice xE€B
diferit de o existll un alon o, astfel Incit s=1x. B 58 nmmagte
Jird sioml dach nu are nlol waoeion.

Exemplu: lntr-¢ algebri Boole de forma F{l}. orion par-
itz gz forme {:} « TEX sate vm aton,.

& Rotimmea da stom ne wve fi necesarfi fn caracterizarea algo-
brelor Booln finite. o
FROPOZITIA 1. Orice algebrd Bosle finith este stomicd,

Demonzireiie. Fle B o algebrf Boole £inii4 care no ssta -
tomick, decil existh LT EI:, ny ¥ o gl peniru care nu existd nicl
m alol g .

Construim prin inducile un gir strict deserescAtsr

..:'il_:l-ili} %:l' e o= By

Er-a

Intradevir, presupming off n, 8] > eee >4, stumol szie-
th &, cu propristatea ol B> Ay >0 (daed nu ar exista nisi
un element a4 ou scessid proprietats, ar resulia of 8, eate
atom gl 8 <@, ceen ce contrasice ipotesa fRcutd), Dar existents
girulul sirict descrascétor B 8> s> R, > .00 coniranice
faptol od B este finitl. Doci 'B este atomica.

PROPOZITIA 2. Dack B eote o algebrd Boole finiid ou o steml
ByyeaeyBy, lunol B ests lsomorfd cu .ﬁ“{{ﬁl,....qn}].

Domonatraties Fle A= {31.....aﬁ}. Conaiderim funoils
f: B=—=_S"(L) definita de

f(x) = {lEl.E a=z}, pentru orice xE8,

Ardifm of
fixvyl = f{xiUtly).

Inclogiumes fix)Uf({y)CLixvy) aate avidentsis
aEf{z)Ufly) =sa< 1 mau asy =S aszvy==aEfizvy)

Fréesupenind prin abaurd off inclusjunes cealsltfl mu ars loc,
va extate o E€flxvy) sl s@E(x), a€fir). Atumci avem s r,asy,

decl a A X<m, aAT2

Cuzm g este atom, resulid anx = o gi any = o, dect

aAlxviyl = (aAziviany) =0

Din aEf{zvy) resulth a=<zvy, decl aAlzvy) = a. ir re-
sulin o =0y ceed o8 coatrazice faptol of & este atom. Decl gl in-
aluzivnes cealnltd eate adeviirats.

Vom stabill acum egalitatos flxAy) = flx)n f-I.";r.'!l
sEf{zAY) SR =EIAY
guba=1x 3l ey (confors definifiel infimu-
muluil)
a=aE=f(x) pl aSiy)
= aEf{x)N {{y)
Aven gt ralafiile:

.,
SENE el - -
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f(o) = & ¢ deoarece nu existld nicl wn atom n astfel fnelft
=
£{1) =A t decarsce =1, psntri orice a€Al.

in demonatrat ok f sote morfism de algebre Boole.
Paptru & arfitn of § eate Injectiv aste sulicient i eritdm

flz}) al=px =1
(s8u, schivalent,
fiz) =f=> 1 =g

Presupunind 1 £ o, atumel, B fiind atooicd, existd a€A
goifel fncitl a1, devi aEf(x). Cu alte cuvints, x J o=f(x)¥.

& rimes sf prAifn surjectivitates lui f. Fie XCA, dock X

grz formm Lks =
=1k £ ]

T

:h{llll.,,? Ei‘k}l lﬂll{b-l 'ﬂ::lki?-l - -
othn T =mn, YV oo V ..'qurl‘i'l-i.ldﬁﬂll'-li 7
4 iy = '
n.'l..l! .11ﬂ I.'- (Y ....ik'i: l T!Iﬂﬂ EJ-IE f{Ihn-. 'ﬁftt}l
doel XCTI(z), Presupunind aS{{x), avem 5=z, decl

=AY m[ailv LR ltk] . [m n,_l)v v(m:i;}

Existd un indice JE{il,.,..i_.k] - l;'n-fa__-_ﬂ__' ﬁﬁ:%’_’n.ﬂ;ii 0,
Alifel, ws aven ] =)

lﬂlll =y n..ﬂnit_- o= a=o0 (abeurd)
Cum a, & sint atond, results a = &, Intreadevir, decd
ud Ay B3 aves o<<m A 8,<n, oceea ce contrazice faptul of a este -

atom. Agadar & = rjEl, cees ce sinbilegte fnclusiunea II{'.i'.'.lle 9

In conclusie, f este un izomorfise.

PHOPOZITIA 3. Pentru orice algebrd Bools B, sint schivalen-
te afirmajiile: . -

. L £ i
— i o

L e
- -ﬁ-
B esta atomicd.

{11} Pentru orice o8B, avenm

s -\.-""'{: |x<a, x aton al lui l}

Deponatratis (1) =-{i1). Fies a €8, Ests svidenl ol a estis
m mejorant ol familiei
I~{zjz<e, zatomal lut B}.
Presupunens o b ests un-slt mnjorent al aceptel familil,
Dect &< b, atunoi AT f 0, 2ok existE mn aton ¥ o X< aAh.
Aunci 2=a, degl xE I'.. de unde resultd ck z=<b. &a objinut
contradictia T =bATh = 0; deal a=5.

Am ur@itat of a eale o=l mai mic majorant al lui I- i

(11) ==(1). Evident. ¢

Gorolar. Dacd B eate atomic® gi are wm mumfir finit de atomi,
gtunoi Boepte finiid,

Demonstratle. Conform propomiyisi precsdente, orice olememt
gER este supremumn] wuliisii ll i ntomiior = &, Din ipolesd re-
pulif o Iﬂ agte totdeauns o sulmuliime & mmai sulfjiml finite,
decl B epte Tinitd,

Sxarcifiu. Fie A, B doull algebre Boole finite. Atunci A, B
gint idomerfe 8acd gl oomsl dack esrd A = card B,

Indioatiss Se splich Proposifia 2.

& Dach ﬂiliEI agate o Tamilis de mlgebre Boole, atuncl pro-
dusul cartezlian EBL podts f1 Ingestrat ou uredtoarele operaiii:
7

(e VY (Tser = (Y r)ier
(xie1 M ()ier = (32 7)) er
Txdiet = (g)ier-

e i (2

o T T o




-
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Intr-aievdyr, avem:

Cemnidertim In .':gla" ¢lemuntele U gi 1 definite da:

flxvy) = (!L{tvﬂ]iEl - {fﬂﬂ”fﬁﬂ}m; -

0= h!.]‘LEI' eu = nEBl, pentru orice 1€l

1= (xdyeq suzy = lEﬂi, pentru orice 1 &I,

k5
=

T

§
li
I'l
(£ e vV{f o) eg = VG, i
4

Besultatul wrolitor sratl i .F'l'!l]‘.l.u-ﬂ'ltl.l 2 paracterizeasd pro=-

FROPOZITIA 1 TT13‘ este o algebrd Boole fath de operafiile
=1+ -
dupul direct de alpebre Boole. N

InLTodussE ER) BUN.

! Ty

Demometraiie: Se verifiof foarte simplu propristfifile dis

definitis algebral Bools. EROPOZITIA 3; Ple (B,), o o familio osrecars de algobre :'.

toolwe. Connlderin o algebrd Boole B gl o familie do sorfisme de al- I
gibre Boole {pii B 51 e oo ursitoares propristate: p

:Téflﬂl si nupegte produsul direct al faniliel (B0, .

(bmsrvatle: Froteciiile canonice "T t TT8,—5, LE] aint
= L : 1 (x) Fentry orice algebrd Hoole A gi poniru orice familie de

mordisae de mlgebre Jocle, worfisse de slgebre Hoale {fi: "'"""Bi}i.EI oxisth un Bi® morfis 1!
PROPOZITIA 2. Fie tEl.}lEI. o femilie do algebre Boole. A- de gipsbre Ooole T3 A— B gatfel Inoft diagresa urmiitosre estie ]
F el 11
tamoi pentry orice algebrfi Boole A gi pemtru orice familie de mor- PSR T 1
- fimme de algebre Boole . | ——&—Fﬂ. pentro erice 1E1. 1
{If “_"ﬂ'x}LEI P P 3 In aceste condiiii, B este lsomorfi ou I'-i
17 g - . C] ¥ 0 'w
g1 pic morfimm de mlgebre Boole " ;ﬂ_Elhl- ‘#‘_; ]' ; 4_ ‘
£ (ier) f: A=—=TTBH, astfel Inzit ur- Le -
1E€1 Demomatratiet Confors Proposifiel 2, existi un wiv morfism 4

aﬁtnarala_ﬂmgrau aint - compuin=
| Hree el el
wiia Demonatraile. Din Cap,I, & 5, Propoetiin 1 giim cf existd
o abed mplicatie 1 A _.--l:-iriai- delinita
i

fde nlgabra Boole f3: B —= B . &st-
g2 ;l;:;ir

fel Tneit ﬂriﬂ-_f - Pi‘ Pﬂﬂtm orice ‘_érfﬁ ——."_‘. ﬂ'- I

AE€1, igr din (=) regultd existmia
unud E5Shorrion de algnbre Bosle

gt 11;1'131'—"'5 patfel IncIi Py E ™=

= j'l'l pentru orice 1E1:

Yom arfitn & £, g siat tnverss unal celuilalt. Obsarvim ol
armitoarele diagraee aint comutntive:

3

fix) = [£, 02} T B
o fi het yer b

P
i

cars face comuietivd disprema de mal sus.

Himfne do arftut of § este morfiss de nlge'nre Boole. Vom

L)




N Ty § o,

S g
Lezs 1. Mulfimea ultrafiltrelor wmei slgebre Bools B se pon-

te pune In corespondentf bijectivE ou mult{imea Bowm (B, I.zl, unde
L, eate slgebrénBaole {n.l}. '
Demonptraijer Plecirul witrafiliru Foal 1ol B §1  sscolen

morfissul de algebre 2oole fi"*‘ 'I------J'.z '

pentru orice 1E€1, lntr-adevir, avems relatiile:

Meltogl = {Motlog=pop=T

L 1, dscs xEF
PP o, dnca xéfy

o T

{E1 Beoiproo, fiechrul sorfiam de sigebre Boole f: H'—'-Lz { us

gpociash

M, - £ (_{1}} «{2€B | fx) = 1}.
d¢ poate ardta o H_f pate un ultrafiliro al 1ui B an.u_i.h

pyolgef) = lpyoglof aMof =p

insf mvem g1 wreftomrsls dingreme comutative:

v

i N R

e A
i€l A 5.
Gt
& 8

i

:é} gint inverss una t_ii!ﬂalh.
(e i) Lesin cititorului ca exercitlu detallerss acestel proposiyil.

Fils scum B ¢ algebr® Boole garecare. Conform proprietlitil de
de imiversalitete & srodusulul direct réculid wm morfism 8 alge-

penira orice 1 E€1.

Conform wnicitdil) exprimate In Propomitis 2, resultl:
l"l_'l'il- gi analog, din (w), resultd gof = lg.  Deci

je1 b

fog=

a bre Bools _
Hea (B,L,)

o1B—1,

i ,ﬂ_ini SR P care fece comutative disgramele
{ =

ORSERVATIE. Proprielates (&), pare dupd em =s vizut ocarmc-
teriseas® produsul direcl de alpgebre Hoole poarti nuaele de  pro-

prieintes de universslitsate m produsalul ocartesian.
Imcd B, = B, pentru orice £€1, atunci vom nsta .88 i.E:IH .

L

peniru orice fEHom (8,L,),

. Vom note cu Hom (B,B3') sultimen morfisselor do algebre Bo<
els f: B —=1',



- - —-—#—H_._Tf:‘
| = r 5 & _ A ;‘ﬂ‘r

- H.-
FRCPOZITIA 3 s @ ente injeciiy.
Desonstratie: Vom arlifs c: @(x) = 0 == x =10,

Pack @ (x} = o, atunct £ix) = T, (Plx)) = Fylo) = 0, pen=
tru orice f€Hm (B, Lyls

Freaypunes prin sheurd of x f o, deci eristh un ulirafil-
tro F el lui B, sstfe] Ineit xEF, ltonot, conforn demonsirnfiel
Lemot 1, aven wmn morfimm fp? B—=1, astfel fncits

fp (x) =1 (decarsca T EF),
Coptradic{is este evidentd.

I’ETPUE;‘,‘IA_ « Peatru orice mul {ime X, I.i. eate o nlgsbri o~
ole leomorfd cu (¥,

Desonstraiiat In demonstrati= Proposzitiel 4,7 &, Cap.l em
eritst of funciis

O P ) —1d
D(8) = 151 L—=L,, pentru orica BEZX)

sate o bijectie. Helniiile urmdtonrs:

Lpun= % VX

Xang = LaXy
I’"x (B) = 1 =X((B)

Brath of @ este un morfiem de algebre Boole. Deoi @ spis irsmor-
fisn,

Hml[H,LE]l
OBSIAVATIE. Conform Propozifiel 4, L gl e‘i"!m{u.lg}'.l

sint izosorfe, deei Propesiiin 3 de mml gus poete §i  considarats
o8 o exprimare echivalentd w teoremel de reprecentare o lul Stone.

Demonstratis Froporitiel 3 nu este escofinl diferitf de cea
A leoremel lul Stone, in asbels demonsirmiii intervenind .com 1o

e
acelagl mod" propristiiile ultrafiltrelar.

§ 7. ALOSBEE BOOLE NIMASASILE

Fia & o algebrél Boole oarecars gi 4 EA. Vom nota
Atawf{zEh|z=a}.
Atunci Afe este mlgebrd Boole failh de opermtiiiles
IVLJ" CT AT
TAY=IAY
Tz =BATK
a'= o
1'a a
PROPCZITIA 1. Pontru orice a@&Eh, 4 este imomorfd ou produ-

sul direct
(ArFa) x (AFa)

Dempenstratie: Conslderin funciia f: A——{Ala) x (ATMa)
definitd antfel:
flx) = (xAm, TATE)
f sste m morfism de slgebra Bocle:
flzvy) = ({xvy)ae, (zvriaial)
= {{zaa)yraal, (zaqe)v {yaqe))
= (xAn, rATe) v izAs, yATIA)
i = flx)v £ly)
flxay) = ({zAax)Aaa, (2AFI AR
= ({xas)alyae)lzasalvizaal)
= {zA8, AR} A (FAR, TAR)
= f{x)yily)
i :'.l_ = (MxAs,TrATR)=T1{x),

q

e T -

= -
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f1 B —=5"(X) injectiv ustfel fncit peniru orice femilis
{:anEl de slemente sle Jui B =8 avem:

f(;g;&) = \J(x)
{on)- Q@)

Demonsiratis acestel teoreme se face In maniera demonsira-
tiel teoremei de reprezentmre a lul Stone,

1. Pia (P,=) o wul jims pariial ordonaid. Definis relajis
bipar < prin:
s<yesrz=ysizdy.

58 pe arate of < sstisfsoe proprietiiile crmBipars:

(i) Pentru orice x€P, ou este adeviratd relafis z<i.

{14) =x<y, y<s => 1 <s, peniru orica z, ¥, s =P,

Beciproo, dacd P este o mul{ime Inessirail cu o operaiie
Binard < g8 verificd (i} gi (11), stunci relalis < definith prin

I Fa=rI<y mm:ln_'r

eate o relafis d¢ ordine pe muliimes P,

2. Intr-o mulfine paryisl ordonatd (P, <) svem:

:1.-: Xy & aes a:tni:l =Sy = Xy = aee = L.

3, Aritsti off pe o nul{ins ou doud elements existl emmct

trel relatii de ordine pariialf.

4, Fie B{n) nmlirul relstiilor da ordine par{iald ce oe
pot defini pa o mul{izme cu o elemente. Arkiatl of G{3) =19 g4

Eﬂ#] = 719, Carcetatl daed O(n) este impar pentru orice nEHN.

5. Orics produs ceriesian de mulfisi total oridenste ests o

wuljime total ordonatd,

6. Orioe muljime finith poate fi Insestratf cu o relsfls
. fie ordine totald.

7. 0 semilatice asts o sulfime A :m:t.uﬂ eu o operatle
binarfi cu propristiiile urmiitcars:
Zox =1 s peatru orice zE€A.
Toy = yox , pantru orioe x, TEA
zolyes) = (xoylas, pwmtru orics x, TE A
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Tunh notls
:"'IMIUI' xI,’

ttuncl (A,=) este o moltime pariial ordonstd astfel Incit pentru

orige ¥, yEI,
IGT=IAT7.

B, St se forwulese §i s8 ee demonstrese resiproca  proble=

5. ln orice latice L avem inegalitates:
leaalvibadl < {avbla (evd)
iaesailiaten reciprocd ests sdevEratd?

lo. 58 se determine nusfrul lsticilor neleomerfe cu 55 gt
4 egiemsntie.

I1. Pie ® o mulfine de funciil #1 1—=1, Aritafl o2 mulii-
SEE

{xeatn) | 20 Cx, pentru orice 2€ ¢}
eale & latice complets (exintd orice supresun gi infimom).

1Z. 0 subnulfime 5 & unui spajiu vectorizl ¥ peste wm  corp
K este converf dmof

Ey ¥YES, A o, e n o= l=3Ax +uyESs;

S8 se arste of submuliimile convexe ale lui V formesed o
Iatice completd.

13. Arfitail o2, pentru orice substulfime 5'a mei latiol I,
zul{isen majoraniilor lul 5 formeszs o latice completd.

14. Multimes ¥ & nmerelor naturale este o latice complets
fatl do relatjia de ordine definitd de dltinihr.lltltl.

15. Hul{imea tdoelelor inelulul Z a Intregilor poate 'I.l Il-
Eestrull ca o atructurd do iatice completf, Acenstd latioe eote
izamorff cu latice de la exereitiul 14,

16. Orice mulfime tolal ordonktd este o latice distributive,

-H-

17. In orice latioe distributive L BYem;

EAX = OAY, VI = VY =b1 = h

1B, 0 latice L es numeste Boduleré dack pentru orlee z, ¥,
B &L, aven:

- I"{E!’.ﬂli = (Zvylns

o4 me umh_rﬂ. laticen representat® prin graful wrmfitor
L]
/ y\-.
e g e T
\_.-/

r
13, 54 se arato o2 laticea de mal jos mu este mojulard:

ety modulard, dar no-este distributing,

2o, Fie G wn grup sbelisn editiv gi 5(0) mul fimea subgrupn-
riler 1ui U, 5(0) eefe o mulbime par{ianl ordonats fatd ds inclg-
sime, 5(6) eate o latice modulard pentry oparatiile:

BVE =M o W w{xey|zeH, yeu}
NAN = MME,
21, 58 oo arate of o latice L este modulnrd dsc i numat
dach pentru orice x, 7, 8 €L, aven
x -pt.' =>zViras) < (zvyiac.

¢, Fie L o latice distribotivd of &, b doul elemenis oo
ou apartio lui L. Notind L® Lu{ﬂ h} gt plmind prin definigie
B<x=b pentru orice xEL, =& pe arate o [T eats ¢ latios dis-
tributivd eu element prim §i slement ultim.

E’ 23. 38 se ghaenscl o lntice ce nu aate conpletd,
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24, 54 se ghzesscd o latice distributivi TErd prim gi ul-
tin elemect.
25. 53 e gissasch o latice distributivé ou slement prism

si dlement ultia oard nu ¢ete slgebrd Boela,
Phe Fie L o latice digtributivi cu O gi 1. 08 se arate of
il jimen
OiL) ={xEL| exists yEL, satfel Inclt xvy =1, TAY = o}
eats o mlgebrd hﬂli..

27. Fie L, L' doul latioi distributive cu o gi 1. Noidm is
SIL) ==L, §pe¢ CfL') —=L' splicaiiile date de inclusiunila

(LI CL, C{L')CL, Dact £: L—=L" eate wn morfis de latiol dis-
tritutive cu o g1 1 (fifo) =0 gi £(1 = 1), atunei -
fpiyy G 0L') este un morfins d2 llﬂ'&hrli Hnﬂll utfll In-
¢i4 urshiscarea disgrasd este ui:-mtzu.ril g

f

—_— l.

~‘j T fg! \

£t £

fett)
28, 88 ar arate cf produsul cartesies s.dond latich  die-
tributive cu o gi 1 ests o latice diptribotiv cvo gi l.

29, Fie L, §' dous iaticl distributive cu o gl 1. 53 se a-
rets o4 slgabrs Bople CIL x L'} este ivomarfd cu produsul direct
de algetre Boole (L) z C(T').

Jo. Fie 3 L— L' un morfion de latici distributive cu e-

lement prim 94 cu elesent uitim, Ursitourele alfirsagit sfot eohi-
TElenilet

{a) f sate injectir.
(8} Kar 1£) = {221 ] £ix) = n} sate mhlnt.l‘m:a.-{u}'n Iui L

4 o .
AT L=l ¥ ] e -

o u..u@

31. Fie A o oul {ine Insestrath cu o operatle bimmrd V' gt
‘e o operatis unerd 7. Definim aAb = (a' V b')' gi presupimes
ol

T oavh =hva
avibye) = (avbve
{faablvilaa=b) = & |

=

e
T

58 ss arate of A este o algebrd Boale.

32. Fis A o miliime Inzestratd oo o operaile marsid ——4
(eiobolul lul Sheffer). Notfa Tma =s]a si presuputes o ainl we—
rifioate proprietitile: y

(1} (oladlib|a)=a

(D wlth| e = [(nela)itab 1]

54 -pe arate ci A este o slgebr? Boole pentru opermgiile:
(1I1) awb = (a|b)| (a|®)

{I¥) aab=(a]a)| (b]|n) '

g1 pentru negatia 71 introdus mal sus.

Beniproo, dach fatr-o algsbrd Boole B definim a|b=1a A7k,
atuncl tn B aint varificate rlh.ﬂﬂu (1} = (IV).

35, In orlce algebri Bools svem relajia
x+ = lzay) + xvyl. }

34. Ardtsti off Intr-un inel comutativ A de carseterinticd 2,
. militeed {x| 2° = x} forseast un inel Boole care este subinel =l
: dul Ay
L Botd, & ora caracteristice 2; dacd x + I = o, pentru orice
= L EEL
| 35. Fio B' o submul{ime nevidl a mei algubre Boole B. Sini
: I-l_uﬁ;_vulmu af irentiile:

Pt el e b A L e - R o BT
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(i } B este subalgebrs Boole & lul B.
(11 ) 3" este Inchisd la operatiile v gt =,
(113}  'PB' este Inchiss la operaflile A-gl 7 .

35, Orice intersecile de subalpebre Boole este o subalgebri
Boole.

1. Dacd X este o submultire = unei algetre Boole E; atunoi
fntersecila tuluror subalgebrelor Boole sle 1ol B ee includ pe X

ente o subelgebri Boole (numits subslgebrs bools penéraid de X)on-

re este formatd din o,1 gi din tonte elementels lui A d= forma

n ﬂl

b ..-"n"‘-fij
1<l i

} unds =, “1E N 3l peniru orfice 1= m, js:ni. avem yy EX nmay
'I;HEI. :

38, S& se pliseascd toate zubalpebirele Boole ale wrmdtoars-
lor algebre Baole:

F{{‘J}] ; "E?{{Il?i:'}): -‘.’?{{:.JJ,&}}.

B becll I = {:1‘""111} v 68 oo detsrmine mul{imes sub-
algebrelor Boole ale lui S%(X) care nint neizomorfe. 54 ss verdi-
fice peatru capul problemei 38,

40. Fie B' ¢ subalgebrd Boole a lui B. Duck T sste um fil-
tru al lu) B, atumci FMB' este un filtru sl 1ui B,

4l. DecA B' eate oubalpebrd Bools & lui B gi Bi gate -gubs

alpebre Sople m lul Byy atunei B x 8 esie subnlgebrd Boole a luf
TR
1
42, Fie 8, B' doud slpebre Boole gi Tz B'—=D' o aplicatis
sarecare. Sint schivalents afirmafiile urcttonrs:

(1) f este morfiam de alpebre Bogle.

= 103 =
(2) {7 =ilx) 81 £lxvy) = £(x)v{ly), pontru orice
x, ¥4,
{2  fivx) =nfix) st fHeay) = Cix}v iy}, pentru orios
X, y=h

(4) fflo) =o,f{1) =1, f{zvy) = fix)vily) pentru ori-
on 2, YEB g1 fix)AT(y) = o atunol cind Ay = 0.

4%, Fie Bo algebrd Boole gl x=B. 50 se arzte o mul{ises
Fo={rlyzz}
pate un filtru al luil B. 53 se delermine !.fl, =
I

44. Fie F w filtru propriu al unsi algebos Boole B. S8 se
arate off Intersectia tuturor ultrafiltrelor lui B ce includ pe ¥
gste eppld ou F. S sf deduc de aici cE interseotia tulurer ul-
trafiltrelor lut Bests {1},

45, Fie B/ algetra Soole ¢ft alul B prin 7iltrul F =
p3 5-—-—3.-"F morfiemtil surjectiv oanonic: pixl} = I, pentru  oriece

x=l,
(& ) Duch resis un filiru (ultrafiltirn) el 1ul B/, =2

et arate ¢l p'lfrll- eate un ultrafiliru el lui B oo includs pe F.

{ii ) Dacd ' este filtru (ultrafiltru) al lul B g1 PCF,

atunel p(F') eate un filtru (ultrafiltru) el 1wl 475,

{114)  Fumetiile Fe—p t{r), Vi p(F} deternind o co-
respondentd bljectivd intre muliimen filtrelor (ultrafilirelor)
tul JL-":,|I gi pultimea £iltrelor {ultrafiltrelor) lui B ce includ pe

F.
{iv) D F,F* sint filtre ale lul B astfel Incit PCP,

atunci algebrele Docle B/p, gl (B/p)/plF') alnt isomorfe,
46, 54 se determine nuliimea ultrafiltrelor urslitoerelor
plpebre Poole:

b= {o) sl x by byxly x 1y
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£7. In ulgsbra Boole 5"“". notlm, peniru orice z€X,
U, = {vcx | xev}
B ma praie ca U spte oo olirefiltru al lul SP1), oumit

p 1" mltrafiltrel principal u.uu:.uat lui x.

. 45, Inir-o nlgeted Bosle finmith, oarice oltrafiltiru eati
principal.
25, 5E pe deternine multimes ultrafiltrelor el elgebre
 Zonle o 2 elamente.

50. Muifimes evenimentelor mscciate unei experimnie alea-
. toern este o alpabrd- Boale.

S1. Fie {Q, %, P} un cinp de probadilitate: 56 ss arate
e
faex| 2 =1}
este un filtry a1 algebrel Doole A .

22. 0 submul{ime nevidh 1 » unel algebre Boole se omsegte
© 3dex) toolesn duch

x, yEI = zvyEl
2€l, yex=byEL
G5 sp arate of orice intersectie de ideale boolesne  anfe
um tdsal. Dpof X C 3 atunel intersectia tuturor Hulalur boole=
ene lul B oo includ pe X aste
1 t{]"EBll erigis :1.-|-|..I"EI1 Y d:l-vhli. ¥ :ﬁ}
Notf, I se¢ numegte ideslul boolesn gemarat de X,
G5, Fie B o slgebrs Boole gl G(B) inelul Boole msociat, A-

* timci o osubeulfine I a lui B oeste fdesd boolean dach gi nimmi da-
e sate 1des] &) inelolud GIB), )

—
JST—t
i=
e

W
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eltne, Pentru orice ideal boolean propriu I, sint schivalents e
fimmatille:

() 1 ests un idenl boolesn maximnl.
{b) 1 este un tdenl naximal sl inelului Boole G(B),

55, Dmck F este un filtrit sl algebrsi Bocle B, atumel
F -{11 | :El‘}

aste wn ideal boplean. Dacli I eate uwn ideal boolesn sl lui B,
ntumel
I = {"l x| :EI}

oste un filtru nl Iui B, Punciiile Fr—eF*, I—=1 oint inyerse
ima celeilalte gi renlizensgl o corespondentf bijectivd fntre mul-
tloea idealelor boolesne gi muliimes f1ltrelor unei algsbre Booln.

6. In conditiile exercifiuiul precedent, avem echivalenjs-
1la:
P filtru propriu <= 7" ideal boolesn propriug

F  dltrafiltrs <= 7 {deal boolean maximal
I ideal boolesn maximal 4==-1_ ultrafiltru,
57 Dacl 1 eats mn idesl boolean al lul B, atunci relafia

Binnrd ~u s
Truyd=n3z + yEI

eate o congruenfl & Tui B, 58 se arate of mulfimen idealelor be-
olesne ale lui B esto i corespondent bijectivil ou mnltimes con-

greentelor sale.

8. In condiliile ezercifiulul precedent, o8 e arate ol

Bfrup eate o algebrd Boole isomorfd uﬁ'.m'i

Notd, Algebrn Boole I-ﬁ-...- ge notlensd B.n"'l gl se mmegte al-

i

i

[ \
34, Un 1deal btoolesn | al lul B s camegte proorin, daof

. 1'¢I- Un jdeai boolesn se numests muvimn] Anch eate un alimant _ Bools oit B y

_ maximal al moliieit tdealelor proprii ale lui B ordomatd de inclu- o |
[l i . 7y il b N '-|-_I b & ool I

T e T

- B
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59. Daoll F eate um filtru al algebrel Boole B, stunol MF

gl ii.-l"rr mint isomorfs,

bo. S& se caracterizeze idemlele proprii marximale
mei slgebre Doole.

e
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CAPITOLLL 2

Sistemul formal al caleulului propozifional

Scopul moestul capitol esle de-a desorie In detaliu sistesnl
formal a1 caleulului propozifjional. Acest sistem formal este cel
mai simplo sistem formanl gi pe el se bapensd foate celelalis sls-
teme formale {(care afint fundsmentate de o logicd bivalsntd).

Paragraful 1 se coupd -ou prosentares sintazel scestui als-
tem formsl: pimboluri primitive, eouniurl, teoreme formale,etg,lar
in paregraful 2 sint presemiate o serie de teoreme formsle ale sis-
teaului. Parsgraful 3 studinel samantics sistemului forsal al cal-
snlulul proposijiopal, conficind cel mal important resultat al ca-
pitolulul: teorems de compleiitudine a lul GBdel.

Proprietigile comectorilor auxiliari ¥, A —— siot dats In

§ 4. Paragraful 5 va precizs tn adevir intrat fn folelorul gtiin-
tei: algebrele Boole oint reflectarea algebricl m calonlulul pro-
posifional,

§ 1. PREZENTAREA 51 AMAL AL CALG
FROPOZITICHAL

Alfebetul sistemulul formnl al calcululuil proposiflonsl, e-
dicd lista de simboluri primitive ce o vom utiliza, cuprinde urné-
toarele elemente:

1), O multine infinité ¥ de varinbile propozitionals, nota-

ts 4, ¥, Wye-.loventual cu indicl sau ou accentsl.
2. o logleos & 1

7 ¢ nmit simbolul do negnfiie {va fi oltit: nom)
——  numit simbolul de implicaiie (va f1 cititsimplicH)




