i (¥ 1y y) Pla,y) <= (¥ p) v z) Pix,¥)
(3x3(3y) Plz, )= {3 7){3x) Plx,¥)
{3x)(¥ 7} Plx, v} <> (¥ y)(32) Plx,y)

ik

1_1,\ MI Bl FINCTIT i

ar‘ L ;-m ﬁ p‘upmataua. ch pentru orice x EA exlstl un ¢lement
g&fﬁifﬁmm astfel fmaft (ny)Er.
’ﬁ; qutu funotie "CA x B prin f: A —=B, aimbolul f a=

'|':I,| ursiioars: flscErul elesent x E 4 11 oorespunds
u -hnt* M‘t f(z)E8 motfel fnolit {x,f(x})Er.

A se ommegte domeniul ds definitis sl funciled f: A—=D 4i
‘I ‘se numegie domeniul walorilor lul f.

o1 Date Im'g:u.ll ft A—=B g1 g: 8—=C, prin compunerea lor
-}il In!.tllm fumatia gof: A —=C, definitt de (gof){x) = giftx)),

Compunerea funciiilor este ssocistivi: pomtru funsiiile

Lq'#_j_ 1"‘""5.[!3—*‘13 ht ©—==D, aver relatia helgofl=thogle £,

JII-E -
aint comutative, doch gof = b, respecily hof = kog.

In general, o configvratie compusd din disgrame de tipul da
pal pus-este o disgramdl coputafivd, dacd diapramele components aint

comutative.

Funofla £z A — B eate injectivil daci pemtru orics x,yEA,
arem:
fix) = fiy)=> x =y,

Evident, aocastl relafle este echivalantl ou
Ay =>1Tix) # 1)
Fumetis f3 A—= D eate purlectivi dsucl peniru orice yEB,
‘existh xEA, astfel Incit fix) = y. ,

_ 0 funcile injectivs gi murjectivil se numegie biljectivd.Pem-
tru acesie trel categorii de funefil se folosesc gi demumiriles

injecile, surjeciis gi bijecile.
A 0 funcile f2 A—=B eate inversabill, dachk existd o Illl:-

‘fie gz B—A cu proprietifile gof =1 ‘gl fog=1 .
Szercitiv. Duch f: A—=5 este Inversabils, =i se arsts ch
‘exiatd o pinguri funciie gr §—=A cu proprietifils gof =1 i

Fonctis g B—=A ou aceste proprisififl sec mmegte lmversa
Bul 7 gi se noteast £, Decl svam relafiile

BT A 1 g 1g 4
PROPOZITIA 1. Pentru o funciie f: A—=—B, sint schivalente
tiile urmitoares '
1) £ este bijectivd,
fiL)

Demongtratie (1) = (1i). Presupunem cd f eate bljectivi.
§ yEB, Dum f este surjectivd, exiath x€A, estfel fmeft flz)=y.

{ easte inversabild.




¥ |

' : f 'ﬂ.tml injectivd, soest slement este unic, deci putem defini o
 fmcfie g
T' $ie este foversa lui 7,
1 (11} => (1) Este wm simplu exercitiv peniru cititor.

x Fie f: A— B o funcile carecars, DpcE XC A gi YC B8, a-

'tﬂlﬂi ot

- =S £ix) -{H:l I :EE} : imapinea directi & lul X prin f.
£ = {2€4 [ #0201 } 5 1mazines reciprock & lui ¥ pinfe

FRCPOZITIA 2. Pie f: A—=B o funciie onrecare gi A XA,
1’1, T,CB, Atunct aves urmdtocarsle relafiis

! £ (LUL) = 205U,

f {Ilnl.z}l'l.-_.”_!-l]nfu?]

£ (%) - $KICHR, - L)
) « Floguri)
g0 = riipneio
Ty iy - e o) - el

Fie ! o mulfime nevidi. Dacd fiecirui €I 11 este asoois-

L “Htll 'tl. ‘spunen ol aves o familis de moliim) {ll ey io-

i -f:‘ui { % | exinth 1€1, astfel tnolt :E.li}

pli {-‘Lﬂﬁﬁ poatru orice 1€1 }

W ories familie (4 PJyeq demuliial gl
ﬁ""ﬂi-ﬂﬂh urphionre:

o e -
- g( -l,,)Ul- r"‘m uiLJm
P

$ B—= A prin g(y) = x. B2eultd imediat ci scenstd funoe

FAE )

PROPOZITIA 4, Dack (A ), =1 ente o familie de pirfl ale u-
el maliiml X, atunci

E: (}EJIH)' ﬁ ‘: (Agd; E ( ) Uﬂ (4,

Demonstratin aeestor doud propositil este -simplit, Spre sxem-
plificars, of deponatrim a dova relatle & Propoziilei 4:

ze iy [”:_I ):H::Er“t Ap)

LE1
=5 TIViED [:E.I.’_]

= (31en ey
== (3sen[sebyay]
<= IE;!.EJI g hg),

folenind relatis (u), § 3.

sa mewn B oo relafle Hinsrd pe sultimea & (BCA®). B e o=
megte rolatie de eshivalentd pe A ducl pentru orice x.y.s€AL sint
Batisficute proprieidfile:

{z,x)ER {reflaxivitate)
(z,y)ER = {y,1)ER tu.l_.ntﬂ.-}l
(x, 7)€L, (y,2}ER=>(x,s)ER (tranzivitate)

You folosl urmAtoarss notaiie: xruy <= (x,y) EE. Proprie-

Efd T
Truy =5 yruX
Y, Yrd g = T~dE,.

Pentru orice TEA, vor pots X = {rE.I. | :M:r}. % 5o numsgis
de schivalentdi a lui x. Sawt inediate proprietiifile




Ty > T
1hy = fNF =@

0 femilie ':"ijiEI sé¢ sutmulfiri sle lul A s¢ nusegle par-
itie dacds
L, JEL LA = AN A =05

U"i-l'
{E]

Orice pertifie (A ), dofinegie o relatie de echivalentd

pe At
oy s=sexistd 1€1, astfel inclt x, 7 E4,.

Beciproe, orice relajie de echivaleafi~v pe & pune in avi-
dentd o partifie, datd de mulilssa clnselor de echivelenia.

Se poate arfts of aceasii coreppondentd este bijectivid.

Datd relatia de echivalenisi ~ pe A, mulfimes claselor ds
schivalenid ale elementelor lul A se mumegte pultinss cit o lut &
prin ~ gl se voteasd prin &/ es .,

Functie ps A —= A/ru definité de plz) = %, pentra  orioe
xEM, easte surjectivi.

§ 5. PHODUE CARTREZIAR AL IMEL PANILIL DY MULTIMI

Fin “i]ﬁE‘l o familin de mulfimi indexath de noltimea I,

Prin produsul surtegisd el faniiied {LihEI inielepon mul finea
ErEiioars

TTh = {n I—= L] ! 114, pentra orice 1E_I}.

In general, printr-o femilie l“ihEI de glemente als wmei
suliini X ss Intelege of flendnil AEL 11 epte asocinl un  singur
sleasnt z, sl lui X, 1 oe punegte mullimen ds indiei s familist
 er

e o W

'-E < .
Uriee _?m;h o —— :E_JI "'I. #ate porfoot determinntd de

fanilin (1) }iE 1+ deed definitis produsulul cartesisn TT Kzl
y fE1
poates fi dntd astfel:

1-1;‘;. Ay = {hil-.i'EI ]li = 'l'i.' pentru orloe !.EI} .

Pentru orice JEI, aplicatia :i[': 2 TT &y—= K definith
iE1

e

-"Tj ({’1}15 1} =iy
eate nurjacthﬁ{’i'r] | jEI} s# nuntac proiectiile cancnice ale
lui 1‘12'1 A, .

FRVPUEITIA 1. Conalderdn produsul cartedisn TT A, gi pre-
1l
{sciiile canonice ’J'!':ii JEL, fAtunel pentru orice mulfime B gi pen-

v tru orice familia de. aplicafil
A ——— 4y {fj: H—'A.”j'EI}. axisthk o

L (el
L I i gt B — 5 fn=
R /.}EI T AT BT e s
5 gord, motfel fnoft dingramele ur-

mAitoare sint comotative.
Lu alte ourinis, peniru ories JEI, avea ﬁ'l':[e-g- fj.

Deponstiraiie. (Zxistentf). Pentru orice TER, vom pune prin
afinitie

Pentru orice t€1, avem f,(x)EA,, .tm{f_'lm)iEIEiErIlr
JET 51 xEB, sluncl

T lpx) = 9y (1,0 1) = 250,

ee mratd oA ‘.T'I:Iug = fj. pentru orices JEIL.
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coreéspondentd bijectivi,

(Toicitate) fie hr B—=TTA, asifel Incit 'Ijnh - fj pen=
o Aceastd observalie sugeressdl introducerea unal concept care

€
tru orice §EI. Voa ariita cf h coincide ou g. Fentru orice xE€B, si represinte .nundrul de elements sle wnei muliinmi osrecare”,

TOR ATOE hix) = {I.!JiEI Eig'j_"i‘ daci

Von spune off dowf sul{imi A g1 B sint schipotesle sau off
) : au sceeagl putere daod oxistd o bijectie ft A —=R. Sp perie
Ij:ﬂ o ﬂi{htz]} = Trj{{’l]iﬁl] IJ' paniro orioe 1EI jeoy J a-

ceat luoru simbolic: A mu B,

FROPOSITIA 1. Echipotenis este o relatie reflexivd, sime-
tricd gl transitivi.

Demoustratle. Aplicatia identich I8 A—=4 ests bijecti-
T4, &uui. Aed A, Dacd A 408, atunci existd o bijectie ft A—=B.In-
vorsa £71s B—= A este bijectivd, decl Brv A, Presupunind of A~vB
gl BruC, resultf bijectiile f1 A—— B, g1 8 ——C, Functia con-
pull gof: A—= B este bljectivl, deci Aru (,

De alci resultd
gte) = (£,00) e1 =(7g)se1 = D)

deci g = h. Proporitia a foat demonstratl.

forolar. Fie dous familii de muljimt (A0 (Bylyep 9t
g femilie de funehil (1'11 '!'i._-_ Bi)lEl' Atunci existd o apli-
catle

gt TT A, —= TTBH

1= 11t

UBSERVATIE. Echipotenia ente o ,relatjie de echivalen{s® de-

finitd pe clasa tuturor multisilor.

" urmitoarsle disgrame.
gl una singurll astfel fnolt sint comutetive i Pentru orice multime A, vom nota cu k saw card A class de

echivalenif a mul{inilor schipotente ou A:
card A = X = {B | oxtsts £: A —= B btjectin}.
Vom spuns of A sats cardinalul molijimii A.

OBSERVATIE. In oasul ofnd A sste o multime finitd, A poats
fi agimilat cu mumArul n &l elementelor Iul A, In semmul e N re-
 preeintd toate muliisile din T., identifioate din pumeotul de veders
gl nmirulul lor de-elements”.

"ﬂ:‘. "IF; fiind proieciililes canonicd.

§ 6. MULYIMI RCHIPOTENTS. CARDINALL
Pentru nrice miliime finits, mushrol stu de glementa aste Huol tint numfrabile, O mul{ime & ssts pumdrghild ducA  este
d mo4iune bine precizati., Nuwmfrul notursl n este reprevedisres ab- echipotentd ou wuljimea § a mmerelor nsturals. Vom nota cardina-
“atracts & tuburor muliinilor .ou n elonente”. Comoeptul de mumsr i Jul R icu X, (alepk sern)
. mstural pormils compareres mul{imilor finite. Ou alte cuvinte, o muliime eate numfirabild dacE elementele
e e ayident cf u spune of doys muliisi finite au  moelagl e 80 pot mgesa sub forma wnul gir.
ﬂllr da &-m: eate schivalent cu faptul vd ele so pot pune In




- omErabild.,

- E-E -
Ests evident of muliivea 2 & numerelor Intregl este oundra-

bila.
PHOPOZITIA 2, Orice rsuniuns omArabili de mulfinl  ooslra-

bile este o mulfime mmArablld.

. Demomstratle. Fie (L) -y o famllie numArebild de mul fiml
numiirabile.

Dach &, = {Ryps Byeeens Apy \{} peatru orice nEN, &~
L]

tunci wvom sorie slsmentels reundunii Il“ gut forme wmul tu-‘nl_uﬂ

LT -_11—-'-.,1 a]; L !.1- wEE

P

~EL g P T Mgy e Bpgiere
] /

'il..i"'; .}1 le li} e lh e

L™ o+ ST T Ly ity

a Bo@w, Rl & &R W W% B W B

lesmentels aceatul €ablou pot f1 puse sob formam unul gircon-
form ordinii indicatd prin sfgeli:
Byqe Byge Soye: Npne: Sage Rajesas
b = e -

F ] : :
Corolar 1t Urice :vnmu:ﬁu [fiuita. de miljinl pumdrabile eate

QGgrolar 7+ Produsal exrtesien s doud mulflnl mumErshile A,B
ente o mulfioe pimSrabila,
Bawonastratie: A x B = kélit{:}:m'
I
Borolar 3: Produsal cartosian a o sulfiei numdrabile
SCLET .I_;n'-'htu. o mul {ims nueBrabils,
Desonsiratis: Prin tndueiis, nplicind coralarul 2.

Corolar 4: Miljimea § & nmerelor rationale ests nusirablla.

- ET -

Desonatraties Dach A = {% t nE2 }. pentru orioe
0 = 1|2|1|!| Itmﬂl

R

Corplar 3. Mulfimes girurilor finite sl ofiror termeni apar-
fin unel muliinl nunfirabile este o wuliime nwmArabill.

Demopalrafio: Fis A o mulfime numfrabill si A muliises gi-
rurilor ou o elemsnte din A. Atwnei sultimea saniionstd in goreln-

rul 5oests AU AW e AU ...

torolar 6. Multlues Q [X] & polincemelor ou coeficientl ra-
fiomall este nmmdrabild.

Bemonstratis. Orie polinom Plx} = m, + & x4 ;. + 0 "
pate definit de girnl Ffinit Ea&, Byoeess a.ﬂ]-, degl mul4imss poli-

noamelor cu coaficlent! In Q poate f1 pusf in-corespondentd bijec-
tivE cu mul {imea girurilor finite d¢ numers rafionals,

orolar 7. Holfisss nomeraelor algebrice este numBrebils,

Demonatragie. Hesmintim of on nusfir nlgebric esis o  rfidE-
ciod & mui poiinom din Q [X] . Comform corolarulut &, Q%] este
o mulfiee nimdrablila:

Q[x] - f 200, 280, oo o BUKD, } ;

Pentruorice m = 1, 2, ..., muljimea ‘h & Thdboinilsr - lud

P (X) eate finitd. Observind of muliimea nmerelor alpebrice asts

E‘;{ j'll' demonatrafis este Incheimtd.

i

Proposifia 3. Hulfimes (0,1) nu ests numirsbild.

femonatratie. Presupunesm cof intsrvalul (0,1) este nmmira-
bil, decl putes ardnjs elossniele sale Intr-un gir:

o e B T6 Skl Wiy
By = 0y Baop Bgs ees Boy s

B F BB A R AR E R R

I.nllﬂ| .'ﬂ.l lﬂ:? waw .Il-l!l."'

® w E-& @ & & @& @ 8 & F 8 @
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o, dack imniu
1, dacl B =0y

e objine un nuRdr 0, B18a,.esy 0 e din intervalul (p,1) o&re
este diferit de fofl tarmenii giruwlul considerat. Contredictia
este evidentd.
Corplar 1. Muljimen % & pumerelor reale epie nenunfirabild,
OBSERVATIE. Din faptul cf R este nemmirabilf, iar mulfl-

mea mmarelor slgebrice sste numdrabild, reeultd exisienia nume-
relor transcendenis {numere reals pare nu sint slgebrics).

Upereiiil cu sardinali

Fio A, B doul muliimi corecare. Atunci putem gfisi doufl mul-
timd Ay, 8 astfel Tneft Ak, hwa._._ gt A,V By= 4 . Intr-adevir,
lufnd doul elemente & F b gt pmind Ay = faj x &, B, « {v}= B,
VOm EVEA:i

Ara 11; prin funaiis bijestivik £1 A -—--1.1 datt de ﬂth.xL
pantruarice TEk;

:EMEI: prin funoila bijectivd g H—*—]_!I datd da ;!ri-{h,!;.

pentru orice yEK

l.lﬁil-'li.

Prin definitie, sms cardinalilor A, B este

I+5- LU

Eate nocesar =8 aritis cfl sceastfl definifie nu depinde da

repregentanil, adicd:
.t_-ull, Bnirlll, l.lr"l By = 0
Aeiday Braby, Ay M3,y = @

Conform ipotosel din stinga implioatisl, existh bijsotiiles

= 7 -

flt l.—-.il., gt H-'-'-BI:

b5 ] g
Mottnd I = To0 £1%% hy—=Ay, g5 gy0 g1 s B ——B,, resalts

of f,g nint bijective. Conaldering functis he -llLl B-‘""'-AE L lzdﬂ-r

finitd astfel

fix}, daol l'.El.l

hix} =
glx), dmca 1EL,,

gi tinind séama “1“51 =, "‘Eﬂﬁa = §, se poats arita ugor ca h
ente o bdjectivid. Hezultd AIUBIMLELJIZ .

_ Pentru orice dout multini A, B, definin produsyl sardinali-
lor &, B prin
A.B-ixp

Se poate arits (exercifiu) ofl definiiia nu depinds de’' nle-

geren reprozentanfilor A, B ai cluselor X, 0§, adics
Aewd', Brud = A xBred' z B

fot-pe seama oltitorulul 18sfm =4 arate gi faptul of in ca-
oul sulfimilor finite, cele doudl definitil corsspund adunAriy gl
fnmultirii a doull oumers naturale.

Aceste definl{il se gensralizeasfl pentru o fasilie carccire

de mul{imi {‘1}1&1'

Se poste ghsl 1n fol on mai =us, o familie ["i]ua: de aul-
timi ou propristifile: |

A, ~ AL, petitra orice 11,

j.iﬂ.l. =@ pentru orice L, €I, 1 4 5

J
Atwnci sums enrdinalilor (X ) e ; eate

b




.m-

Prousul familiel (X, ), de cariinali va fi:

St

Pis soum A, B doud mil{ini oarecare. Dacd mottm AP mulfd-
ses funciiilor f: B——A, atunci cardinalul i B oste, prin dafini-
jie, l_!-

Menflondis urmftoarele proprietf{i sle operaiillor ou cardi-

nalis
1) T+8adal; B sC=01+(B+D

t2) 1+1=%; R.1=0; Ton=i, I.n-L
unde n este gn nuelr naturel carecars,
M T, BeBal,.B+1.8
(4) K. .onmAaeeesld |
T
de n=- ori
mnide n éste wn numAr de natural sarecars.

(5} TM_IE_IE

(6) @ L S
a GHC .7 5.5

{H} i“-IIII"'If .uﬂ.lil'ﬂ.EH.
——

ds n=-orl

Denonsirares scestor relatil eate un exercifiu util pentru
cititer.

———T =

PROPOZITIA 4. Pentru orice sultims 4, S04 = 2°.

Demonstratis. Considerind o mul {ima carecare cu doull ele-
mente, fie= on {n.l} , 7a irebul sl eratim of STA)AJ {u.l} %

Pentru orive B C A, definim funoile sa camcteristicd X g
,l—-{u.l} prin
1, daci xER
Aplz) =
5 o, dnck ¢ B.

Cansiderda funciia @ 57 ()—={o,1} * aata de
§ (B) = Xy, pemtru oriee BES(A),
Definim, acum o altd funciie WY {u.l}‘l—-é“'m prin
win) = 21} = {xen | 200 = 1},
pentru orice £ {n,l} x
Se poate ardfa cd

Yol= lanyt®ey= l{ﬂ.l} K.
dect S {A) o {u.l}l-

PEOPCZITIA S. (Cantor), Pentru ories wulfjims A, aves 1 4 zt

Denoriztraties Yom arfita of orice funciie F i A—=5A) ou
aste surjectivi, de unde va regults of AU (A), Presupunem off F
eate surjectivi.

Pia sulmul {imea Iul A definitd asifel
% - {:Ei | :ﬁrm} -

Cum am presupus ci F este surjectivd, va exisla x EA, ast-
i fel Ineft !'l.’:ﬁ.'l = %, Din definitin lul Z result® schivalenia

& o= x&F(x),

o

deo!
; xEF(x,) <=>xEF(x),

Pentroz = T :r‘nu.iu-n contradiotin
x EFx ) = :nﬁ!{:ui.
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Cu soesstn, demonstrajia s-a termioat,

Pentru orice doi cardinali X gt B, von spune ot 1< § da-
ol existd o imjeciie f: L — B,

Definifis nu depinde d# representanyic dacd Arud', BeuB'
gl f: A—=D este o injeciis, atunci putem definl o injeotlie gt
A'—=D",

Com Aro A", BroB® existh bijeciiile hli A——A', hii B-=B'
Definin pe g prin

; Y
g=hyofoh

Dack 1<F 51 X 4 B, atunot vem serie A< 5.

Pentru 1, B finitt, roletia A=< ¥ revine 1a relatia obignu-
it8 ds ordins fntre doud mmers naturale.

Eslatin=s are propristijlle urmitoare

{9y Ach=l=h

o) i=i;

) I<Ei<i=1I<0;

(12) T<i=>T1+0cBela Li<hlD
(1%) IaﬁinEﬁEEnEIﬁEl

ORSERVATIE

( 1) Din Corolarul Propasifiel 5, resultd N_ =N <K,

Fale

i<2 i x ;Irnni.ru orioe muliise A.

Ten Gentor = Barnata :iﬂi,‘ﬁﬂi => 1 = B

ducers In teoria multimiler gi In topologle, Bd. Tehniof,1963,pag.
T5-80.

{11) Tworems lui Cantor (Propozitia 5) se poats formila net-

Pentru desonstratls, se poate connulis K, Koratowskl, Intro-

-3 -

§ 7. EELATI] DE ORDINE
0 relatie binarll  pe o muliime novidd A se mumegte rola~
tie de preordine dacld pentru orice x, v, e E A avemt

{Fl‘.l T Bx (reflaxivitats)
(Py) x EI_ yRs =>zRa {(transitivitats)

Hulfinea A Inzeatratd cu o relatie de preordine H ge ou=-
negle g .

Helatia de preordine H se numegie relatis de ordine dach
rerificd relatis

(Fy) 1y yizx=zwy (antinimetrie)
peniru orice x, y EA,

0 relatis de ordine se noteast fn mod usual eu < , desi ce-
le trei relatil ce o definesc e transoriu natfel:

o 1
EE T Yol = 1 s

Ty, ISy ==y

U muliine ordonatd este o multiime A in:ll_tﬂtl cno rela-
tie de ordins =< . Vom mota: x<ye=sz<ygl xzd 7.

de relatis da o i it eats ralatis

“dine. Considertm o mulfime & = {x, y, 6] In care relajis B este
~dalinits prin graful urmlier:

?_";I' D (xhyha

iqlmm: xRz, yRy, 2R3

By, rBg, Ry xis.

So- observi o H oote roflezivil gl tranzitivd, diar mu esta
tivimetricd:

[




yEm [Ej?':.‘!;r-l
0 multine parjial ordenstil (A, = ) 8o nusegte muliime to-

tnl ordonetl dacd
{Py) pentru ories X, ¥ EA, avem x By smuy Bz

Exemplo de muliime pariisl ordomstd care no ests total or-
doputd, In mul{ines I & numerelor Intregl considerin relatin:

B y<s>xdivide pa ¥y '

Este evident cA B este o relntie ds ordine care nu gate o
talh.

Multimes B & nmerslor reale insesiratl cu relatis de or=
dins oaturall gate o muliime totzl ordonatil.

Dnea (4, B) gt (A, B') ofnt dowdl mol{imi preordonate, g-
tunci o Tusctie f: A ——A' se numegie iszotend dacd pentru orice
¥, ¥E A svénl

. xRy => fix) R'I{y).

1n cazul cfnd (A,<), (A',=) sint doufi mul{imi ~pariial
ordonate, f1 A—=A"' este izotond deck
sy = fix) = fiy).

PROPDEITIA 1. Fie (A,H) o sulfine partial ordonati. Atuncl
axisth o multiime pariiel ordonatd (£, =) gt o fumciie izotonk:
At d—=—1h cu propristaies urpfioare:

{s) Pertru orice mulilme pariisl ordonatd (B, =) gi pen-
tru orlee Tunctie izotemd ft A —=D exisill o unich funcile izo-
tonh f: i— B, aotfel fnelt ursdiparea die-

¢ iy o . S grasi este comutativil

2 a
it .' Dempnatratis. In A introducem urmiitca-
™ L ) e
I'.' ) I

b

. ]
1: o
i 3

B
?

TR
r
1

- y

B

Troy=x Bygiy iz

-ﬁ-

Se deduce imediat cf ~s este o relatie da achivalen{l pe
A, Considerfis muliimes eft 4 = Afru gl As A—1 gurjectia oa-
noniofz
A (x) = ¥, pentru orice xE A.

In A definis relsfint
iy e>xiy.

Definitis lui = nu depinde de represenianii: dmcll x~ox'gl
yoray', atunci
xRy=x'Ry'

Intr—ulu-lir, dacl xroz® gl yroy', atmel z B x*, x'R 1,
yiy' sl y By, deci g
iy =x' Ry (dooarece x'B 5 )
== ' Ry l:i'mrm&lr‘}
Implicatia cealaltd resulid ldentle.
Relajin = este o relatie de ordins pe A.

f=7 (decarece x B x)

sy, y=s=>xhy, yRe==x0s=>3xgi.

1<y, yss=>xly, yRzx =xruy =ie7.

Aplicatia A este lzotonk: x R y=>2=<§ = Adlz)< Alyl.
Definim aplicatia { In modul urmlitaors

fi3) = fix), pentru orice % €K,
Definifia Ivi ¥ ou depinde de sentanii.
Iy ==zxzRy, yRx ==-ft'.:i|' = fin), 1yl =< tix) =
==1(x) = f(yl.

decarece, In B, = este o relajie de ordine pariisli fdenl entipi-

. medrici).

f aste o aplicajie 1sotonfis




-:5...

Ffef=—=x0y =z £(y).
Magrans din teoresf sete comutativid:

(foA)lz) = £{ 2lx)) = T(%) = f{x), pentru orice zEA.

58 arfthn soum wmicitates lul f. Propunem, prin abaurd, off
ar mal exinta o functie izotond gi &—=B astfel fnoft Eol= f.
Atuncl mvea: :

gl¥) = g{A(x)) = £{x) = T{F), pentru orices T € 1,

Hepultt g = f, dect T este unicd. Demonstratis este termi-
natl.,

Fie pom ':Il.]'lEI o0 fawilie parecare de elemente mle unei
lulymt, parilal ordomate (A, = ).

Un element y € A este wm mejorant al familiel {Ii}l'EI de=
il peniru orice 1 € I. Dusl, yE A este wn minorant al fa-
milied (1, ), =1 dncd y= 3, pentru orice LEIL.

y= A eate supremumul familisl {:ﬂiEI dacd pentru orice
eajorent £ al familiei FﬂiEI EVER ¥ g 8. Supreamul  familiel
(x,)yeg ™ £ notat

!.EEI:I:'1

Dect elemsntul ‘\.--"'1: al lul A oste carscterizat de urmd-
iE
toarnle douf relatil:

(Y < 1‘;"’11. pentru orics €1,

{11} Dnmcd x (%= ¥ pentru orice 1€1, atunci v; = ¥e
1e1

Doal, -y € & aste infimmul familisi {Il}iEI dack. pentro
orice minorent e a8l fesilisl E.".'lhEl oves s 7. Infimomal  fa-
milind (1,), =g ™o f1 notat

£
{1 4

L .‘._.'I'T. 4

gl eate carncterizat de

(o) Nz tru orice 1E1,
55 bade Ve

(b) - Dack y<y; pentrn orics LEI, atuncl y qﬁ:l.

&:q:muul L:ﬂsputir infimmul) familiel {’1'“*";;}

va nota "v"’xi (respeativ .-""x:ll. Pentru wul §imes [:,1} » notim
i=1

TV yi supremumul mul{imii {I,;r} .
T A ys infiswul suliisit {7} .

Definifis 1. 0 mulfime gweordonatd (A, =) se nmmegte la-
tioe dach pentru orice I, yEAexistll vy gl r AL (A, <) =
numagts latice compleid dacd pentru ur!.l:l familie t:lliEl de ale=

monte ale lul A, exisid ""-..--""11 .
iel 1.EI

0 oulfime parfisl ordomats (4, = ) se numegte induotivh da-
ol orice sutmultime total ordonatd a sa admite cel pufin wn  majo-
rant. =

Fie (A, = ) o sultime partial ordonatd, Un element xEL e
numegte marimal dacA nu exists nicl un slement yEA asifel Inelt
T < yi cu alte cuvinte, dmcl din 2«5 y rogulidl x = ¥,

Azippa lul Zorp: Orice mulf{ime pariial crdonatf inductivd
adoiie un element mazimal.

ORSERVATIE: Acessth axiomf a fost impusd de o serie de ocoo-
atructii ale satematicil care vizeasl multimile infinits. Comoscu-
t4 pai ales sub o fored echivalenis (axioma .lllﬂlrﬂi.}. ea B gEnE=
rat multe controverse In matesaticd gi fn filosofia matemsticii.ln

pregent, situwafis este urmitoarea:

Pentru toorin suliimilor s~mu propus mai multe sistems de
axiome, mal cunoscute fiind sistesul Zermelo - Freenkel gl slete-
mul (Bdel - Bermayn. Nu o-n resgit pipS scum sd se demonsireme pen~
tru niel unul din acests sisteme od sate pecontmadictoriu.




Presupunindu-se cf sistemul de axiome Zermalo - Fraenkel
sste nacontradictoriu, Lurt G8de1l’ = demomstrat fm 1940 ci prin
adiugeres axiomei lui Zorn se obfine Inch un sistem necontrsdic-
toriv. Ulterior s-s demonsirat cf dsch sdivgis s sistesul Zer-
gale - Froeskel pegatis axiomsi lui Zorn se obiine fnoll un sistem
neocontredictoriu (A. Mostowski, P. Cohen).

Ca alte cuvinte, exioms lul Zorn eate ipdepandentd de o=
lalalte ariome ale teoriei muljimilor. Independents axiomel Iuwl
Zorn saie umul dip rescliatele de virf nle matematicil secolulul
g :

5S¢ cuvine a precizs cf cea mal mare parte a matematicieni-
lor eontesporani presupun In cercotirile Ior of sxioma lnd  Zom
mata varificatl,

1) Hete o phrers uneminf acess ofl E. OGdel auie cel pal sarg
inpiaien -En viaih.

g

EYERCITI] LA CAPITOLUL T
1. Pentru orice subsuliimi 4, B, O, ale unei mulfimi X =&

gn prate cii

g) A= (BNC) = (a=B)U (A=C)
b} A= (BUEC) = (A=BIN (A=C)

el A= lA=B) = AMB |

d) A-Bedk- (AND)

a)  AN(B-C) = (ANB) - (ANEC)

£) (<B) - C = (A-C) — (B-C) = A - (BUC)

g AUB = AU(B-4)

m anBUAnGyen) = ausn uulym) « 4

1) xn[ﬁlmuaj = ANB

) (ANBIUEND) = (AUC)N (BUEIN (AUDIN (BUD)

2, 34 sme stabileasch urmfitosrels echivelenie:
a)  AUBCCS5ACC gi BCC
b  AC BNEs=ACE sk ACT
e} ANBCC<=>ACCy(BIUC
d) ACBUC <= ANC (BICC
e) A-BIUB = A== ECA
1) (ANBIUC = AN(BULC) <===CCA

5, S& ge demonsirese cf o muliime formuid din o elemsnte

~ care 2 subeulind,

4, Eate valsbil® implicatin:
AAB, BAC==4407

5, 58 se resolve sistemul de ecusiii

EE—

s




AMNX=8
AUX =0,
unde 4, B, C sint sulfini date gi BCACC,
6. 58 se resolve sistemul de ecuatii

A=X=8
& e P

wnde &, B, C sint multimi date 3i BCA, ANC = .
T. Fie girui descresclitor:

IIJIE:J...:}E:)IM:I e AP

58 se srate cft interseciln oricdrul subgir infinit al sces-
tul gir coimcide cu interseciin Intregulul gir.

B. Fie girul crescitor:
IIE IEC. LR} : Ec IMICIII

58 me mrate cf rouniunes oriclrui subgir infinit al soes-
tul gir coincide ou rewmiwmes intngultd: gir.

9. 55 se demonatrsze urmfitoarsle relatii:

0 (5 he) ek 4
g Qx(f;}-.*n) al{aT®
el I-}.E)I e u o)

a) I-.:"'E“};l. té}lﬂ-l‘:'

# e} LE.JT n;u (iié';' nt) - l‘é’; (A UB)

Ao

0 A\ (BN =80 ( )
£ LET

Lnat
L B

& (D) Bus) <3u( D) h)

3= T o

) Py ey
IK.E:{I tel ke eEL bé';. hee
10. 83 ae arate-cB 4,CH,, pmtrn orice LET, atmei

et i et

T:E'I' tET

11. F’.H ‘1' l?lili' hl‘ LR '|-1I5|- ‘i.'l' ﬁﬂur‘ ﬂ-‘ nlt“ii
Formin giruls

L
By =iy -~ Ay

B,=A - (U, UL )

AN TR T Snl B RRT BET DR TR DR R R

54 se arate ofi
L) lﬂ
‘-.;{ A = 1.;{ B,
12, Fie A, BCX, Definim diferenia sisetrict a subsul fini-
lor 4, B prin
AAB = (L - B) LU (B~ 4A).
& pe stabileascd propristdtile urmEtomnrs:
&/ AA(BAC) = (ARABJAC
b} LAB=BAA
el AA(AAC) = ¢
d} AAB=-C=8a=ilAC




B AT ]

-
#) AAB=AAC = BE=C
) AUB = (AABJATANS)

n
) [1?.'-']1*‘] Un]c [WLTWS R

i=]

) [I"E'ii._jl ﬁﬂ-]f: I""iui.ﬂ.ﬂ )
i=] i=l

15. GHeitl patro multisi A, B; O, D estfel fnalt
WUB) = (CUD) £ (A x C)U{(Bx D}

14. SR sa siabllessch relafiile:

a) (AUR} x (CUD = (A x UMMz DIUGB xCIUB = D)

B} (A-B) xC = (A x 0} - (B xC) ‘

el ACB gl CCD =AzxCCBzD

) WY B CY=ilgzB8B=RxN[ B

o) AxBeCid=>Aw=Cglh=D (pentruA,BC,D nevide)

15, Dacd (A)  , (B,) sint doul femilit de multisi,
BES tET
nveEE:
\_Ja /B, o xB, )
ge3 ? tEY ra,t:lesx'r .
| B (4_xB,)
seT? } [ue'r } {a.{:-‘;'sﬂ'“ :

16; 24 me pimnbilessch relmtiile:

"y e Yo
= []EJ ”] 1ETTY, [151 if14)
e

s,
1€1 L,E.Tl ] :EKT'{J [1&:”“’]

i

17. Dacd By, B, A2 stat raletil binare, stuhel definim

oompumeres: lort

8o Bp {txp)eaenien s, i:,l]‘EHl,{a,ﬂEHE}

Sh oo arate of compuneres relaliilor este asooiativd, dar

oi comutstiva

18, Daoil ]1{.'.!.2, stunci relatis inversd B2 este definits

Bt e {mpead | (r)€h |
5E gparate ol
al ERUR=RNE =&
W whlag

o) (HURYT = glus)
& @ney? - glngt

19, Pentru orise relatii binare Byy Boe Q pe-mulfimea A,

gint verificate relatiiles

& (o By - Hloa!

B RCE, => QoK CQok,
e} BCH, = RolQCR,0l

0. Dach Q, B, 1€1 sint relajil pe 4, atunel

(’gﬂ“)uq- }él;ﬂium
"'.E{Ei) - :.'EJI (QaR,)

21, 58 ee stabllessch o corespondentd bijectivh Intre multi-

B Qo

a) AxBgiBzxi




[ ==
e g : = glip i o
b B Ax(Bx0) gt (AxB) xo 2. Pentru orice funefie £3 A—= B, considerfa funoiiils
e) (hxm® gt afxp® fs ¢ () —F(8):  fa (1) = £00), NCA
h g Y e aPRE 1 FEI=F U 1) = ), KB,
g BUC L B e . Urnfitoarele afirmaiii sint echivalents:

(a) f eate in :
22. Tie A o muliine omrscare, Pentru orice suljime BCA, MU

ctnsiderin funciis caracteristicl Ags A -—--{q.l} g muldinii B, by 1, i'ihf injectivi;
o, dacl TEB (e} " este surjectivi;
! At { 1, dush EB, {d)  £MMIM') = S0DN £(H'), pontru orics N,M'CAj
58 se demcnpiress cf (o) ﬂni.m”':[:ﬂ fiH), : pentru orice HCC,
| al A lx) = 1, X glx) = o, pentru orice z€4, 26, In condifille problemsi 25, sint echivalants afimmafi-
1le

!I . (B} £y eate surjectivi;
| el :_.{; tn}{ll =1 = 15{11 ] i
i (e} r* este injectiv.

d) IE_EI{:-} - II{'J *xnnni (x : | 1. Pontru orice funofie £+ L —='B sint !‘ﬂhlﬂll‘ﬂ.ﬂ afir-
mittiiled

¢ Dach B =\_J B, atmei Xgla) = ::I.E:II.Hi{:]I (e} f este injectivi;

1
| =

| ' (b} Dack g, bt X—=A sint doul funciii cu propris-
. f]  Dach B = {;“11 Byy tunct Xglx) = ;nélxﬂliﬂ, tatea fog, =foh , atunoi g = h.

28, Pentru orice funofie f: A —= B gint echivalente afir-
2%, Presupunind of E, Hl' EE eint ralatii de schivalentd pe mafiile:

i, stunci even {a] 1 este surjectivii

1 :
| ) B " este relajle de echivalants, : (b) Dach g, hs B—=C sint dous fumotis astfel fncit

i B BB, e ale> R = a? . gof = hof, atuwet g = b

¢  Byoliy= A% = KyoB = A2 29, In condifiile problamei 25, sint echivalente afirmsti-

- ile:
i 24. 5B oo demonpirezs ol aorles intersesciie ds relefll dee=

chivalantid sste o relstis de schivalentl. 1
iL

(a) o eate bijoctivi;

!-




o ,q‘; .-:

aint surjsotive;

) 1, pi £
(o) f, si ¥ eint injective;

(d) f, eote bijectivi;
fa)
(£ I{{:L[H}J - EEH!H)}, pentru orioe MCA,

£* eate bijectivh;

%, Dack card & =3, card B = n, =& se determine ofte funo-
tii afnt de la A in B,

81, Si se demonstrece cf prepristiiile de reflexivitale,sl-

setrie gi tranzitivitate slnt independente.
32, 58 se arnte oh orice mulgime Tinith posle fi ordonaid

totel.
5%, Dack A, BC X, #8 ge mrate of

(A 20 = (A x VAR ZE)
0 x (AAB) = (T x M)AC x B)

34, Fotin ou H(X) numfrel elesentelor wnei muliimi finite
I. Pentru orice mulifimi Tinite A, B, G, Ry,e..08; B 50 orate ol
(a) NIAUB) = H{A} + K(Z) - B{ANB);
(b BIAUB) = N({A) + ()&= ANBE = @1

(e} MOAUBUC) = N(AY + ¥ (B) + 8 (T} - KOADBI-NIANC)-
: - H{BNC) « HANBNC)
n

(@ RUAU . UL - LRI thmﬁ +
i=1 i<
e sl - i
¢ T RONA R e e (1P KA -,
i<k
35, Foloaind exerciiiv] anterior sh ge nrate ofl susiral nu-

sarelor maturale sal stci decit n gl prime cu n este dat de formu-
laz

oAb &) (- )

—

- 47 - :
unde Byssseap, 8int tofl divisorii primi, d.t:t‘.l.'n.uii a2l luwi n,

36, Pe pultimea & & numerelor Intregi definim relejis bi-
nard 1
_-|;|Jr~=..‘=‘.‘1-{§ Bl (sEEAy = u 1)

54 se arate of | este o relatie reflexivi g1 transitivi,dar
nu este simetiried,

57. Definin urmdtoarele relaiii binare:

1oy €23 = 5° ;  pe muliines L

Ty <=x| «|x] pe multimea H & numerelor reals

S5 ae mrate ofl @ g1 ¢' sint relajil de echivalents gi o8 e
deferming multimile ofé.

48, S8 se determine tonte relaglile de echivalents ps mul-
fimea {1, 25 }} gl apol mulfimile cit corespunsftoare.

3%, G& s= arste cf singurn relaties de gchivalentd care esle
g1 relatin de ondine estie egalitsten.

40, Fie X o mul{ime finith ou n elemente. 54 se arste cf ne-

sirul relatiilor de echivalent® ~0 pe X, pontru care X/ru m exant
dout slemonte este egal ou 270 - 1,

41. Fla functis 1 2 —= N definits de
docl €= 0

2 B
flg) =
2|x| = 1, duocll s<o.

S& so arate ci f este bijectivdl gi decl ¥ sate numrabils
42, 54 ee arate cff fomotin £ N z N ——1N

Ef+m1+l. piniru B+ ol

o  In reat

fim,n} =

eate o bljectin.

43, Fia PisPpsssesPy primele k susere prima {pl-:i‘.pr},
]]3 - 51 ‘lt'n Jl

54 se arats cd funeiia f1 B —= N, definits de

IO

eate injectivé.




