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Partea I

e Multimi, Relatii, Functii
Operatii cu multimi. Functia caracteristica. Operatori de
nchidere. Relatii binare. Relatii de echivalenta. Relatii de
ordine.

e Latici si Algebre Boole
Laticea ca structura algebrica. Algebre Boole. Teorema de
reprezentare a lui Stone.



MULTIMI. RELATII



Operatii cu multimi
A, B, C, T multimi

e ABCT
AUB={xe T|x € Asau x € B}
ANB={xeT|lxeAsixe B}
A={xe T|x ¢ A}

e P(T)={AIAC T}

e Ax B={(a,b)lac Asi be B}

Exemplu. P(0) = {0}, P({0}) = {0,{0}},
P({0,{0}}) = {0,{0},{0,{0}}}. ...
Exercitiu. A, B, CC T
Ax(BUC)=(AxB)U(Ax ()
Ax(BNC)=(AxB)n(AxC)



Multimi. Relatii n-are

n numar natural, n >1
A1, ..., Ay C T multimi
o U Ai={xeTlex.ic{l,...,n} x € Aj}
e NLAi={xeT|xeAor.ie{l, .. n}}
o [[L A ={(x1,....,xn)| xi € A or. i € {1,...,n}}

Notatie. A7=AXx --- x A
—_—
n
Definitie

O relatie intre Ay, ..., A, este o submultime a produsului
cartezian [[;_; A;. O relatie n-ar3 pe A este o submultime a lui A”.



Multimi. Relatii n-are

Exemple
e |CNxN
| = {(k,n)| ex. m € N a.l. mk = n}

e <CNxN
<={(k,n)] ex. meNail m#0si m+ k =n}



Operatii cu relatiii

A, B, C multimi

e relatia inversa:
dacs RC Ax Batunci R C B x Asi
R™! = {(b,a)l(a; b) € R}

e compunerea relatiilor:
daca RCAXxBsiQ@C BxCatunci RoQ CAx Csi
Ro Q= {(a,c)lex. be B (a,b) € Rsi (b,c) € Q}

e diagonala Ay = {(a,a)|a € A}

Exercitiu

(1) Compunerea relatiilor este asociativa.
(2) Daca R C Ax B atunci ApoR=Rsi RoAg=R.



Relatiii

A, B multimi
R C A x B (relatie intre A si B)

Definitie
Relatia R se numeste:
e totald: or. a € Aex. b€ B astfel incat (a,b) € R
® surjectiva : or. b € B ex. a € A astfel incat (a, b) € R
® injectiva: or. aj, ax € Aor. be B
(a1,b) € Rsi (a2, b) € R implicd a1 = a2
e functionald: or. a€ Aor. by, b, € B
(a,b1) € Rsi (a, b2) € R implicd by = by



Functii.

A, B multimi

O functie de la A la B este o relatie total3d si functionala, deci
R C A x B este functie daca
pentru orice a € A existd un unic b € B cu (a,b) € R.

Notatia f : A — B are urmatoarea semnificatie:
f(a) este unicul element din B care este in relatie cu a.

Astfel functia R C A x B va fi notata prin fgr : A — B, unde
b = fr(a) ddaca (a, b) € R.

Invers, relatia asociat3 lui f : A — B este Rr = {(a,f(a))|a € A} .

Vom nota prin 14 : A — A functia f(a) = a oricare a € A.
Evident, RIA = Aj4.



Compunerea functiilor

f:A— Bsig: B — C functii
Definim gof : A— C unde (g o f)(a) = g(f(a)).
Exercitiu. Rgor = Rr o Rg.

Spunem c3 o functie f : A — B este inversabila dac3 exista
g: B — Aastfel incat gof =1asi fog=1p.

O bijectie este o functie injectiva si surjectiva.

Exercitiu. O functie este bijectivd ddaca este inversabila.



Functia caracteristica

T multime, AC T
Functia caracteristica a lui A in raport cu T este

1, xeA
Xa: T —{0,1}, XA(X):{ 0: i;A

Proprietati
Daca A, BC T si x € T atunci

(1) Xans(x) = min{ X a(x), X8(x) } = Xa(x) X5(x)
(2) Xaus(x) = max{ Xa(x),Xs(x) } =Xa(x)+Xs(x)—Xa(x) X5(x)
(3) Xz(x) = 1-Xxal(x)



Functia caracteristica

T multime, {0,1}7 = {f : T — {0, 1}|f funtie }
Propozitie

Exist3 o bijectie intre P(T) si {0,1}7.

Dem. Functiile care stabilesc bijectia sunt
F:P(T)—={0,1}7, F(A) =Xa

G:{0,1}7 = P(T), G(f) = {x € T|f(x) =1}

Se aratd cd F(G(f)) =fsicd G(F(A)=A
oricare AC Tsif: T — {0,1}.



Principiul Inductiei

Principiul Inductiei
Dacd S C N astfel incat:

(i)0eS,
(iJor. neN(neS=n+1€b8),
atunci S = N.

Dem. Fie S C N a.f. (i) si (ii) sunt adevdrate. Presupunem c3
S #N, deci existd ng € N\ S. Din (i) rezultd c3 nyg # 0. Din (ii)
rezultd c3 1,...,np — 1 € S, deci ng € S. Am obtinut o
contradictie, deci S = N.



Multimi numarabile

O multime A este numarabila dac3 exista f : N — A functie
bijectiva si se numeste cel mult numarabila daca este finita sau
numarabila.

Exercitii
(1) O reuniune finitd de multimi num3rabile este numarabil3.

(2) O reuniune numdrabild de multimi numarabile este num3rabila.

(3) Q este numdrabila.



Principiul Diagonalizarii

Principiul Diagonalizarii

Fie A o multime si R C A x A o relatie binara pe A. Pentru orice
a € Adefinim R, = {x € A| (a,x) € R}. Fie

Dr = {x € A| (x,x) € R} diagonala relatiei R. Atunci Dg # R,
pentru orice a € A.

Dem. Presupunem c3a exista a € A astfel incat Dg = R,.
Sunt posibile doud cazuri: a € Dg sau a & Dg.

(1) ae Dr = (a,a) ¢ R=a¢ R, = Dg,
(2) a¢ Dr = (a,a) € R=a€ D, = Dg.
Tn ambele cazuri ajungem la o contradictie,
deci Dr # R, oricare a € A.



Principiul Diagonalizarii

Propozitie. P(N) nu este numarabila.

Dem. Presupunem c3 P(N) este numdrabild, deci existd o bijectie
F : N — P(N). Definim
R={(nk) e NxN|keF(n)} CNxN.

Dacad n € N atunci
R,={keN|(nk)e R} ={keN| ke F(n)} = F(n).
Principiul diagonalizarii implica Dg # F(n) pentru orice n € N.
Dar Dgr C N, deci Dg € P(N). Deoarece F este bijectiva, rezultd
cd existd un ng € N astfel incat F(ng) = Dg.

Am obtinut o contradictie, deci P(N) nu este numarabil.
Observatii. (1) Existd o functie bijectiv intre P(N) si 2,

unde 2V = {f : N — {0,1} | f functie}.

(2) Existd o functie bijectiva intre 2V si R.

in consecintd 2N si R nu sunt num3rabile.



Familii de elemente

I, A multimi
O familie de elemente din A indexat3d de / este o functie f : | — A.

Notdm cu {a;}ie/ familia f : [ — A, f(i) = aj or. i € I. Vom scrie
{a;}; atunci cand | poate fi dedus din context.
Dac3 | = () atunci {a;};cp este familia vida (.

Fie {Ai}ics si {Bi}ies familii de submultimi ale unei mulgimi T.
Definim

UicsAi={xeT|ex.iclal xcAj}
NictAi={xeT|xcAoricl}

Exercitiu. U;e; Ai = Nies Ai

Dacd | =0 atunci ;g Ai =0, NjcgAi=T.



Produsul cartezian

I multime, {A;};c; familie de multimi indexatd de /.

Vom nota prin (x;); o familie de elemente a multimii | J; A; cu
proprietatea c3 x; € Aj or. i € I.
Definim [[;c, Ai ={f : I = U; Ailf(i) € Ai or. i € I}

= {(x;)ilxi € Aj or. i € I}.

Exercitiu. Fie I, J multimi

(User A7) X (UJGJ ) = U(:,J cixs(Ai x Bj)
(Nies Ai) x (ﬂJeJ B) ﬂ(,,J cixJ(Ai X Bj)

Dacd | = () atunci [];cy Ai = {0} = {@} este singleton si contine
unica functie de la fj : ) — ().



Operatori de inchidere

T multime

Un operator de inchidere pe T este o functie C: P(T) — P(T)
care verificd urmatoarele proprietati oricare A, B C T:

(I1) AC C(A),

(12) A C B implica C(A) C C(B),

(13) C(C(A)) = C(A).

Exercitiu. Fie Xo € T o submultime fixata. Atunci
C:P(T)— P(T) definit prin C(A) = AUXpor. ACT

este operator de inchidere.



Operatori de inchidere

Exemplu.

Fie Var o multime de variabile si Form multimea propozitiilor care
se pot construi folosind variabile din Var.

Pentru ' C Form definim
C(I') = multimea tuturor formulelor care sunt consecinte ale lui I'.

Funcgia C : P(Form) — P(Form) este un operator de inchidere.



RELATII BINARE. RELATII DE ORDINE.
RELATII DE ECHIVALENTA



Relatii binare

A multime, RCAX A

Relatia binara R se numeste:

reflexivd: (x,x) € Ror. x€ A

simetrica: (x,y) € R implicd (y,x) € Ror. x,y € A

antisimetrica: (x,y) € Rsi (y,x) € R implicd x =y
or. x, y €A

tranzitiva: (x,y) € Rsi (y,z) € R implica (x,z) € R
or. x,y,z€A

relatie de preordine: reflexiva, tranzitiva

relatie de ordine: reflexiva, antisimetrica, tranzitiva

relatie de echivalenta: reflexiva, simetrica, tranzitiva



Relatii binare

Daca A multime si R C A x A definim:

R(R) =RUA,

S(R)=RUR™!

T(R)=Ups1 R" unde R" = Ro---oRpt. n>1, RO = A,

Propozitie

(1) R(R) este reflexivd, S(R) este simetrica, 7 (R) este tranzitiva.

(2) Daca Q@ C A x A este reflexivd (simetricd, tranzitivd) si R C Q
atunci R(R) € Q (S(R) € Q, T(R) € Q).

Propozitie

R, S, T :P(AxA) — P(A x A) sunt operatori de inchidere.



Relatii binare

Observatie

Fie N multimea numerelor naturale si
R = | (relatia de divizibilitate). Atunci S(T(R)) # T(S(R)).

Dacs A multime si R C A x A definim £(R) = T(S(R(R))).

Propozitie
(1) £(R) este relatie de echivalentd oricare R C A x A.
(2) Dacd Q@ C A x A este relatie de echivalentd si

R C Q atunci £(R) C Q .

Propozitie
E:P(Ax A) = P(A x A) este operator de inchidere.



Relatii de echivalenta

Exemple:

e Fiek>2si=CNxN
(n1,m) € = ddacd ex. x1,x >0, ex. 0<r < kal
n=kxg+rsin=kao+r.

e Fie f: A— B o functiesi kerf CAx A
ker f = {(a1,a2) € Ax A | f(a1) = f(a2)}

e (X, E) un graf neorientat (E C X x X), ~C X x X
(x,y) € ~ ddacd x = y sau existd un drum de la x la y.

e Fie Var o multime de variabile si Form multimea formulelor
calculului propozitional clasic care se pot construi folosind
variabilele din Var. Definim ~ C Form x Form prin
(p, 1) € ~ ddacd formula (¢ — ) A (¢ — @) este teoremd.



Relatii de echivalenta

Fie A o multime si ~C A X A o relatie de echivalenta.
Vom nota prin x ~ y faptul cd (x,y) €~.

Pentru orice x € A definim X = {y € A|x ~ y}
(clasa de echivalentd a lui x).

Un sistem de reprezentanti pentru ~ este o submultime X C A
cu proprietatea ca oricare a € A exista un unic x € X astfel incat
an~ X.

Propozitie

Au loc urmatoarele proprietati:

(I)x=yex~y

2)xny=0exxty

(3) A= J{X|x € X} oricare ar fi X C A un sistem de
reprezentanti pentru ~.



Partitii
A multime
O partitie a lui A este o familie {A;};c/ de submulimi nevide ale
lui A care verifica proprietatile:
(pl) AN Aj = 0 oricare i # j,
(P2) A= U;e Ai-

Propozitie
(1)Daca {A;}ic/ este o partitie a lui A atunci relatia
x ~y < ex i€l astfel incat x, y € A;
este relatie de echivalenta pe A.
(2) Dacd ~C A x A este relatie de echivalentad si X C A este un
sistem de reprezentanti, atunci {X|x € X} este o partitie a lui A.

(3) Exista o bijectie intre multimea relatiilor de echivalentd pe A si
multimea partitiilor lui A.

Dem. exercitiu



Multimea cat

A multime, ~C A x A relatie de echivalenta pe A
Definim A/ = {X|x € A} (mul{imea claselor de echivalent3).
Definim p. : A — A/~, p~(x) = X or. x € A (surjectia canonica).

Se observa c3 ker p.. =~.

Proprietatea de universalitate a multimii cat

Fie B o multime si

P~
f:A— B o functie al. ~C kerf. A 5__A/~
Atunci exista o unica functie fl ‘. A
f:A/.— Bal B/J f

f(R) = f(x) or. x € A
Dem. exercitiu



Cardinali

Doua multimi A si B sunt echipotente dac3 exista o functie
bijectiva f : A — B. In acest caz scriem A ~ B.

Propozitie. Urmatoarele proprietdti sunt adevarate:

(i) A~ A,

(i) A~ B implicd B ~ A,

(i) A~ B si B~ C implicd A~ C.

Relatia de echipotenta este o relatie de echivalenta. Pentru o
multime A definim cardinalul lui A ca fiind |A] = {B | A ~ B}.

Doud multimi finite sunt echipotente daca si numai daca au acelasi
numar de elemente. Cardinalul unei multimi finite este numarul de
elemente.

Exist3 multimi infinite care nu sunt echipotente: N o 2N

IN| = Ng (aleph-zero) ,
2% = |2N| = |R| = ¢ (puterea continuului)



Monoidul cuvintelor

Un alfabet este o multime de simboluri.
Un cuvint este un sir finit de simboluri din alfabet.

Fie A un alfabet. Definim AT ={a;...a,|n>1,a1,...,a, € A}
si A* = AT U{\} unde X este cuvintul vid.

Operatia de concatenare - : A* x A* — A* se defineste prin
(al...a,,)-(bl...bk):al...anbl...bk

(A*,-, \) este un monoid si se numeste
monoidul cuvintelor peste alfabetul A.

Pentru dou3 cuvinte w, w’ € A* definim
w ~ w' dac3 si numai dacd au acelasi numar de litere.

Exercitiu. ~ este relatie de echivalentd pe Asi A/ ~ N.



Relatii binare

Fie A multime si R C A x A o relatie de preordine. Definim
x ~ y ddac3 (x,y) € Rsi (y,x) € R.

Propozitie. ~ este relatie de echivalenta pe A.
Dem. exercitiu
Pe A/ ~ definim X < § & (x,y) € R.

Lema. < este bine definita, adica
x~x1,y~ysi(x,y)€Rimplicd (x1,y1) € R.
Dem. exercitiu

Propozitie. < este relatie de ordine pe A/ ~.
Dem. exercitiu



Relatii binare

Exemple. Dezvoltati constructia anterioara pentru:
° A=2Zx(N\{0})
R ={((z1,m),(22,m)) € Ax Alz1 - np < zo- m}
Ardtati cd A/~~ Q.
e A=NN={f:N = N|f functie}

Fie f, g € A. Spunem c3 f € O(g) dacd
ex. ¢ >0 RsingeNai f(n) <cg(n)or. n> ng.

R={(f,g) € Ax A|f € O(g)} este relatie de preordine.
f~g& feO(g)sige O(f) este relatie de echivalentd

Pentru f € A clasa de echivalenta a lui f se noteazd ©(f) si
se numeste rata de crestere (rate of growth) a functiei f.



Relatii binare

e Dac3d A si B sunt multimi, definim
A < B ddac3 ex. f : A — B functie injectiva.

Relatia < este preordine. Definim
A~ B ddaca A< Bsi B< A
Relatia ~ este o relatie de echivalenta.

Teorema Cantor-Scroder-Bernstein.
Dac3 exista doua functii injective f : A— Bsig: B— A
atunci A ~ B.

Relatia de ordine pe cardinali este definita prin:

|A| < |B| ddacd A < B ddacd ex. f : A — B functie injectiva.



MULTIMI PARTIALORDONATE. LATICI.
TEOREME DE PUNCT FIX



Multimi partial ordonate

O multime partial ordonatd (mpo) este o pereche (A, R), unde A
este o multime si R este o relatie de ordine pe A.

Exemple.

e (P(T),C) unde T este o multime,

o (N,<), (N,]|) cu | relatia de divizibilitate,

e (Pf(A,B),<) unde

A, B sunt multimi,

Pf(A, B) = {f : A— B|f functie partiald},

f < g = dom(f) C dom(g) si f(a) = g(a) or. a € dom(f)

Relatiile de ordine sunt uzual notate cu <.
Daci (A, <) este mpo si >:=<"1 atunci
(A, >) este mpo.



Multimi total ordonate

Fie (A, <) mpo. Doud elemente a1, ay € A se numesc
comparabile daca a; < ap sau ap < a;.

Exemplu. In (N, |) elementele 2 si 4 sunt comparabile, dar
elementele 3 si 7 nu sunt comparabile.

O relatie de ordine partiald se numeste totala (liniara) dac3
oricare doua elemente sunt comparabile. O multime total
ordonata este o pereche (A, <) unde A este o multime si < este o
relatie de ordine totala pe A. Pentru multimile total ordonate este
folosita si denumirea de lant.

Exemplu. (LR, </e) este lant, unde LR este multimea cuvintelor
din DEX, iar <), este relatia de ordine lexicografica.



Produsul cartezian de lanturi

Fie (Al, Sl), (Ag, Sg) lanturi.
e Pe A; X A, definim relatia de ordine pe componente
(x1,x2) < (y1,¥2) & x1 <1 y1 i X2 <2 yo.
(A1 x Az, <) este mpo.
Daca |A1], |A2| > 2 atunci (A1 X Az, <) nu e lant.

Exemplu. In R x R elementele (2,3) si (4,1) nu sunt comparabile.

e Pe A; x Ap definim relatia de ordine lexicografica
(x1,%2) <jex (y1,¥2) © (x1 <1 y1 si x1 # y1) sau
(x1 = y1 si x2 <o o).
(A1 x Ag, <) este lant.

Exercitiu. Definiti relatia de ordine lexicografica pe produsul
cartezian a n lanturi (A1,<1), -+, (An, <n).



Elemente minimale si maximale

Fie (A, <) mpo. Un element e € A se numeste

element minimal dac3 (a < e = a=e);

prim element (minim) dacd e < aor a € A;

element maximal dac3 (e < a= a=e¢e);

ultim element (maxim) dacd a < e or a € A.
Exemplu. In mpo ({2,4,5,10,12,20,25},|), elementele minimale
sunt 2 si b, iar elementele maximale sunt 12, 20, 25.

Orice minim (maxim) este element minimal (maximal).
Invers nu este adevarat.



Diagrame Hasse

x < y este reprezentat prin y segment crescator

X

Exemplu. ({2,4,5, 10,12,20,25},|) este reprezentata prin

\/\
\/\/



Sortarea topologica

Este folosita Tn probleme de planificare. Presupunem c3 un project
este format din mai multe procese care se conditioneaza intre ele:
procesul p nu poate Tncepe decat dupa terminarea procesului g.
Multimea proceselor devine astfel multime partial ordonata (P, <).
Se pune problema gasirii unei secvente de executie a proceselor.

O relatie de ordine totald <« C P x P este compatibild cu relatia de
ordine partiald < daca x <y = xdy oricare x, y € P.
Determinarea unei relatii de ordine totale compatibile cu o relatie
de ordine partiala data se numeste sortare topologica.



Algoritm de sortare topologica

Intrare: (P,<) mpo, n=|P| k:=1

while P # ()

{

Pk = un element minimal al lui P;
P:=P\{pi};

ki=k+1

¥

lesire: p; <--- < p, este o ordonare totala compatibila



Sortare topologica

\/\
\/\/

N\,

1222

25

N\



Sortare topologica

ANPZN

10 25

N\

x3 :=25

x4 =4

245425<14410412420
Solutia nu este unica.



PBO si PI

O mpo (A, <) este bine ordonata dac3 orice submultime nevid3 a
sa are prim element.

Observatie. Orice multime bine ordonat3 este lant.

Principiul Bunei Ordondri. N este bine ordonatd (fatd de relatia de
ordine uzuald).

Principiul Inductiei. Daca S C N astfel Tncat:
(i)0 €S,

(ior. neN(neS=n+1€b8),

atunci S = N.



Infimum si supremum

Fie (A, <) mpo. Un element a € A se numeste

e minorant al lui X daca a<xor. x € X;
e majorant al lui X daca x < aor. x € X;

e infimum al lui X daca a este cel mai mare minorant
(a este ultim element in multimea minorantilor lui X);

e supremum al lui X dac3 a este cel mai mic majorant
(a este prim element in multimea majorantilor lui X).

Exercitiu. Infimumul (supremumul) unei multimi, dac3 existd, este unic.

Infimumul (supremumul) lui X il vom nota inf X (sup X).
Dacd X = {x1,x2} atunci notam inf{x1, x2}, sup{x1, x2}.



Exemple

e (R,<),X=(3,4,Y=N

multimea majorantilor lui X este [4, c0),

4 este ultim element pt. X,

multimea minorantilor lui X este (—oo, 3],

3 este infimum pt. X,

Y nu are majoranti (ultim element, supremum),
multimea minorantilor lui Y este (—o0,0),

0 este prim element pt. Y .

C (N7 |)v X = {n17 n2}

sup X = sup{n1, mo} = cmmmc{ny, np}

inf X = inf{ny, m} = cmmdc{ny, na}

e ({2,4,5,10,12,20,25},|), X = {12,20,25}
X nu are minoranti si nici majoranti

e (P(T),S), X CP(T)

sup X = {Y|Y € &}, inf X ={Y|Y € X}



CPO. Latici

CPO
O mpo completa (CPO) este o multime partial ordonatd
(C, <) cu proprietatile:
e C are prim element L,
e sup X existd pentru orice lant X C C.
Exemplu. (Pf(A, B), <) este CPO.

Latice

O mpo (L, <) este latice dacad sup{xi,x2} si inf{xq, xo} existd
oricare ar fi xq, xo € L. Laticea (L, <) este completa dac3

inf X si sup X exista oricare ar fi X C L.

Exemplu. (P(A), C) este latice complets.

Exercitiu.
(a) Orice latice completa este CPO.
(b) Orice latice completd are prim si ultim element.



Functie crescatoare. Puncte fixe.

Functie crescatoare

Daca (A, <a) si (B, <g) sunt mpo atunci o functie f : A — B
este crescatoare dacd a; <p a; = f(a1) <p f(az) or. a1, a € A.

Functie continua

Dacd (A, <a) si (B,<g) sunt CPO atunci o functie f : A— B
este continua dacd pentru orice lant {a,|n € N} din A
f(sup{an|n € N}) = sup{f(an)|n € N}.

Exercitiu. Orice functie continu3 este crescatoare.

Punct fix

Un element a € A este punct fix al unei functii f : A — A daca
f(a) = a.



Teoreme de punct fix

Teorema Knaster-Tarski pentru latici complete

Fie (L, <) latice completd si F : L — L o functie crescatoare.
Atunci a = inf{x € L|F(x) < x} este cel mai mic punct fix al
functiei F.

Teorema Knaster-Tarski pentru CPO

Fie (C,<) o CPO si F: C — C o functie continua. Atunci
a = sup{F"(L)|n € N} cel mai mic punct fix al functiei F.

Observam ca n ipotezele ultimei teoreme secventa
FO(L)=L<FL)<PF(L)<- - <F"(L)< -
este un lant, deci a exista.



Teoreme de punct fix

Exemplu.
Pf(N,N) CPO, L : N — N, L(k) nedefinitd or. k € N
F : PF(N,N) — Pf(N,N)

1, k=0
F(g)(k) :=< kxg(k—1), k>0sig(k—1) e definit3
nedefinit, altfel

Deoarece F este continua, conform Teoremei Knaster-Tarski, cel
mai mic punct fix al functiei F este f = sup{F"(L)|n € N}.

1, k=0
f(k)=F(f)(k):=< kxf(k—1), k>0sif(k—1) e definitd
nedefinit, altfel

feste functia factorial.

Teoremele de punct fix sunt folosite in semantica denotationala
pentru a defini semantica instructiunii while.



Latici

Definitia L1.
O mpo (L, <) este latice dacd sup{x1, x2}, inf{x1, x2}
existad oricare x1, xo € L.

Infimumul (supremumul) devin operatii pe L:
VilxL—L x3Vx:=sup{xy,x},
AN:LxL—L x3Axp:=inf{xy,x}.
Propozitia L1-2.
Urmatoarele identitati sunt satisfacute:
e asociativitate:
(xVy)Vz=xV(yVz), (xANy)ANz=xA(y A z),
e comutativitate: xVy =y VX, XAy =y AX,
e absorbtie: x V (x Ay)=x, x A (xVy)=x.
Demonstratie. exercitiu.
Laticea (L, <) devine structurd algebricd (L, V, A).



Definitia Algebrica a Laticilor

Definitia L2.

O latice este o structurd algebrica (L, V,A) unde V si A sunt
operatii binare asociative, comutative si care verifica proprietatile
de absorbtie.

Lema. xVy=y < xAy=xor. x,y€ L.
Demonstratie. Daca x Vy =y, atuncix =xA(xVy)=xAy.

Propozitia L2-1.

Fie (L,V, A) in sensul Definitiei L2. Definim

X<y xVy=y& xANy=x.

Atunci (L, <) este latice in sensul Definitiei L1. In plus
sup{x,y} =xVy, inf{x,y} =xAyor. x, y€L
Demonstratie. exercitiu.



Latici marginite
O latice este marginita dac3 are prim si ultim element. Primul
element se noteaza cu 0, iar ultimul element se noteaza cu 1.
O latice marginitd va fi notata prin (L, <,0,1), iar ca structurd
algebrica prin (L,V,A,0,1). Se observa ca:
xVO0=x,xAN0=0,xV1=1 xAl=xor. xel.

Elementul x este complement al lui y daca xVy =1si xAy =0.
O latice este complementata daca orice element are cel putin un
complement.

Exemplu. Determinati elementele complementate n laticile:

1
4 w
0



Algebre Boole

O latice (L, V, ) este distributiva dacg, or x, y € L:
xV(yNnz)=(xVy)AN(xVz)sixAN(yVz)=(xAy)V(xAz).

Lema

Intr-o latice distributiv si marginitd, un element are cel mult un
complement.

Demostratie. Fie y1, y» complemente pentru x. Obtinem
i=nAl=yiA(VX)=yAyp=nAMVXx)=ypAl=y

O algebra Boole este o latice distributiva si complementat3 cu

prim si ultim element.Dacad B este o algebra Boole, atunci pentru

orice element existd un unic complement. Putem defini o operatie
~ : B — B prin x := complementul lui x.

O algebra Boole este o structura algebrica

(B,V,A,~,0,1).



ALGEBRE BOOLE



Scurt istoric
1854 George Boole: The Laws of Thought

All the operations of Language, as an instrument of reasoning,
may be conducted by a system of signs composed of the
following elements: literal symbols, ...signs of operation, ...
the sign of identity =. And these symbols of Logic are in their
use subject to definite laws, partly agreeing with and partly
differing from the laws of the corresponding symbols in the
science of Algebra.

1904 Edward V. Huntington: Sets of Independent Postulates for
the Algebra of Logic

1936 Marshall H. Stone: The Theory of Representations of
Boolean Algebras

1938 Claude E. Shannon: A Symbolic Analysis of Relay and
Switching Circuits



Algebra Logicii

George Boole - The Mathematical Analysis of Logic (1847)
Analiza rationamentelor prin metode asemanatoare calculului
algebric.

Exemplu. Fie a, b, ¢ si d proprietati ale substantelor care pot
interac tiona Tn cadrul unui experiment. Se cunosc urmatoarele:
(1) a si b apar simultan = apare numai una dintre ¢ si d,
(2) bsi c apar simultan = fie a si d apar simultan,

fie nu apare nici una,
(3) nici una dintre a si b nu apare = nici una dintre ¢ si d nu apare,
(4) nici una dintre ¢ si d nu apare = nici una dintre a si b nu apare.

Demonstrati ca:
(a) nici una dintre a si b nu apare = nu apare nici c,
(b) a, bsi ¢ nu apar simultan.



Algebra Logicii

Fie A, B, C si D multimile substantelor care au, respectiv,
proprietatile a, b, ¢ si d.

(1) asi b apar simultan = cu sigurantd apare una dintre c si d,
ANBC(CNnD)u(DnC()

(2) b si ¢ apar simultan = fie a si d apar simultan,
fie nu apare nici una,
BNCC(AND)U(AND)

(3) nici una dintre a si b nu apare = nici una dintre c si d nu apare,
nNBCCND
(4) nici una dintre c si d nu apare = nici una dintre a si b nu apare.
NDCANB



Algebra Logicii

Notim AB = AN B. Folosim A C B < AB = ().

Ipotezele:

(1) AB(CuUD)(CUD) =
(2) BC(AUD)(A D)
(3) AB(CUD) =

(4) C D(AUB) =

Concluzia:
(1) AUBCC& ABC=1

Demonstratia:
AB(CUD) == ABCUABD=0= ABC=0siABD=1

(2) exercitiu.



Algebra Boole

O algebra Boole este o latice distributiva si complementata cu
prim si ultim element.
In consecinta, o algebra Boole este o structura
(A7V)/\7_ 70) 1)
care satisface urmatoarele identitati:
(L1) (xVy)Vz=xV(yVz), (xANy)ANz=xA(yA2z),
(L2) xVy=yVx,x\Ay=yAXx,
(L3) xV(xAy)=x,xA(xVy)=x,
(D) xV(yAz)=(xVy)A(xVz), xAN(yVz)=(xAy)V(xAz),
(P) xv0O=x,xA0=0,
(U) xAl=x,xv1l=1,
(C) xVvx=1,xAx=0.



Exemple

o L=({0,1},v,A,7,0,1),
e (P(T)u,Nn,~,0,T)
e Algebra Lindenbaum-Tarski a calculului propozitional.

e Multimea evenimentelor asociate unui experiment.
e Multimea inchis-deschisilor unui spatiu topologic.

Exercitiu. Daca (A;, Vi, Aj,~7,0;,1;) sunt algebre Boole oricare
1 < < natunci A; X --- X A, este algebra Boole cu operatiile
definite pe componente.



Diagrame Hasse

x ‘b 11
R o

0 00



Reguli de calcul

(A, V,A,~,0,1) algebra Boole
o xVy=1sixAy=0=y=X,

y=yAl=yA(xVX)=(yAX)V(yAX)=yAX =
(YAX)VO=(yAX)V(XAX)=XA(yVx)=XA1l=X

e principiul dublei negatii: X = x,

Atat X, cAt si x satisfac ecuatiile care definesc Th mod unic
complementul lui X.

e x<y=xVz<yVz, xNz<yANz
e x<y&xANy=0&xVy=1&y<Xx

X<y=xANy<yAy=xANy=0
xANy=0=y=yV0=yV(xAy)=yVx=x<y



Reguli de calcul

(A,V,A,7,0,1) algebra Boole

® \/si A sunt idempotente
XVX=XAX=X

xVx=xV(xAKxVx))=x,x Ax=xV(xA(xVx))=x

e |egile lui De Morgan
XVy=xANy,x\Ny=xVYy.

Se demonstreazad ca X Ay satisface ecuatiile care definesc in mod
unic complementul lui x V y.



ALGEBRE BOOLE - MATERIAL
SUPLIMENTAR



Operatiile —, <, +

(A, V,A,~,0,1) algebra Boole
e X >y =XVy

x<y&x—>y=1,
x=>(y—=-x)=1, (x=y)=(y—>2)—> (x—>2)=1.

e x>y =(x—=>y)A(y —x)
xeoy=1&x=y,

Xeoy=xoy (xeoy)eoz=xo (v 2).
o x+y:=(xoy)=XAy)V({FAxX)

Xx+x=0,x+y=y+x,
x+z< (x+y)V(y+2).
Operatia (x,y) — x + y are proprietatile unei "distante”.



Exemple fundamentale

e Camp de multimi (field of sets)

A C P(X) cu astfel " incdt ) € Asi

X1, Xo € A= X1UXz, X1 N Xo, X1 € A

Atunci (A,N,U,~,0, A) este o algebrd Boole de multimi.

e F C{0,1}X astfel incat 0,1 € F si
fi,hecF=AVhh AAfh fEF,

unde, oricare x € X, 0(x) := 0, 1(x) := 1, f := fi(x),
(A V R)(x) = fA(x)V h(x), (A A R)(x):= f(x) A f(x).
Atunci (F,V,A,”,0,1) este o algebra Boole de functii.

Teorema de reprezentare a lui Stone afirma c3 orice algebra Boole
poate fi reprezentata printr-o algebra Boole care are una din
formele de mai sus. In continuare vom demonstra aceasta teorema.



Notiuni de algebra universala

Urmatoarele notiuni se definesc pentru orice clas3 de structuri
algebrice:

e subalgebra,
e morfism, izomorfism, scufundare,

e congruenta.

Vom defini aceste notiuni pentru algebrele Boole.

Exercitiu. Definiti notiunile de subalgebra, morfism si congruenta
pentru latici ca structuri algebrice.



Subalgebre

(A, V,A,~,0,1) algebra Boole

Definitie
Fie S C A astfel incat 0, 1 € S si

X, yES=xVy, x\Ny, Xx€S.

Atunci (S,V,A,”,0,1) este o algebrd Boole, unde V, A si ~ sunt
restrictiile operatiilor din A.
In acest caz spunem c3 S este o subalgebra a Iui A.

Exemplu. Dacd A = P({a, b, c}) atunci care din multimile

S1:={0,{a},{b},{a, b}, A} si S, :={0,{a},{b,c}, A}
este subalgebra a algebrei Boole (A,U,N,~,0,A) ?



Morfisme Booleene

(A,Va,ANa,",04,14), (B,Ve,AB,”,08,1p) algebre Boole

Definitie
O functie f : A — B este un morfism de algebre Boole dac3i:
[ J f(OA) = OB, f(].A) = 13,

o f(x)=1f(x),
o f(xVay)=f(x) Ve f(y). f(x Aay) = f(x) Ag f(y).

Un morfism injectiv se numeste scufundare.

Izomorfism

Un izomorfism este un morfism bijectiv. Spunem ca algebrele
Boole A si B sunt izomorfe dac3 exista un izomorfism f : A — B.
In acest caz scriem A ~ B.

Exercitiu. Dacad f : A — B este un izomorfism de algebre Boole
atunci f~1: B — A este de asemenea un izomorfism.



Exemple

Z 11

p c 01 10

0 00

e f: A — B definit prin
f(a)=1f(b)=1f(c)=01sif(x)="Ff(y)="Ff(z)=10
e un morfism surjectiv

e g : B — A definit prin g(10) = asi g(01) = z
este o scufundare



Algebre izomorfe

e Consideram urmatoarele algebre Boole:
1

K

0

C= (P({av b, C})7 U,n,” ,@, C)
D = ({0,1}3,V, A, ,000, 111)

Atunci A~ C~D

Structurile izomorfe sunt identice modulo redenumire.



Congruente

(A, V,A,~,0,1) algebrd Boole

Definitie
O congruenta pe A este o relatie = C A x A care verifica
urmatoarele proprietati:
e = este relatie de echivalenta,
O X=y=>X=VY,
exi=pnsixx=yp=>xxVxe=ynVyxxAx =y Ay.

Constructia algebrei cat
Pe multimea claselor de echivalentd A/ = definim:

— —

XVy =xVy, XAy =xAy,

|
Il
x>

Atunci (A/=,V,A,~,0,1) este o algebrs Boole.



Constructia algebrei cat
Demonstratie.”
Fie (A,V,A,”,0,1) o algebra Boole si = o congruentd pe A. Pe
multimea claselor de echivalentd A/ = definim:

— —

XVy =xVy, XAy =xAy,

|
Il
x>

Demonstram ca definitiile operatiilor pe clase de echivalentd sunt
independente de reprezentanti, i.e.

SR AN PEmeen % . e 2 &
X=2Z, y=U=> xVy=zVu, x\Ny=zANu, Xx=2.
Daca X = Z atunci x = z.Deoarece = este congruenta, obtinem

X = Z, deci X = z. Am demonstrat c3 definitia operatiei ~ in
algebre cat este corecta.

Demonstrarea identitatilor este imediata:
XVX=XVx=xVx=1.

Exercitiu. Ardtati ca functia p: A — A/=, definitd prin p(x) := X
este morfism de algebre Boole.



Exemplu

A= {xix2-- xn|x;i € {0,1} oricare i}, unde n >N, n>1

(A,V,A,”,0---0,1---1) este algebrd Boole, unde operatiile sunt
definite pe componente

Fie ke{l,...,n}sil<n <m<---<ng<n.
Definim xix2 - =Xy = y1y2 - Yn & Xn; = yp, oricare 1 < i < k.
Atunci = este o congruenta pe A.

Exercitiu. Demonstrati ¢ L5 ~ A/ =.



Filtre si Ideale

Tn unele clase de structuri (inele, module, grupuri, algebre Boole)
congruentele sunt unic determinate de submultimi particulare.
(A, V,A,~,0,1) algebra Boole
Definitie
O submultime F C A se numeste filtru daca:

e 1eF,

e xcF, x<y=yeF,

e x,yeF=xAy.

Un filtru F se numeste propriu dacd 0 € F (F # A).

Exercitiu. Notiunea dual3 este cea de ideal. Definiti notiunea de
ideal folosind principiul dualizarii.



Filtre

Exemple.

o {1} este filtru.

e Multimea {{a}, 1} este filtru in P({a, b}).

e Daca A este o algebra Boole, atunci mulfimea
[a) ={x € Ala<x}

este filtru oricare a € A. Observam ca [a) este propriu dac3 si
numai daca a # 0.

e Daca f : A— B este un morfism de algebre Boole atunci
FH{1}) = {x € Alf(x) =1}
este filtru in A.

e Fie A o algebra Boole si F C A. Daca F este filtru si subalgebra
a lui A, atunci F = A.



Filtre si congruente”

(A, V,A,”,0,1) algebrd Boole
Teorema*
(1) Dacd F C A filtru, definim =gC A x A prin
X=fFy <o xsyeF e x—yeFsiy—sxeF.

Atunci =F este o congruenta pe A.

(2) Dacd =C A x A este o congruentd pe A, definim
Fo =i={xecA|x=1}.
Atunci F= este filtru Tn A.

(3) Daca F C A este un filtru si =C A x A este o congruent3,
atunci F = F=, si ===f_.

Exista o bijectie Tntre filtre si congruente. Vom nota
A/F = A/EF



Demonstratie™.
(1), (2) exercitiu.

(3) Dacd F este un filtru si x € A, atunci
xcEFz, &x=fl&ex1eF&xeF.

Fie = congruentd si x =y in A. Atunci
X—>y=y—y decix—>y=1

si, similar, y - x = 1. Rezulta x <> y =1,

deci x <> y € F=, adica x =f_ y.

Am demonstrat cd = C =f_.

Invers, fie x =f_ y, adicd x <> y € F=y.
Rezultd x <> y =1, decix > y=1siy - x = L.
Obtinem x =xA1=xA(XVy)=xAy

si, similar, y = x A y. Asadar x = y si

am demonstrat ca =f_ C =.



Filtrele cubului

e fo=1{0,ab,¢cxy,21},
F1 :{33X7Y71}v F2:{bvxazal}v F3:{Ca)/7za1}
F4 = {X,l}, F5 = {y, ]_}, F6 = {Z, ]_}

e u=fveusvefRea<u—vsialv—u

Exercitiu. Demonstraticd u =f, v& aAu=aAvor. u, veA
Exercitiu. Determinati algebra cat pentru filtrele Fg, ..., F7 .



Ultrafiltre

(A,V,A,~,0,1) algebrd Boole

Teorema de caracterizare a ultrafiltrelor

Pentru un filtru propriu F C A urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) xe F&XEFor. xeA,

(2) xVyeF& xeFsauyeFor. x,y €A,

(3) FC U, U filtru propriu = F = U.

Definitie

Un ultrafiltru este un filtru propriu care verifica proprietatile
echivalente de mai sus. Observam ca ultrafiltrele sunt elemente
maximale in multimea filtrelor proprii, ordonata cu incluziunea.

Exercitiu. F este ultrafiltru <& A/F ~ L,



Caracterizarea ultrafiltrelor

Demonstratia.”

(1= 2)

(2= 3)

(3=1)

Implicatia < este evidenta.

= Fie x, y € A astfel incat xVy € F si x € F. Atunci X € F,
deci (x Vy)AX =y AX € F. Deoarece y AX < y, rezulta
yeF.

Fie U un filtru propriu astfel incat F C U. Presupunem ca
existd x € U\ F. Deoarece 1 = xV x € F si x € F, rezultd

x € F. In consecinti x € U, deci x Ax =0 € U. Contrazicem
faptul cd U este propriu, deci presupunerea a fost eronata.
Rezultda U = F.

Fie x € A astfel incat x ¢ F. Daca

U:={ac Al exista f € F astfel incat f A x < a}

atunci U este filtru, F C U si x € U (exercitiu). Deoarece
U # F, rezulta ca U nu e propriu, deci 0 € U. Asadar exist3d
f € F astfel Tncat f A x = O, adica f < X.

Am demonstrat ca X € F.



Filtrele cubului

%S

Z
C

L FOZ{O7aab7C7X7y’Z’1}
Fi=A{a,x,y,1}, F, ={b,x,z,1}, F3 = {c,y,z,1} ultrafiltre
Fa={x,1}, Fs ={y, 1}, Fe ={z,1}



Existenta ultrafiltrelor

Fie (A,V,A,”,0,1) algebra Boole.

Multimea filtrelor proprii ale algebrei A este nevida, deoarece
{1} este filtru propriu Tn orice algebra Boole.

Pentru a demonstra existenta ultrafiltrelor folosim un rezultat
echivalent cu Axioma alegerii Tn sistemul axiomatic
Zermelo-Fraenkel, si anume Lema lui Zorn.

Lema lui Zorn
Fie (P, <) o mpo cu proprietatea c3 orice lant C C P are
majorant. Atunci P are cel putin un element maximal.



Existenta ultrafiltrelor

Propozitie

Daca x # 0 in A atunci existd un ultrafiltru U astfel Tncat x € U.

Dem. Dac3d P = {F | F filtru propriu,x € F}, atunci (P, C) este
mpo. Obervdm c3 P este nevidd, deoarece [x) este propriu, deci
[x) € P. FieC un lant din P si V :=J{F |F € C}. Atunci V este
un filtru (exercitiu) si a € V, deci V este majorant pentru C. Am
demonstrat c3 orice lant are un majorant, deci Lema lui Zorn
asigura exitenta unui element maximal U in P. Aratam c3 U este
ultrafiltru n A. Fie U C U’, unde U’ este un filtru propriu. Atunci
x € U, deci U’ € P. Cum U este maximal in P, obtinem U = U’.



Existenta ultrafiltrelor

Propozitie

Dac3 x # 0 1n A atunci exista un ultrafiltru U astfel incat x € U.
Corolar 1. Multimea ultrafiltrelor este nevida.
Corolar 2. ({U C A| U ultrafiltru} = {1}.

Dem. Fie x € U oricare ar fi U ultrafiltru si presupunem c3 x # 1.
Atunci X # 0, deci exista un ultrafiltru V' astfel incat x € V.
Rezultd 0 = x A X € V, ceea ce contrazice faptul ca V este
ultrafiltru.



Teorema de reprezentare a lui Stone

Pentru orice algebra Boole A exista o multime X si un morfism
injectiv d : A — P(X).

Observatie

Orice algebra Boole este izomorfa cu o algebra Boole de multimi:

A~ d(A) C P(X).

Corolar
Pentru orice algebra Boole A exista o multime X si un morfism
injectiv d : A — LX.

Dem. Este consecint3 a faptului c§ P(X) ~ LX.



Teorema de reprezentare a lui Stone

Demonstratie.

Fie A o algebra Boole si fie I/ multimea ultrafiltrelor lui A. Definim
d:A—PU) prind(a) :={UeclUl|ac U}

Fiex, ye Asi U elU.
Uedx)execelUexg¢gUs Uecdx)

UedixVy)exVvyelUexelUsauye U< Ued(x)ud(y)

Am demonstrat cad d(X) = d(x) si d(x Vy) = d(x) Ud(y),
deci d este un morfism Boolean.

Fie x, y € A astfel incat d(x) = d(y). Atunci
d(x < y) =d(x) <> d(y) =U, adica

x <y € ({U|U ultrafiltru in A}.

Rezultd x <> y =1, deci x = y.

Am demonstrat ca d este un morfism injectiv.



Atomi

(A, V,A,~,0,1) algebra Boole

Definitie

Elementele minimale in A\ {0} se numesc atomi. Algebra A se
numeste atomicd dacad pentru orice x # 0 exista un atom a € A
astfel Tncat a < x.

Exemple

e A= L7 are n atomi:

(0,...,0), (1,0,...,0), ..., (0,...,0,1)

e B =P(X) are atomii de forma {x} cu x € X.



Algebre Boole finite

Exercitii

® a este atom < [a) este ultrafiltru.

e Dacd A este atomica atunci x = \/{a €A|a atom, a < x} or. x # 0.
e Orice algebra Boole finita este atomica.

Propozitie

Fie A o algebra Boole finitd, At(A) multimea atomilor lui A, U(A)
multimea ultrafiltrelor lui A.

e Daca U e U(A) si a= A\{x|x € U} atunci a € At(A) si U = |a).
e Existd o bijectie intre At(A) si U(A).

Teorema

Daca A o algebra Boole finitd, atunci A ~ P(At(A)) si
izomorfismul este

d:A— P(At(A)), d(x) = {a €Al a atom, a < x} or. x € A.
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