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Consistenta, satisfiabilitate,
completitudine



Multimi consistente

Definitie
O multime ' de formule se numeste consistenta dac3 existd o
formula ¢ astfel incat 't/ ¢ .

Propozitie

() este consistents.

Dem. Aratdm &a t/ =(¢ — ¢). Presupunem c3 F (¢ — ¢).

Deoarece deductia este corectd, obtinem fo(—=(¢ — go)) = 1 oricare
fe(i

ar fi e o evaluare. Dar fo(=(p — ¢)) = = (fe(p) — )=
deci obtinem o contradictie.

Exercitiu. Teoreme := {p € Form| F ¢} este consistenta.
Exercitiu. Orice multime satisfiabil3d este consistenta.



Multimi inconsistente

Definitie
O multime ' de formule se numeste inconsistenta daca nu este
consistentad, i.e. [ F ¢ oricare ¢ € Form .

Propozitie
Pentru o multime ' C Form sunt echivalente:

(1) T este inconsistents,
(2) exista v € Form, T F ¢ si I F .

Dem. (1) = (2) este evidenta.
(2) = (1) se demonstreaza folosind teorema ¢ — (=9 — ¢).

Exercitiu. ' C A, T inconsistentda = A inconsistenta



Multimi inconsistente

Propozitie

Pentru ' C Form si ¢ € Form sunt echivalente:
(1) T'U{p} este inconsistentd,

(2) TE—ep.

Dem. (1) = (2) TU{¢} F ¢
N9 — - TD
I'E (e — =) = —p (teoremd)
==

(2) = (1) rezult3 folosind propozitia anterioard, deoarece
Fru{ptFesifU{p}r-p.



Multimi maximal consistente

Definitie
O multimeA C Form se numeste maximal consistenta dacd A
este consistenta si

or. A’ C Form (A C A’ = A’ inconsistent3).

Propozitie
Daca A C Form este maximal consistentd, atunci sunt adevarate
urmatoarele proprietati:

e oricare ¢ € Form, p € A sau —p € A,

e oricare ¢, 1 € Form
oY ENAES pcAsau) €A .

Propozitie
Pentru orice multime consistenta I' C Form este inclusa intr-o
multime maximal consistenta.



Completitudine

Teorema de completitudine extinsa
Orice multime consistent3 este satisfiabila.

Dem. Fie [ € Form o multime consistenta. Trebuie sa

demonstram c3 I are un model. Fie A o multimea maximal

consistentd a.f. [ C A. Definim e : Var — {0,1} prin
e(v)=1dacdveA, e(v)=0daca v ¢ A.

Fie P(p) =" fo(¢) =1 < ¢ € A". Demonstrdm prin inductie

structurald ca P(yp) este adevaratd pentru orice ¢ € Form. Din

definitia evaludrii e, P(v) este adevaratd oricare v € Var.

Presupunem c3 P(y) si P(1) sunt adevarate. Ob tinem

fe(p)=1&f(p) =0 g A —p e A,

fe(p = ¥) = fe(p) = fe(¥) =1 = fe(p) = 0 sau

()=l pgAsaupe As p—p e A

Conform principiului inductiei structurale, P(y) este adevdrata

pentru orice ¢ € Form, adicd fo(p) =1 < ¢ € A.

Rezultd (') = {1}, deci [ admite un model.



Completitudine

Teorema de completitudine
-teoremele si [-tautologiile coincid, i.e.

TrFoeTlEp

oricare are fi ¢ € Form si ' C Form.
In particular, - ¢ < = ¢.

Dem. = corectitudinea.

< Presupunem ca 't/ . Atunci 't/ == si ' U {—¢} este
consistentd. Fie e : Var — {0,1} un model pentru I' U {=p}.
Obtinem fo(I') = {1} si fe(—p) = 1, deci fo(¢) = 0. Din ipoteza,
orice model al lui I este si model al lui ¢, deci fe(¢) = 1. Am
ajuns la o contradictie, deci presupunerea noastrad a fost falsa. in
consecinta, [ F .



Conectorii derivati

Conectori derivati

Pentru ¢ si ¢ formule oarecare, definim urmatoarele prescurtari:
eV i=—p =9

e N = =(p = )

popi=(p=2P) AW =)

Exercitiu. Dac3 e : Var — {0,1} evaluare, atunci
fe(p V) = fe(i0) V fe(¥),

fe(p N P) = fe(p) A fe(¥),

fe(p < ¥) = fe(p) < fe(¥).



Conectori derivati

Aratati ca - vi — (vo = (v A w)).

Aplicand teorema de completitudine, aceasta revine la a demonstra
': Vi — (V2 — (V1 N Vg))

v |v= (v (Aw)
1

= = O O
_H O+~ O

1
1
1



Sintaxa si Semantica

Lema
Sunt echivalente:

(1) Fe—=1,
(2) fo(p) < fe(v) oricare e : Var — {0,1} evaluare.

Lema
Sunt echivalente:

(1) Fee,
(2) fe(p) = fe(v)) oricare e : Var — {0,1} evaluare.

Dem. exercitiu



Sintaxa si Semantica

(e =)= ((pVx) = (¥ VX))
Demonstratia sintactica

(1) {e =, e —=x, 0} (p =) = (=Y — ) (teoremd)
2)  A{p =, = x, ™} @ — 1 (ipotezd)

3) {e—=v,—p—=x, W} — e (1), (2), MP

4)  {p =, —~p = x, ¥} F ¢ (ipotezd)

5) {e =Y, —p = x, W} - (3), (4), MP

) A=Y, = x, b} = - — x (ipotezd)

) Ao =¥, 0 = x, b} Fx (5), (6), MP

) {e—=v, 9= xtFyYVxTD

) {e—=¥iE(pVX) = (¥Vx)TD

0) Flp—=v)=({(¢Vvx)— (VX)) TD



Sintaxa si Semantica

Demonstratia semantica

': (V1 — V2) — ((Vl V V3) — (V2 V V3))
Metoda tabelului

vi | Vo | v3 (V1 — V2) — ((Vl V V3) — (V2 V V3))
0j0]|O 1
001 1
1 1 1 1
Lema substitutiei. Fie v o formula si vy, ..., v, variabilele care
apar in . Fie v(71,...,7vn) formula obtinuta inlocuind v; cu ~;

oricare i € {1,...,n}. Dacd = atunci = v(71,---,7n)-
Dem. exercitiu

Rezults = (¢ — ¥) = ((¢ V x) = (¢ VX))



Algebra Lindenbaum-Tarski



Echivalenta formulelor

Form multimea formulelor calculului propozitional clasic PC.

Pe Form definim relatia binard ~ prin
p~1Yddacd Fp <> ddaca - — ¥ sik Y — p,

Teorema
~ C Form x Form este o relatie de echivalenta pe Form

Dem. Relatia ~ este reflexiv3, simetric3 si tranzitivd deoarece:
Fp e

Foeoyvetbyep

FoeoysiFypox=Fpeox



LINDA
Algebra Lindenbaum-Tarski

Pe Form, multimea formulelor PC, definim relatia binard ~ prin
p~Y Sy

Pe multimea claselor de echivalentd Form/ ~= {¢ | ¢ € Form}
definim operatiile vV, A, =, 0, 1 prin

Tn acest fel obtinem o structura algebrica
LINDA= (Form/ ~, V,A,”,0,1)
Algebra LINDA se numeste algebra Lindenbaum-Tarski a PC.

LINDA este o algebra Boole



Algebra Boole

Definitie
O algebra Boole este o structurd
(A7 \/, /\7_ 707 1)

care satisface urmatoarele identitati or. x,y,z € A:

(L1) (xVy)Vz=xV(yVz), (xANy)ANz=xA(yAz),
(L2) xVy=yVx,x\Ny=yAX,
(L3) xV(xAy)=x,xAN(xVy)=x,

(D) xV(yAz)=(xVy)A(xVz), xAN(yVz)=(xAy)V(xAz),
(P) xV0O=x,xAN0=0,

(U) xAl=x,xVv1l=1,

(C) xVvx=1 xAx=0.



SAS

Sintaxa Semantica

Teorema de completitudine

Pentru ¢ € Form, sunt echivalente:

(1) ke

(2) Eo (fe(¥) = 1 pentru orice evaluare e : Var — Ly),
(3) ¢ =11n LINDA.



SAS

(e —=¥) = ((pVx) = (¥ VX))
Demonstratia sintactica

(1) {e =, e —=x, 0} (p =) = (=Y — ) (teoremd)
2)  A{p =, = x, ™} @ — 1 (ipotezd)

3) {e—=v,—p—=x, W} — e (1), (2), MP

4)  {p =, —~p = x, ¥} F ¢ (ipotezd)

5) {e =Y, —p = x, W} - (3), (4), MP

) A=Y, = x, b} = - — x (ipotezd)

) Ao =¥, 0 = x, b} Fx (5), (6), MP

) {e—=v, 9= xtFyYVxTD

) {e—=¥iE(pVX) = (¥Vx)TD

0) Flp—=v)=({(¢Vvx)— (VX)) TD



SAS

Demonstratia semantica
E(vi—wn)—=((viVwv)—=(vnVw))
Metoda tabelului

vi|l v | w3 (vi—=w)—=((viVwv)—(nVw))
oOo|j01|O0 1
0|01 1
1]1]1 1
Lema substitutiei. Fie v o formula si v, ..., v, variabilele care
apar in . Fie v(71,...,7n) formula obtinut3d inlocuind v; cu ~;

oricare i € {1,...,n}. Dacd =~ atunci = v(71,...,7n)-
Rezultd = (¢ = ¢) = (¢ vV X) = (¥ V X))



SAS

Demonstratia algebrica
Fle—=v) = ((pVx)—= (¥ VX))

Dacd 0 := (¢ — ¢) = ((¢ V x) = (¥ V X)), atunci
0:=(p—) = ((pVX)— (VX)) in LINDA .
Notam a:= @, b= 1/3 ¢ := X si obtinem
0=(a—b)—= ((avec)— (bVc))
=(@Vvhb)—((AT)VcVDb)
(aAb)VbV(aAT)Vc

(avb)Vv(ave)=1

Am aritat ¢ § = 1 in LINDA, deci - 6.



SAS

Demonstratia algebrica

Fle—=¢) = ((pVx) = (VX))

Notdm 0 := (¢ = ¢) = ((¢ V x) = (¥ VX))

Fie B o algebra Boole si e : Var — B o evaluare.
Notdm a:= fo(p), b:= fo(¢), c := fe(x) si obtinem

() =(a— b) = ((aVec)— (bVe))
=(@Vvhb)—= (@AT)VcVb)
=(aAb)VbV(aAT)VcC
=(avb)v(ave)=1g

Am aratat c3 f(f) = 1 pentru orice algebrd Boole B si orice
evaluare e : Var — B, deci - 6.



Forma normala conjunctiva



Exemplu

Aratati ca ): Vi — (V2 — (V1 VAN Vz)).

vi | va|vi—=(va— (viAw))

0]0 1
0|1 1
110 1
1)1 1

Acest tabel defineste o functie F : {0,1}2 — {0,1}
x1 | x| F(xi, %)
1

1
1
1



Functia asociata unei formule

Fie ¢ o formula vy, ..., v, variabilele care apar in ¢,
e1, ..., en evaludrile posibile. Tabelul asociat
Vi Vo . Vnp 2
ex(vi) | ex(v2) | ... | ek(vn) | fe ()

defineste functia F, : {0,1}" — {0,1}

X1 Xo Xn Fo(x1,. .., Xn)

ec(v1) | e(w) | .. | elw) | fal9)




Functia asociata unei formule

Fie ¢ o formula cu variabilele vy, ..., v,.

Definitie

Functia asociatd lui ¢ este F, : {0,1}" — {0,1} definitad prin
Fo(xt, ..., xn) = fe(),

unde e(vi) = x1, e(v2) = x2, ..., e(vh) = Xs

Definitie
O functie Booleana in n variabile este o functie
F:{0,1}" — {0,1}.

F, este o functie Booleand pentru orice (.



Sintaxa si Semantica

Lema
Sunt echivalente:

(1) Fe—=9,
(2) fe(p) < fo(vp) oricare e : Var — {0,1} evaluare,
(3) F, < Fy.

Lema
Sunt echivalente:

(1) Fee,
(2) fo(p) = fo(v) oricare e : Var — {0, 1} evaluare,
(3) Fo=Fy.

Dem. exercitiu



Caracterizarea functiilor Booleene

Teorema FB
Pentru orice functie Booleand H : {0,1}" — {0,1} exista o
formuld ¢ cu n variabile astfel incat H = F.

Exemplu:

Fie H: {0,1}® — {0, 1} descris3 prin tabelul:
0[01|0 0 My =xVyVz
0|01 0 My =xVyV-z
0|10 1 m=-xAyA-z
0|11 0 Ms =xV -y V -z
11010 1 my =xA\-yA-z
1101 1 m3=xA-yAz
11110 1 mg=xAyN-z
1111 1 ms=xAyANz

Fie<p:/\/Il/\/\/lg/\M3$i¢:m1Vm2Vm3\/m4\/m5
H(x,y,z) = F, = Fy



FND si FNC

Definitie
Un literal este o variabila sau negatia unei variabile.

O form3 normala disjunctivd (FND) este o disjunctie
de conjunctii de literali.

O forma normald conjuctivd (FNC) este o conjunctie
de disjunctii de literali.

Teorema
Pentru orice formuld ¢ existd o FND 67 si o FNC 0, astfel Tncat
‘:4)0(—)91 si )Z(p(—)gz

Dem. Fie 67 si 6, formulele definite in demonstratia teoremei
anterioare pentru H = F,. Atunci F, = Fy, = Fy,.



FNC

Orice formuld poate fi adusa la FNC prin urmatoarele transformari:

1. inlocuirea implicatiilor si echivalentelor

=~ VY,
P~ (e VYP)A (V)

2. regulile De Morgan

(V) ~ = A,
(P A) ~ =V,

3. principiului dublei negatii
4. distributivitatea

eV AX)~(eVY)A(pVX
(WAX) Ve~ (Ve)A(XVe)

~—



1. Determinati FNC pentru formula
(~p——q) = (p—q)
~=(=p—=—q)V(p—q)
~=(pV-g)V(=pVa)
~(~pAq)V(-pVq)
~(=pV-pVaqg)A(qV-pVQq)
2. Determinati FNC pentru formula
~((pAg) = q)

~=(=(pAq)Vaq)
~pAgA-q

Exemple



Rezolutia in PC



Satisfiabilitate

Definitie

Fie ' o multime de formule. Un model al lui I este o evaluare
e: Var — {0,1} cu fo(I') = {1}. Multimea I este satisfiabila
daca are un model.

O formuld ¢ este consecintd (semanticd) a lui I (I' = ) daca
orice model al lui [ este si model pentru .

Teorema.
Sunt echivalente:
° {SO]_,...,QOn} ':W

e {¢1,...,¢n, )} nu este satisfiabil,
® 1 A... Ay A nu este satisfiabil3.

Dem. exercitiu



SAT*

Problema satisfiabilitatii: SAT
Fiind datd o formuld ¢ (in forma normald conjunctivd) existd o
evaluare e : Var — {0, 1} astfel incat fe(¢) = 17

Teorema Cook-Levin

SAT este o problem3 NP-complets.

Stephen Cook 1971, Leonid Levin 1973

[§ Cook, Stephen A. (1971). " The Complexity of

Theorem-Proving Procedures”. Proceedings of the 3rd Annual
ACM Symposium on Theory of Computing: 151-158.



Rezolutia

Rezolutia propozitionalad este o regula de deductie pentru
calculul propozitional clasic.

Multe demonstratoare automate si SAT-solvere au la baz3
rezolutia.

Utilizand rezolutia se poate construi un demonstrator automat
corect si complet pentru calculul propozitional, fara alte
teoreme si reguli de deductie.

Limbajul PROLOG este fundamentat de rezolutie.

Rezolutia este o metoda de verificare a satisfiabilitatii

pentru formule Tn forma clauzal3.



Clauze

Definitii

Un literal este o variabila sau negatia unei variabile.

O clauza este o multime finita de literali:

C={Li,...,Ly}, unde Ly, ..., L, sunt literali.

Clauza C este triviala daca exista p € Var astfel incat p, —-p € C.

O clauza C = {Ly, ..., L,} este satisfabila daca formula
L1 V...V L, este satisfiabila. Daca e: Var — {0,1} este o
evaluare vom nota e(C) :=fo(L1 V...V Lp).

Clauza vida [0 := {} nu este satisfiabila (disjunctie indexata de ().

O multime de clauze S = {Cy, ..., C;y} este satisfiabila daca exista
o evaluare e : Var — {0, 1} astfel incat e(C;) = 1 oricare
ie{l,...,m}.



Clauze

Observatie
Putem identifica

clauza C = {Ly,...,Lp} cu L1 V...V Ly,
multimea de clauze S = {Cy,...,Cp} cu G A ... A Cp.

clauza = disjunctie de literali

multime de clauze ~ FNC

Definitie

C clauza, S multime de clauze

Var(C) = {p € Var|p € C sau —p € C},
Var(S) = J{Var(C)|C € S}.



Exemple

1. p, —r, g sunt literali.

2. {p,—r}, {—r,r}, {q,p}, {q,p, r} sunt clauze.

3. §={{p,~r},{=r,r},{q,p},{q, ~p, r}} este satisfiabila.
Dem. Consideram e(p) = e(q) = 1.

4. S ={{-p,q},{—-r,—q},{p},{r}} nu este satisfiabila.
Dem. Daca exista o evaluare e care satisface C, atunci

e(p) = e(r) = 1. Rezulta e(q) = 0, deci
fe({-p,q}) = fe(-pV q) = 0. In consecinta, {-p,q} nu e
satisfacuta de e.

5. O multime de clauze triviale este intotdeauna satisfiabila.



Proprietati

Propozitie

Fie C, D clauze si 7, §, U multimi de clauze. Urmatoarele
implicatii sunt adevarate.

pl) C C D, C satisfiabila = D satisfiabila

p2

(
(
(p3
(
(

C U D satisfiabila = C satisfiabila sau D satisfiabila
p & Var(C) = CU{p} si CU{—p} sunt satisfiabile

p4) S C 7, T satisfiabila = S satisfiabila

)
)
)
p5) Fie p € Var sid, T, S multimi de clauze astfel incat

p & Var(U),
o. TeT (peTsi—pgT),
or. 5SS (pgSsi—pebs).

Atunci U satisfiabila = U U T, U U S satisfiabile
Dem. (pl)-(p4) exercitiu



Regula Rezolutiei

G U{p}, GU{-p}
GuG

unde {p,—p} N C =0si {p,—p} N C = 0.

Rez

Propozitie

Regula Rezolutiei pastreaza satsifiabilitatea, i.e.

{GU{p}, G U{—p}} satisfiabila & C; U G, satisfiabila.

Dem. Fie e : Var — {0, 1} este o evaluare astfel incat
e(GLU{p}) =e(CaU{—p}) = 1.Daca e(p) =1 atunci e(() =1,
deci e(C; U G2) = 1. Similar pentru e(p) = 0.

Invers, presupunem ca e(C; U () = 1, deci e(C1) = 1 sau
e(G,) = 1. Daca e(Cy) =1 consideram €’ : Var — {0,1} o
evaluare cu €'(v) = e(v) daca v € Var(Gy) si €'(p) = 0. Atunci
e'(CG) = e(C) =1, deci €/(C; U {p}) = 1.De asemenea

(G U{-p}) =€(C)Ve(—p) =1, deci € este model pentru
multimea de clauze {C U {p}, G U {-p}}.



Exemple

{pt{-p} {p}:{-p q}
O {a}

Atentie
Aplicarea simultana a regulii pentru doua variabile diferit este
gresita. De exemplu

{p.—q}, {-p.q}
0

contrazice rezultatul anterior, deoarece {{p, —q}, {—p, q}} este
satisfiabila (e(p) = e(q) = 1).
Aplicarea corectd a Regulii Rezolutiei este

{p.—q}, {-p.q}
{q,—q}




Derivare prin rezolutie

Definitie

Fie S o multime de clauze. O derivare prin rezolutie din S este o
secventa finita de clauze astfel incat fiecare clauza este din S sau
rezulta din clauze anterioare prin rezolutie.

Exemplu § = {{_‘P, CI}, {_'q7 -, 5}7 {P}, {r}7 {_‘5}}
O derivare prin rezolutie pentru O din S este

G = {=s} (€95)

G = {_'qa or, S} (G S)

C3 = {—|q,—|r} (Cl, C2, Rez)
G ={r} (€5)

C5 - {—|q} (C3, C4, Rez)
Co={-p.q} (€S)

C7 = {—|p} (C5, C6, Rez)

G ={p} (€ )

Co =0 (G, Gg, Rez)



Algoritmul Davis-Putnam(DP)

Verifica satisfiabilitatea unei multimi de clauze

Intrare: S multime nevida de clauze netriviale.
S1:=8;i:=1;

P1. v; € Var(C));
771 = {C S S,‘|V,' S C};
770 ={C e Sj|-v; € C};
T =TOUTHh
U,' = @;
P2. if T2 # 0 and T;! # 0 then
U = {Cl \ {V,'} U G \ {—|V,'}‘C1 € 771, G e 770},
P3. Siv1 = (S,' \ 77) UU;; Sit1 = Sit \ {C € S,'+1|C triviala};
P4. if S;11 = () then SAT
else if [ € Sj11 then NESAT
else {i :==i+1; go to P1}.
Run DP


http://www.math.uwaterloo.ca/~snburris/htdocs/LOGIC/ST_ALGORS/st_dp.html

Exemplu

S1:=8={{=p,q,7s}, {=r,~q}, {p, r}, {p}, {r}, {s}}

vi=p; Ti = {{p,r},{p}}; 7 = {{-p.q,~s}};

U = {{I’, q, _'S}’ {q7 _'S}};

Sz = {{=r,~q}, {r},{s}. {r,q,~s}. {q,=s}}; i :=2
V2 1= q, T21 = {{r,q,~s},{q, 7s}}; T3 = {{-r,~q}};
Uy = {{r, a, _'r}’ {_'57 —|I’}};

Sy = {{r}, {s},{-s,r}}; i :=3;

v = TE = ({7 T9 o= (s, Us o= ({8} ),
Sy = {{s},{—s}}; i =4

va=s; Ty = {{s}}; TJ == {{~s}}; Ua = {0}

Ss = {0}

In consecinta, S nu este satisfiabila



Sl =S8 = {{pv —|I’}, {qap}7 {q7 -p, r}}

vi=r TE={{g.~p,r}} 7 == {{p, ~r}t};

Ur = {{q,—p, p}};

S :={{q,p}}; i :=2;

V2 1= q, Tz ={{a,p}}; Tz =0
Us :=0;

S3:=10

In consecinta, S este satisfiabila

Exemplu



Algoritmul DP

Fie & o multime finita de clauze si n este numarul de variabile care
apar in §. Algoritmul DP se opreste deoarece

Var(Si4+1) C Var(S;). Daca n este numarul de variabile care apar
in S, atunci exista un ng < n astfel incat Var(Sp,+1) = 0, deci
Sno+1 = 0 sau Spy+1 = {0}

Pentru simplitate, vom presupune in continuare ca ng = n.

Propozitie
S satisfiabila < Sj11 satisfiabila
oricare i € {1,...,n—1}.

Dem. Fie i € {1, R 1}. Stim ca S,'.;,.l = (S, \ 77) uY;.
Consideram cazurile U; = 0 si U; # 0.

Daca U; = 0, atunci 770 = sau 771 =0siSi=(Siy1UT;). Ne
aflam in ipotezele proprietatii (p5) @ . Din (p4) si (p5) obtinem
concluzia dorita.



Algoritmul DP

Dem. continuare

Daca U; # 0, notam C; := S; \ 7;. In consecinta S; = C; U T; si
Sit1 = C; UU;.Observam ca fiecare clauza din U; se obtine
aplicand Regula Rezolutiei pentru doua clauze din 7;. Am
demonstrat ca Regula Rezolutiei pastreaza satisfiabilitatea:

U; satisfiabila < 7T; satisfiabila.

Au loc urmatoarele echivalente:
S; = C; U T; satisfiabila < C;, T; satisfiabile
< Cj, U; satisfiabile & U; U T; = S;jy1 satisfiabila.



Algoritmul DP

Teorema DP
Algoritmul DP este corect si complet, i.e. § nu este satisfiabila
daca si numai daca iesirea algoritmului DP este {{J}.

Dem. Din propozitia anterioara, S nu este satisfiabila daca si
numai daca S, nu este satisfiabila. Fie p unica variabila
propozitionala care apare in S,,.

Daca S, = {{p}} atunci S, este satisfiabila deoarece e(p) =1
este un model. Daca S, = {{—p}} atunci S, este satisfiabila
deoarece e(p) = 0 este un model. In ambele cazuri Sp41 = {}.

Daca S, = {{p}, 0} sau S, = {{—-p}, O} atunci S, nu este
satisfiabila si Sp+1 = {{0}. Daca S, = {{p}, {—p}} sau

Sn = {{p},{—-p}, O} atunci S, nu este satisfiabila, putem aplica
Regula Rezolutiei si obtinem S,41 = {J}.

Se observa ca S, nu este satisfiabila daca si numai daca

Spe1 = {001,



Rezolutia

Observatie
Algoritmul DP cu intrarea S se termina cu {{J} daca si numai
daca exista o derivare prin rezolutie a clauzei vide [ din S.

Teorema
Daca S este o multime finita nevida de clauze, sunt echivalente:
e S nu este satisfiabila,

e exista o derivare prin rezolutie a clauzei vide [J din S.

Regula Rezolutiei este corecta si completa pentru PC.



Exemplu

Cercetam satisfiabilitatea multimii

S = {{_'p7 q, _‘5}7 {_'ra _‘q}7 {P, r}7 {p}a {r}> {5}}

81 =38

vi=p; T = {{p.r}.{p}} TP = {{-p.q. ~s}};

Ur = {{r.q,=s},{q, ~s}};
|
G ={p,r} (€9)

G ={-p,q,~s} (€ 5)

G ={r,q,—s} (Ci, Gy, Rez)

Ci={p} (€9)

C5 = {q, —\S} (C4, C2, Rez)



Exemplu

S = {{—r,—q},{r}, {s},{r.q,~s},{q,~s}}; i :=2;

v2 = q; Ty == {{r,q,=s},{q,~s}}; T2 := {{-r, ~q}};

Uy :={{-s,r}}; S3:={{r}, {s},{—s,r}}; i :=3;
|

Co ={—r,~q} (€ 5)

C7 = {—|I’, r, —\S} (C3, C6, Rez)

Cg = {-r,—s} (Gs, Co, Rez)



Exemplu

Sz = {{r}, {s},{-s,r}}; i :=3;
wim i Tim () T 1= ({5 ) U= (s
|

G ={r}(€5)
C10 = {—|S} (Cg, Cg, Rez)



Exemplu

Sq = {{s}, {—s}}; i =4

wi=s; TH={{s)}: T = {{-s}h U = (O
|
Ci1 = {S} (E 5)

C12 = {—\S} (CIO, C11, Rez)

C13 =[] (C11, C12, Rez)

85 = {D}
In consecinta, S nu este satisfiabila



Forma clauzala

Definitie
Fie ¢ o formula si G; A--- A C, o FNC astfel incat
E o<+ G A---AC, Spunem ca multimea de clauze

{Cy,---, Cy} este forma clauzala a lui ¢.

Lema

p satisfiabila & C; A -+ A G, satisfiabila & < {CG, -+, Gy}
satisfiabila

Dem. exercitiu

Definitie

Daca ' = {71,...,7n} este o multime de formule atunci o forma
clauzala pentru I este S :=S1 U---US, unde S; este forma
clauzala pentru ~; oricare i.

Lema
I satisfiabila & S satisfiabila
Dem. exercitiu



Demonstratii prin rezolutie

Teorema
Fie ' o multime finita de formule, ¢ o formula si S o forma
clauzala pentru ' U {—¢}. Sunt echivalente:

(1) TEe
(2) T U{—=¢} nu e satisfiabila,
(3) S nu este satisfiabila,

(4) exista o derivare prin rezolutie a clauzei vide (J din S.

Observatie

Teorema este adevarata si pentru [ multime oarecare.
Demonstratia foloseste compacitatea calculului propozitional:
o multime de formule este satisfiabila daca si numai daca orice
submultime finita a sa este satisfiabila.



Exemplu

A demonstra ca = p — (g — p) revine la a demonstra ca
{=(p — (g — p))} nu e satisfiabila.Pentru aceasta
determinam o forma clauzala pentru —=(p — (¢ — p)) si
aplicam DP.

Determinam FNC pentru —(p — (g — p)):
~(p—=(q—=p))~—(=pV-qgVp)~pAqgA-p
Forma clauzala este S = {{p},{q}, {—p}}.

Aplicam DP:
{{p}.{a}, {-p}}
{{r}, {—r}}
{00}

S nu este satisfiabila deoarece exista o derivare prin rezolutie a
clauzei vide din S. In consecinta, = p — (g — p).



Exemplu

Cercetati daca {p V q} = p A q. Aceasta revine cerceta
satisfiabilitatea multimii A = {p Vv q,=(p A q)}.

O forma clauzala pentru p V q este {{p, q}}. O forma clauzala
pentru —(p A q) este {{-p,q}}.

Forma clauzala pentru A este S = {{p, g}, {—p, q}}.
Aplicam DP:

Hp,a}, {-p,~q}}
{{a,~q}}

{} (multimea vida)

In acest caz S este satisfiabila, deci {p V q}}~p A q.



Exemplu
Cercetati daca {p,p > (qV r)} E—-p— (—-pAgA-r).
Determinam forma clauzala pentru
{p,p = (qVr),~(=p = (=pAgA-r))}
Forma clauzala a lui p este {{p}}.
p—(qVr)~-pVvqgVr(FNC)
Forma clauzala a lui p — (q V r) este {{-p, q,r}}.

~(=p = (mpAgA=r)) ~ =(pV(=pAGA=I)) ~ —pA(pV =g Vr))
Forma clauzala a lui =(=p — (-p A g A —r)) este
{{-p}.{p.—q.r}}.

Aplicam DP:

{p} {=pq,r} AP} {p, mq, r}}

{{q,r},0,{~q,r}}

{{r},00}

{0}

Este adevarat ca {p,p = (qV r)} E—-p— (-pAgA-r)



Concluzie

Fie ' o multime de formule si ¢ o formula.

Notam prin [ Fgre, @ faptul ca exista o derivare prin rezolutie a
clauzei vide OJ dintr-o forma clauzala a lui ' U {—p}. In acest caz
spunem ca ¢ se demostreaza prin rezolutie din I.

Teorema
Sunt echivalente:

Folosind rezolutia (fara alte axiome si reguli de deductie) se poate
construi un demonstrator automat pentru PC.
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