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Operatii cu multimi Operatii cu multimi

Notdm cu (a, b) perechea ordonatd formata din a si b (care sunt
componentele lui (a, b)).

AUB = {x€T|xcAsauxcB} Observatii: dacd a # b, atunci (a, b) # (b, a); (a, b) # {a, b};
ANB = {xeT|xcAsixe B} (7,7) este o pereche ordonat3 valids; doud perechi ordonate (a, b)

A\B = {xeT|xecAsix¢B) si (c,d) sunt egale ddacd a=csi b=d.
CrA = T\A={xeT|x¢&A} Definitie

Fie A, B, T multimi ai. AABCT.

Notatii: N = {0,1,2,...} este multimea numerelor naturale; Produsul cartezian a doua multimi A si B este definit astfel:
: , 1,2, ... :

N* =N\ {0}; Z este multimea numerelor intregi;: R este multimea )
\ {0} i 8 ' Ax B=1{(ab)|acAsibe B}
numerelor reale; Q este multimea numerelor rationale.

Exercitiu.
Multimea partilor lui T se noteaz3 27 sau P(T). Asadar,
2T = P(T) = {A|AC T}. Ax(BUC) = (AxB)U(Ax ()
Ax(BNC) = (AxB)n(Ax ()
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Functii Functii

multimi si f : A — B o functie. Fie f : A — B o functie.
Spunem : A — B este definita pe A cu valoriin B, A se
numeste domeniul de definitie al functiei f si B se numeste
domeniul valorilor sau codomeniul lui f.

P f este injectiva daca pentru orice x1, x> € A, x1 # xp implica
f(x1) # f(x2) (sau, echivalent, f(x1) = f(x2) implica

X1 = X2).
Fie X CAsi Y CB. » f este surjectivi dacd pentru orice y € B existdi x € A al.
> f(X)={f(x)]| x € X} este imaginea directa a lui X prin f; f(x) = y (sau, echivalent, f(A) = B).
f(A) este imaginea lui f. > f este bijectiva daca f este injectiva si surjectiva.
> 1Y) ={x € A| f(x) € Y} este imaginea inversd a lui Y
prin f. Functia identicd a lui A: 14: A — A, 14(x) = x.
» Fie f|x : X = B, f|x(x) = f(x) pentru orice x € X. Functia
f|x este restrictia lui f la X. Fie f : A— B si g: B — C doua functii. Compunerea lor go f
este definita astfel:
. . o A
Multimea functiilor de la A la B se noteazd Fun(A, B) sau B”. gof: A= C, (gof)(x)=g(f(x)) pentru orice x € A.
Functii Echipotenta
f : A — B este inversabild daca exista g : B — A astfel incat Definitia 1.2
gof=1asifog=1g. Spunem cd A este echipotents cu B dac existd o bijectie

f:A— B. Notatie: A~ B.
f este bijectiva ddac3 f este inversabila.
Propozitia 1.3

rvatis 1 imi
Observatie Pentru orice multimi A, B, C, avem

(i) A~ A;

(ii) Dacd A ~ B, atunci B ~ A.
(iii) Dacd A~ B si B~ C, atunci A~ C.
Definitia 1.1 Dem.: Exercitiu.

Fie A, T multimi a.7. AC T. Functia caracteristica a lui A in
raport cu T este definitd astfel:

(i) Pentru orice multime A, Fun(), A) are un singur element,
functia vida.

(ii) Pentru orice multime nevidd A, Fun(A,0) = 0.

Observatie

1, dacixeA Prin urmare, A este echipotentd cu B ddaca B este echipotenta
xa: T —{0,1}, xa(x)= 0, dacix¢ A cu A. De aceea, spunem de obicei ca A si B sunt echipotente.



Echipotenta

Urma rezultat este fundamental.
Teorema 1.4 (Teorema Cantor-Schroder-Bernstein)

Fie A si B doua multimi astfel incat exista f : A— Bsig: B — A
functii injective. Atunci A ~ B.

Definitia 1.5

O multime A se numeste finitd dacd A = () sau dacd existd n € N*
a.l. A este echipotents cu {1,...,n}.

Numarul elementelor unei multimi finite A se noteaza |A| si se mai
numeste si cardinalul lui A.

Definitia 1.6

O multime care nu este finita se numeste infinita.

Multimi (cel mult) numd&rabile

Propozitia 1.9
(i) Orice multime infinitd are o submultime numarabil3.

(ii) Orice submultime a unei multimi numdarabile este cel mult
numarabila.

(iii) O multime A este cel mult numarabild ddaca existd o functie
injectiva de la A la o multime numarabila.

(iv) Produsul cartezian a doua multimi cel mult numarabile este
cel mult numarabil.

(v) Reuniunea a doud multimi cel mult numarabile este cel mult
numarabila.

Corolar 1.10

Fie A o multime num3rabild si B o multime nevidd cel mult
numarabild. Atunci A x B si AU B sunt numarabile.

Multimi (cel mult) num&rabile

Definitia 1.7

O multime A este numarabild daca este echipotentd cu N.
O multime finita sau numarabila se numeste cel mult numarabila.

Exemple de multimi numarabile: N, N*, Z, N x N, Q.

Teorema Cantor

R, 2N nu sunt multimi numarabile.

Se poate demonstra c3

Propozitia 1.8

R este echipotentd cu 2Y.

Cardinale

dinale sau cardinalele sunt o generalizare a numerelor
naturale, ele’fiind folosite pentru a masura dimensiunea unei
multimi; au fost introduse de Cantor.

Pentru orice multime A, cardinalul lui A (sau numarul cardinal al
lui A) este un obiect |A| asociat lui A a.i. sunt satisficute
urmatoarele:

> |A| este unic determinat de A.

» pentru orice mulfimi A, B, avem c3 |A| = |B| ddacd A ~ B.

Aceasta definitie nu specificd natura obiectului |A| asociat unei
multimi A.
Prin urmare, este naturald Tntrebarea daca existd cardinale.



Cardinale Familii de multimi

Fie ultime nevida.
Un posibil raspuns este: o
P P Definitia 1.11
definim |A| ca fiind clasa tuturor multimilor echipotente cu A. Fie A o multime. O familie de elemente din A indexata de | este o
functie f : | — A. Notam cu (a;)ic; familia f : | — A, (i) = a;
Un alt rdspuns este definitia lui von Neumann din teoria pentru orice i € I. Vom scrie si (a;); sau (a;) atunci cand | este
axiomatica a multimilor. Conform acestei definitii, pentru orice deduss din context.

multime A, |A| este tot o multime.
Daca fiecarui i € | i este asociata o multime A;, obtinem o familie
» Cardinalul unei multimi finite este num3rul sdu de elemente. (indexatd) de multimi (A;)ies-

Cardinalele transfinite sunt cardinalele multimilor infinite. . . . . . .
’ Fie (A;)ies o familie de submultimi ale unei multimi T. Reuniunea

> |NJ se noteazd No (se citeste alef zero). si intersectia familiei (A;);c/ sunt definite astfel:
> |R| se noteaza ¢ si se mai numeste si puterea continuumului. oL .
IR _ ? oo 7 $UP UA,- = {xeT| exista i€l al xeA}
» O multime A este numarabild ddacd |A| = No. bt
N
> [27] # Ro. ﬂA,— = {x € T|x€A, pentruoricei €[}
» ’2N| = C. iE/ 14
Familii de multimi Familii de multimi
Fie / Itime nevida si (A;);es o familie de multimi.

Definitia 1.12

Produsul cartezian al familiei (A;);c; se defineste astfel: Propozitia 1.13

(i) Reuniunea unei familii cel mult num3rabile de multimi cel

H A = {f = UAi | £(i) € Ai pentru orice i /} mult numarabile este multime cel mult numarabila.
icl icl

(()ier | x; € Aj pentru orice i € I} (ii) Reuniunea unui num3r finit (> 2) de multimi num3rabile este
= i)iel | Xi € Aj :

num3arabil3.
Fie n numdr natural, n > 1, I ={1,...,n} si A, ..., Ap C T. (iii) Produsul cartezian al unui numar finit (> 2) de multimi
> (Xi)iel = ’(IXL .oy Xp), Un n;tuplu (ordonat) numarabile este numarabil.
| 2 UA;: UA,‘ Si mA,’: ﬂA,’
icl i=1 icl i=1

> HA,-zﬁA,-:Al><---><A,,siA”:A><-~-><A

iel i=1 n



Relatii

Definitia 1.14

O relatie n-ard intre Ay, ..
cartezian [[]_; A;.

O relatie n-ara pe A este o submultime a lui A". Dacd R este
relatie n-ara, spunem c3 n este aritatea lui R.

., A, este o submultime a produsului

Definitia 1.15

O relatie binard intre A si B este o submultime a produsului
cartezian A x B.
O relatie binard pe A este o submultime a lui A*> = A x A.

Exemple
> relatia de divizibilitate pe N:
| = {(k,n) € N?| existi m € N ali mk=n}
» relatia de ordine stricta pe N:
<= {(k,n) eN? | existi mc Nai m#0si m+k=n}

Relatii binare

time nevida si R o relatie binara pe A.

Definitia 1.17

R este relatie de echivalenta daca este reflexiva, simetrica si
tranzitiva.

Definitia 1.18

R este relatie de

» ordine partiald dacd este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva.

» ordine strictd dac3 este ireflexivd si tranzitiva.

P ordine totald dacd este antisimetricd, tranzitivd si totala.

Notatii: Vom nota relatiile de ordine partiala si totala cu <, iar
relatiile de ordine stricta cu <.

Notatie:
(x,y) € R.

Relatii binare

ultime nevida si R o relatie binara pe A.
iem xRy in loc de (x,y) € R si =(xRy) in loc de

Definitia 1.16

>

>
>
>

R este reflexivd daca xRx pentru orice x € A.
R este ireflexivd dacd —(xRx) pentru orice x € A.
R este simetrica dacd pentru orice x,y € A, xRy implica yRx.
R este antisimetrica dacd pentru orice x,y € A,
xRy si yRx implica x = y.
R este tranzitivd dacd pentru orice x,y,z € A,
xRy si yRz implica xRz.

R este totald dacd pentru orice x,y € A, xRy sau yRx.

LOGICA PROPOZITIONALA
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Logica propozitionala - informal

logicii propozitionale este bazat pe propozitii sau enunturi
despre care se poate argumenta in principiu ca sunt
false.

declara
adevarate

Propozitii declarative
» Suma numerelor 2 si 4 este 6.
» Mihai Eminescu a fost un scriitor roman.
» Maria a reactionat violent la acuzatiile lui lon.
>

Orice numar natural par > 2 este suma a doud numere prime.
(Conjectura lui Goldbach).

> Andrei este destept.

» Martienilor le place pizza.

Propozitii care nu sunt declarative
» Poti sa Tmi dai, te rog, painea?

» Pleac3!

Logica propozitionala - informal

Exemplu:

Fie propozitia:

w=Azi este vineri, deci avem curs de logica.
Consideram propozitiile atomice

p=Azi este vineri.  gq=Avem curs de logica.
Atunci ¢ = p — q. Cine este —p?

- = p A (—q)=Azi este vineri si nu avem curs de logica.
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Logica propozitionala - informal

Consideram anumite propozitii ca find atomice si le notam

p,q,r,...sau pi, p2,p3;- ...
Exemple: p=Numarul 2 este par. g=Maine ploud. r=Sunt obosit.

Pornind de la propozitiile atomice, putem crea propozitii complexe
(notate ¢, ¥, x, ---) folosind conectorii logici — (negatia), —
(implicatia), Vv (disjunctia), A (conjunctia), <+ (echivalenta).

Exemple:
-p = Numarul 2 nu este par.
pVqg = Numarul 2 este par sau maine ploua.
pAg = Numarul 2 este par si maine ploua.
p—q = Dacd numarul 2 este par, atunci maine ploua.
p<>q = Numarul 2 este par dacd si numai daca méine ploua.

Putem aplica repetat conectorii pentru a obtine propozitii si mai
complexe. Pentru a elimina ambiguitatile, folosim parantezele (, ).

Exemplu: ¢ = (pAgq) = ((—r) Vq) 2

Logica propozitionala - informal

Exemplu:

Fie propozitia:
w=Daca trenul intdrzie si nu sunt taxiuri la gara, atunci lon
intarzie la Tntalnire.

Consideram propozitiile atomice

p = Trenul intarzie.
g = Sunt taxiuri la gara.
r = lon intarzie la Tntalnire.

Atunci ¢ = (p A (—q)) — r.

Presupunem c3 ¢, p sunt adevarate si r este falsd (deci —r este
adevdratd). Ce putem spune despre g7 g este adevarata.
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Logica propozitionalda LP - Limbajul

Definitia 2.1
Limbajul logicii propozitionale LP este format din:
» o multime num3rabild V = {v, | n € N} de variabile;
» conectori logici: — (se citeste non), — (se citeste implicd)

» paranteze: (, ).

e Multimea Sim a simbolurilor lui LP este

Sim:=VU{~—,()}

e Notam variabilele cu v, u, w, vp, vi, vo,. ..

Logica propozitionalda LP - Limbajul

Operatia de bazad pentru expresii este concatenarea: dacd

©=00...Pk_1 5 ¥ =10...1_1 sunt expresii, atunci
concatenarea lor, notata ¢, este expresia g ...Px_1%0 ... PY1_1.

Definitia 2.3
Fie 8 = 0pf1 ...0_1 0 expresie a lui LP, unde 0; € Sim pentru
orice i € {0,1,..., k—1}.
» Daca 0 </ <)< k—1, atunci expresia 0; .. .0; se numeste
(,j)-subexpresia lui 0;
» Spunem ca o expresie 1) apare in 0 dac3d exista
0<i<j<k-—1 ai v este (i,j)-subexpresia lui 0.

Logica propozitionalda LP - Limbajul

Definitia 2.2

Multimea Expr a expresiilor lui LP este multimea tuturor sirurilor
finite de simboluri ale lui LP.

> Expresia vidd se noteaza .

» Lungimea unei expresii 6 este numarul simbolurilor din 6.
Sim"™ este multimea sirurilor de simboluri ale lui LP de
lungime n.

> Prin conventie, Sim® = {\}. Atunci Expr = J,,cy Sim".

Exemple:

(((v7, vim = (v2), ~v1v2, ((vi = v2) = (=v1)), (=(v1 — w2)).
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Formule

Defin ormulelor este un exemplu de definitie inductiva.

Definitia 2.4

Formulele lui LP sunt expresiile lui LP definite astfel:

(FO) Orice variabild propozitionals este formula.

(F1) Daca ¢ este formuld, atunci (—y) este formuls.

(F2) Daca ¢ si 1 sunt formule, atunci (¢ — 1)) este formula.

(F3) Numai expresiile obtinute aplicand regulile (F0), (F1), (F2)
sunt formule.

Notatii: Multimea formulelor se noteaza Form. Notam formulele

cu P, X, ...
» Orice formul3 se obtine aplicand regulile (F0), (F1), (F2) de
un numar finit de ori.
» Form C Expr. Formulele sunt expresiile " bine formate" .
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Formule

Exemple:
» vi— — (v2), =v1vp nu sunt formule.

» (v = v2) = (—wn1)), (=(vi = w»)) sunt formule.

Citire unicd (Unique readability)

Daca ¢ este o formula, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

» o =v,unde v e V;
» o = (1)), unde 1) este formulj;
» ¢ = (v = Xx), unde 9, x sunt formule.

Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.

Propozitia 2.5

Multimea Form a formulelor lui LP este numarabila.
Dem.: Exercitiu.

Principiul inductiei pe formule

\nitial. Q(0) este adevaratd, deoarece pentru orice formuld
0 <= c(p)=0 < p=v, cuv e Vsi conform
v are proprietatea P.

uctie. Fie n € N. Presupunem c3 Q(n) este

¢, ¢(

Ipotezel

Ipoteza de i

adevarata.

Pasul de inductie. Demonstrdm c3 Q(n + 1) este adevdratd. Fie

o formuld cu ¢(¢) < n+ 1. Avem trei cazuri:

» ¢ =v e V. Atunci ¢ are proprietatea P, conform (0).

» ¢ = (—), unde 9 este formuld. Atunci c(v0) = c(p) —1 <
deci, conform ipotezei de inductie, v are proprietatea P.
Aplicind ipoteza (1), rezultd c3 ¢ are proprietatea P.

» © = (¢ — x), unde 9, x sunt formule. Atunci c(¢), c(x) <
c(¢) — 1 < n, deci, conform ipotezei de inductie, ¥ si x au
proprietatea P. Rezult3 din (2) c3 ¢ are proprietatea P.

2

n,

Asadar, Q(n) este adevdratd pentru orice n € N. Deoarece pentru

orice formuld ¢ existd N € N a.l. c(¢) < N, rezultd ca orice
formula ¢ are proprietatea P.

O

31

Principiul inductiei pe formule

Propozitia 2.6 (Principiul inductiei pe formule)
Fie P o proprietate. Presupunem ca:

(0) Orice variabild are proprietatea P.

(1) Pentru orice formuld ¢, daca ¢ are proprietatea P, atunci si

() are proprietatea P.

(2) Pentru orice formule p,1), dacd ¢ si i au proprietatea P,
atunci (¢ — 1) are proprietatea P.

Atunci orice formuld ¢ are proprietatea P.

Dem.: Pentru orice formuld ¢, notam cu c(¢) numarul

conectorilor logici care apar in ¢. Pentru orice n € N definim
proprietatea Q(n) astfel:

Q(n) e adevarata ddacd orice formuld ¢ cu c(¢) < n are
proprietatea P.

Demonstram prin inductie cd Q(n) este adevaratsd pentru orice n € N,

Principiul inductiei pe formule

Propozitia 2.7 (Principiul inductiei pe formule - variantad
alternativd)

Fie T o multime de formule care are urmatoarele proprietati:
> VCI;
» [ este inchisd la —, adicd ¢ € T implica (—p) € T;
» [ este inchisd la —, adicd v, € T implica (p — ¢) €T.
Atunci I = Form.

Dem.: Definim urmatoarea proprietate P: pentru orice formuld ¢,

 are proprietatea P ddaca p € I'.

Conform definitiei lui T, rezultd c3 sunt satisficute ipotezele (0),
(1), (2) din Principiul inductiei pe formule (Propozitia 2.6), deci

o
il

putem aplica pentru a obtine ca orice formul3d are proprietatea P,

deci orice formula ¢ este in . Asadar, I = Form.

O

0
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Subformule Formule

Conectorii derivati \V (se citeste sau), A (se citeste si), <+ (se
citeste daca si numai dac3) sunt introdusi prin abrevierile:

Definitia 2.8 (V) = ((-) =)
Fie ¢ o formuld a Iui LP. O subformula a lui ¢ este orice formuld (eAY) = (=(e—= ()
W care apare in . ._
Notatie: Multimea subformulelor lui ¢ se noteazd SubForm(¢y). (pov) = (p=)rl=e)
Conventii
Exemplu: » 1n practicd, renunt3m la parantezele exterioare, le punem
Fie o = ((v1 = w2) — (—v1)). Atunci numai atunci cand sunt necesare. Astfel, scriem —p, ¢ — 1,
dar scriem (p — ¥) — x.
SubForm(p) = {v1,v2, (v1 = v2), (-1), ¢} » Pentru a mai reduce din folosirea parantezelor, presupunem c3

® — are precedenta mai mare decat ceilalti conectori;
e A,V au precedentd mai mare decat —, <.

Prin urmare, formula (((¢ — (¥ V x)) A ((—¢) +> (¥ V x))) va fi
scrisd (¢ = YV X)A (7Y <> ¥V X).
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Principiul recursiei pe formule Principiul recursiei pe formule

Principiul recursiei pe formule se foloseste pentru a da definitii

recursive ale diverselor functii asociate formulelor.

Propozitia 2.9 (Principiul recursiei pe formule) -

Fie A o multime si functiile Exemplu:
Fie ¢ : Form — N definit3 astfel: pentru orice formula ¢,

Go:V—-A G.:A—A GL:AxA—-A
c(p) este numarul conectorilor logici care apar in ¢.

Atunci exists o unic3 functie O definitie recursiva a lui ¢ este urmatoarea:
F : Form — A c(v) = 0 pentru orice variabil3 v
c(—p) = c(p)+1 pentru orice formuld ¢

care satisface urmdatoarele proprietati:
(RO) F(v) = Go(v) pentru orice variabili v € V.
(R1) F(—y) = G-(F(y)) pentru orice formula . in acest caz, A=N, Gp: V — A, Go(v) =0,
(R2) F(p — ) = G (F(v), F(v)) pentru orice formule o, 1. G.:N—= N, G.(n)=n+1,
G, NxN—=N, G,(mn)=m+n+1.
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cle—v) = c(p)+c(¥)+1 pentru orice formule @, 1.



Principiul recursiei pe formule

Notatie:
Pentru orice formuld ¢, notdm cu Var(y) multimea variabilelor
care apar in .

SEMANTICA LP

Observatie
Multimea Var(p) poate fi definitd si recursiv.

Dem.: Exercitiu.
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Tabele de adevar Tabele de adevar

Valori de adevar

Folosim urmatoarele notatii pentru cele doua valori de adevar: Operatiile V : {0,1} x {0,1} — {0,1}, A: {0,1} x {0,1} — {0,1}
1 pentru adevarat si 0 pentru fals. Prin urmare, multimea valorilor si <3: {0,1} x {0,1} — {0, 1} se definesc astfel:

de adevar este {0,1}.

Definim urmatoarele operatii pe {0,1} folosind tabelele de adevar.
pPlq|pVg Plqg|lpAg Plq|p&rq
pl|-p 0/0|0 0/0|0 0(0|1
-:{0,1} — {0,1}, 01 011 0110 0110
1o 1{0]1 1|00 1|00
Se observi ¢ —p=1<+= p=0. 111 Lj1]1 111
_)
g g 119 9 Observatie
—:{0,1} x {0,1} — {0, 1}, 011 Pentru orice p,q € {0,1}, pVg=—-p—>q, pAg=-(p— —q)
1/0(0 siperg=(p—>q)A(g—p).
i)t Dem.: Exercitiu.

Seobservicap—+qg=1<=p<gq. )
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Evaluari

Definitia 2.10

O evaluare (sau interpretare) este o functie e : V — {0,1}.

v
Teorema 2.11
Pentru orice evaluare e : V — {0, 1} existd o unic3 functie

e" : Form — {0,1}

care verifica urmatoarele proprietati:

» et (v) = e(v) pentru orice v e V.

> et (—p) = —eT(p) pentru orice p € Form,

> et (p — ) =et(¢) = et () pentru orice ¢, ¢ € Form.
Dem.: Aplicdm Principiul recursiei pe formule (Propozitia 2.9) cu
A={0,1}, Go=e, G-:{0,1} — {0,1}, G-(p) =—psi
G, :{0,1} x {0,1} — {0,1}, G(p,9)=p—q. ]

Evaluare (Interpretare)

Propozitia 2.13

Pentru orice formuld ¢ si orice evaludri e, e; : V — {0,1},
(*) ei(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p) = e/ () = & ().
Dem.: Definim urmatoarea proprietate P: pentru orice formul3 ¢,

@ are proprietatea P ddaca pentru orice evaluari
e1,e : V — {0,1}, ¢ satisface (*).

Demonstram ca orice formula ¢ are proprietatea P folosind
Principiul inductiei pe formule. Avem urmatoarele cazuri:

» ¢ = v. Atunci efr(v) =ei(v) =e(v) = e;(v).

Evaluare (Interpretare)

Propozitia 2.12

Dacid e : V — {0, 1} este o evaluare, atunci pentru orice formule

©, P,

ef(pVy)=e(p) Ve (),
ef(pny)=e(p)Aet(¥),
ef(p 1)) = e (p) & e ().

Dem.: Exercitiu.

Evaluare (Interpretare)

Propozitia 2.13

Pentru orice formul3d ¢ si orice evaludri e;, e : V — {0,1},
(*)  e(v) = ex(v) pentru orice v € Var(¢) = e (¢) = &5 ().

Dem.: (continuare)

» ¢ = - si ¢ satisface P. Fie e1,e,: V — {0,1} a.l.
e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p). Deoarece
Var(p) = Var(y), rezultd ca e;(v) = ex(v) pentru orice
v € Var(). Asadar, aplicind P pentru v, obtinem c3
e (¥) = ef (¥). Rezultd 3

el (¢) = —ef" (¥) = —ey () = 5 (),

deci ¢ satisface P.



Evaluare (Interpretare)

Propozitia 2.13

Pentru orice formul3d ¢ si orice evaludri e;,ex: V — {0,1},
(*)  e(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p) = e (¢) = &5 ().

Dem.: (continuare)
> o =1 — x si Y, x satisfac P. Fie e1,e2: V — {0,1} a.l.
e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p). Deoarece
Var(1) C Var(p) si Var(x) C Var(y), rezultd cd
e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(v)) si pentru orice
v € Var(x). Asadar, aplicdnd P pentru ® si x, obtinem c3
ef () = & () 5i ef (x) = e (x). Rezults c3

e () = e (V) > & (X) = & (V) = & (X) = & (9),

deci ¢ satisface P. O

Metoda tabelului

ormuld arbitrard si Var(yp) = {x1, x2,...,xx}. Pentru
ree: V —{0,1}, e™(¢) depinde doar de

e(x1),. .., ), conform Propozitiei 2.13.

Asadar, e*(¢) depinde doar de restrictia lui e la {x1,x2,...,xx}:
e {Xl,...,Xk}—>{O,1}, e/(Xi):e(Xi)'

Sunt 2K astfel de functii posibile €], €. .., e} Asociem fiecdreia o

linie Tntr-un tabel:

X1 X5 Xk ... subformule ale lui ¢ ... |
ei(a)  ele) ... e(x) 611(30)
&)  elx) &5(xk) & (v)
eu(x) enlx) ... eulx) &b ()

Pentru orice i, e,f+(<p) se defineste similar cu Teorema 2.11.

¢ este tautologie ddac3 e/ (¢) = 1 pentru orice i € {1,...,2¥}.

Modele. Satisfiabilitate. Tautologii

Fie ormul3a.

Definitia 2.14
» O evaluare e : V — {0, 1} este model al lui ¢ dacd
et(p) = 1. Notatie: e F .
» o este satisfiabila daca admite un model.

» Daca ¢ nu este satisfiabila, spunem si ca ¢ este nesatisfiabild
sau contradictorie.

» ¢ este tautologie daca orice evaluare este model al lui .
Notatie: F .

Notatie: Multimea tuturor modelelor lui ¢ se noteazad Mod(yp).

Propozitia 2.15
(i) ¢ este tautologie ddacd —¢ este nesatisfiabila.

(ii) @ este nesatisfiabild ddacd —p este tautologie.
Dem.: Exercitiu. w

Metoda tabelului

Exemplu:
Fie

p=vi = (va = (v A w)).

Vrem sa demonstram ca F .

Var(p) = {v1, va}.

vi o lviAwm | v—=(viAw) | p
0 O 0 1 1
0 1 0 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1




Tautologii

Definitia 2.16
Fie v, doud formule. Spunem c3

» ¢ este consecinta semantica a lui v daca
Mod(v) C Mod(p). Notatie: 1) F .

» o si1) sunt (logic) echivalente dacd Mod(v)) = Mod(¢p).

Notatie: ¢ ~ 1.
Observatie
Relatia ~ este o relatie de echivalenta pe multimea Form a
formulelor lui LP.
Propozitia 2.17
Fie v, formule. Atunci
(i) Y E ¢ ddacidE v — .

(i) ¥ ~ ¢ ddacd (WE ¢ sipE1)) ddacd E Y < .
Dem.: Exercitiu.

Tautologii, consecinte semantice si echivalente

legil€M de Morgan eV~ (—p A ) (10)
A~ =(mp V) (11)

exportarea si importarea o= —=x)~eANY—=x  (12)
idempotenta p~eANp~pVp (13)

slabirea EpAYy — ¢ Fo—oVy (14)

comutativitatea @AY ~ Y A eV ~1pVe (15)
asociativitatea eANWAX)~(@eAYP)AXx  (16)

eV vx)~(pVY)V x  (17)

absorbtia oV(pAY)~p (18)

PA(pVY)~ o (19)

distributivitatea

oAV X)~(eAD)V(pAx) (20)

V(W AX)~(eVY)A(pVx) (21)
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Tautologii, consecinte semantice si echivalente

Propozitia 2.18

Pentru orice formule ¢, 1, x,

tertul exclus FoV-p
modus ponens ON(p—=Y)EY
afirmarea concluziei YEp =P
contradictia F (e A )
dubla negatie P~
contrapozitia © =~ —
negarea premizei pEe—=Y

modus tollens P A(p—P)E g

tranzitivitatea implicatiei (¢ — ) A (Y = x) Ep — x

Tautologii, consecinte semantice si echivalente

p=PAX~(p—=YP)A(p = x)
p=>YVx~(p—=>9)V(p—x)
pAY = x~(p—=X)V (¥ —=X)
VY = x~(p—=>x)ANW—X)
p=>@W=2x)~Y=2(@=2x)~(@—=29) = (= x)
i~ =~ (o= P) A (e = )
=P~V Y~ (e A )
VY~V (mpAp)~(p—=Y) =9
peo(Wex)~(eev)ex

Flp =)V (mp =)
Fle—=9) V(e — )

F o= (= (¥ — ¢))
Flp—=9) = (((¢ = x) = ¥) = )

Dem.: Exercitiu.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

(22)
(23)
(24)
(25)
(26)
(27)
(28)
(29)
(30)
(31)
(32)
(33)
(34)
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Exemplu de demonstratie

am (1): E oV —o.

{0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie s3 aratdm ca
et (o V=)= 1. Observim c3 et (o V —p) = et () Vet (p).
Putem demonstra c3 et (¢) V met(p) =1 in doud moduri.

l. Folosim tabelele de adevar.

et (p) | net(p) | et(p) V net(p)
0 1 1
1 0 1

Il. Rationam direct.

Avem doua cazuri:
» et (p) =1. Atunci =e™ () = 0 si, prin urmare,
et (p)Voet(p) =1
» eT(p) =0. Atunci —e™ () = 1 si, prin urmare,
et (p)Voet(p) =1

Substitutia

Definitia 2.19

Pentru orice formule ¢, x, X', definim
o(X') = expresia obtinutd din ¢ prin inlocuirea tuturor
aparitiilor lui x cu x'.

oy (X') se numeste substitutia lui x cu x" in . Spunem si cd
oy (X') este o instantd de substitutie a lui .

> o, (X’) este de asemenea formul.

> oo(x) =X

» Dacd x nu este subformuld a lui ¢, atunci ¢, (x') = .

Exemple:
Fie o = (vi = w2) = =(vi = w2).

> x=vi—=wv, X =wu oX)=v—wv
> X = Vi, X’ = V. (pX(X/) = (—|—|V2 — V2) — —|(—|—|V2 — Vz)
> x=vi—=> v, X =wuVv. o X)=WaVv)—=-(vaVvn)
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Observatie

Vo — Vo este tautologie si =(vp — vp) este nesatisfiabild.
Dem.: Exercitiu.

Notatii

Notdm vp — v cu T si o numim adevarul. Notdm —(vp — v) cu
L si o numim falsul.

P>  este tautologie ddaca ¢ ~ T.
P ¢ este nesatisfiabild ddacd ¢ ~ L.
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Substitutia

Propozitia 2.20

Pentru orice formule o, x, X',

x~x'implicd ¢~ o\ (X').

Propozitia 2.21
Pentru orice formule p, 1), x si orice variabila v € V,
> o~ implicd pu(x) ~ Pu(X).
» Dac3 ¢ este tautologie atunci si ¢, (x) este tautologie.

» Dacd ¢ este nesatisfiabild, atunci si p,(x) este nesatisfiabils.
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Conjunctii si disjunctii finite

Notatii
Scriem @ A A x In loc de (¢ A1) A x. Similar, scriem ¢ V¢V x
in loc de (¢ V) V x.

Fie ¢1,p2,..., ¢, formule. Pentru n > 3, notdm

Q1A AN = (( (L1 A) AP A A1) Ay
1V Vop=((.-(p1 V) Ve3) V...V on1) V.

n

> o1 A... A, se maiscriesi AT_; i sau /\ ©j.
i=1

n
> o1 V...V, se maiscriesi \/]_; ¢ sau \/ ©j.
i=1

FORMA NORMALA CONJUNCTIVA /
DISJUNCTIVA
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Conjunctii si disjunctii finite

Propozitia 2.22

Pentru orice evaluare e : V — {0,1},

> et(p1A...Apn) =1 ddacs et (p;) =1 pentru orice

ied{l,...,n}.

> et (p1V...Vp,) =1 ddaci e*(p;) =1 pentru un

ied{l,...,n}.
Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.23

“(p1V...Vgp) ~
“(p1 Ao AN@p) ~

Dem.: Exercitiu.

“p1 Ao AT,
—p1 V...V,

Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Definitia 2.24
Un literal este o

» variabild (in care caz spunem c3 este literal pozitiv) sau

» negatia unei variabile (in care caz spunem ca este literal

negativ).

Exemple: vy, vo, vig literali pozitivi; —vg, =vigo literali negativi

Conventie: \/}:1 Yi =1 Si /\}:1 ©0i = Q1.

Definitia 2.25

O formuld ¢ este in form3 normala disjunctiva (FND) dac3 ¢ este

o disjunctie de conjunctii de literali.

Asadar, ¢ este in FND ddaca ¢ =

este literal.

v

i=1

ki
/\ Lij |, unde fiecare L; ;
j=1
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Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Definitia 2.26

O formuld ¢ este in forma normald conjunctiva (FNC) dac3 ¢ este
o conjunctie de disjunctii de literali.

n ki

Asadar, ¢ este in FNC ddaca ¢ = /\ \/ Li; |, unde fiecare L;;
i=1 \j=1

este literal.

Exemple

v

(Vo V V1) N (V3 \Y V5) N (—\Vgo V —vis V —|V34) este in FNC
» (—vg Avi)V vag V (va A vy A vp) este in FND

> v; A —vs A vy este atdt Tn FND cat si in FNC

> —wvig V vog V vy este atdt Tn FND cat si in FNC

| 2

(vi V) A ((va Avs)V (va A wvs)) nu este nici in FND, nici in
FNC

Functia asociata unei formule

atatica F vy — (V2 — v A Vz).

vi | v = (v2 = vi A wp)
00 1
0|1 1
110 1
1] 1 1

Acest tabel defineste o functie F : {0,1}% — {0,1}

e1 | €2 | F(e1,¢2)
1

0

1 1
0 1
1 1
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Forma normald conjunctivd / disjunctivd

v dacal=veV

Notatie:

3 L este literal, atunci L€ := .
v daca L = —w.

Propozitia 2.27

(i) Fie ¢ o formuld in FNC, o = \]_; (\/jk‘:1 L;J>. Atunci

P \/7:1 (/\Jl-ll LfJ>, o formuld in FND.

(ii) Fie ¢ o formul3 in FND, ¢ = \/"_, (/\jk;1 L; J>. Atunci

P /\7:1 (ka,ZI L,-CJ>, o formuld in FNC.

Dem.: Exercitiu.
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Functia asociata unei formule

formuld si Var(p) = {vi, vip, ..., Vi, }, unde n > 1si
o < ...< ip.

) € {0,1}". Definim e., ., : Var(p) — {0,1}

€,....(Vi.) =€k pentru orice k € {1,...,n}.

Definim e, . (¢) € {0,1} astfel:
el,en(9) = €7 (),
unde e : V — {0, 1} este orice evaluare care extinde e, . ., adica,
e(vi) = ez,...c, (Vi) = €k pentru orice k € {1,...,n}.
Conform Propozitiei 2.13, definitia nu este ambigua.
Definitia 2.28
Functia asociata lui ¢ este F, : {0,1}" — {0,1}, definita astfel:
,en) € {0,1}".

Asadar, F, este functia definitd de tabela de adevdr pentru ¢.

Fo(e1,...,en) =€ . () pentru orice (e1,. ..
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Functia asociatd unei formule

Propozitia 2.29

(i) Fie ¢ o formuld. Atunci
(a) E ¢ ddacd F, este functia constanta 1.
(b) ¢ este nesatisfiabild ddacd F, este functia constanta 0.
(ii) Fie @, doud formule astfel incdt Var(y) = Var(vy). Atunci
(a) ¢ E¢ ddacd F, < Fy.
(b) ¢ ~ 1 ddacd F, = Fy.
(iii) Exista formule diferite v a.i. F, = Fy.

Caracterizarea functiilor booleene

ultimea
T:=H Y1) ={(e1,...,en) €{0,1}" | H(ey,...,e,) = 1}

este nevid3.
Consideram formula

= \/ /\ Vi A %
0

(e1y--€n)ET \&i=1 &=

Deoarece Var(yp) = {v1,...,vn}, avem cd F, : {0,1}" — {0,1}.

Se demonstreaza ca H = F, (exercitiu suplimentar). O
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Caracterizarea functiilor booleene

Definitia 2.30

O functie booleana este o functie F : {0,1}" — {0,1}, unde n > 1.
Spunem c3 n este numarul variabilelor lui F.

Exemplu: Pentru orice formuld ¢, F, este functie Booleand cu n
variabile, unde n = |Var(p)|.

Teorema 2.31

Fien>1si H:{0,1}" — {0,1} o functie booleand arbitrara.

Atunci existda o formuld ¢ in FND a.i. H= F,.

Dem.: Dacd H(e1,...,en) = 0 pentru orice (e1,...,ep) € {0,1}",
n

ludm ¢ = \/(v,- A =v;). Avem c3d Var(p) = {wv1,..., s}, asadar,

i=1
Fy, :{0,1}" — {0,1}. Cum v; A —v; este nesatisfiabild pentru orice
i, rezultd cd ¢ este de asemenea nesatisfiabild. Deci, F, este
functia constanta 0.

Caracterizarea functiilor booleene

Teorema 2.32

Fien>1si H:{0,1}" — {0,1} o functie booleana arbitrara.
Atunci existd o formula +p in FNC a.i. H = Fy.

Dem.: Dac3d H(e1,...,en) = 1 pentru orice (e1,...,e,) € {0,1}",
atunci ludm

P = /\(V,' V —|V,').
i=1

Altcumva, multimea
F:=H0) = {(e1, - ..

este nevid3.

,en) €{0,1}" | H(e1,...,en) =0}

Consideram formula ¢ := /\ \/ —wv; V \/ Vi
(e1,--en)EF \&i=1 €;=0
Se demonstreaza ca H = F,; (exercitiu suplimentar). O
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Caracterizarea functiilor Booleene

H:{0,1}3 — {0,1} descriss prin tabelul:

€1 | &2 | &3 | H(e1,62,63)

0 0 0 0 D1 = V1\/V2\/V3

0 0 1 0 Dy =viVwV-vs
0 1 0 1 C1:ﬂv1/\v2/\—|V3
0 1 1 0 D3:V1\/_|V2\/—\V3
1 0 0 1 C2:V1A_‘V2/\_\V3
1 0 1 1 C3:V1AﬁV2/\V3
1 1 0 1 C4:V1/\V2/\_‘V3
1 1 1 1 C5 =viAvAvs

p=GVGVGVGVG I FND af. H:Fw.
=Dy ADy AND3in FNC al. H = Fy.

Forma normald conjunctivd / disjunctivd

~ VY si e~ (e VY)A (V).

Pasul 2. Se inlocuiesc dublele negatii, folosind —=—1) ~ 1), si se aplica
regulile De Morgan pentru a Tnlocui

“(pV)cu—pA—tp si (@A) cu—pV .

Pasul 3. Pentru FNC, se aplica distributivitatea lui V fata de A, pentru
a nlocui

V(W AX)cu(pVP)A(pVX) si (WAX)Vecu (PVe)A(xVe).

Pentru FND, se aplica distributivitatea lui A fata de V, pentru
a Tnlocui

oAV X)cu(AY)V(eAX) s (PVX)IApcu (AR V(XAP).
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Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Teorema 2.33

Orice formul3 ¢ este echivalentd cu o formuls o™P in FND si cu
o formuli N in FNC.

Dem.:

Fie n = |Var(y)| si F, : {0,1}" — {0, 1} functia booleand
asociatd. Aplicand Teorema 2.31 cu H := F, obtinem o formula
goFND in FND ali. F, = FSDFND. Asadar, conform

Propozitiei 2.29.(ii), ¢ ~ NP,

Similar, aplicand Teorema 2.32 cu H := F_, obtinem o formuld
©NC i FNC alf. Fy = F evc. Prin urmare, ¢ ~ Calty O
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Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Exemplu

Considerdam formula ¢ := (—vg = —v2) — (vo — ).
Avem
e ~ =(-v—-w)V(w—wn) Pasull
~ (v V-wn)V(w—v) Pasull
~ —l(—|—|V0 V —|V2) V (—|V0 V V2) Pasul 1

~ =(voV-w) V(v V) Pasul 2
~ (v A-wn)V(-vwVwr) Pasul 2
~ (v AWw)V-ywVwn Pasul 2

Putem lua NP = (=vo A v2) V =vg V v,
Pentru a obtine FNC, continudm cu Pasul 3:

o ~ (AW V(vVwn)
~ (—\Vo\/ﬂVo\/V2)/\(V2\/—\Vo\/V2).

Putem lua pNC := (=vy V =vp V v2) A (va V =g V v2). Se observi,

folosind idempotenta si comutativitatea lui \, cd V¢ ~ =g V vo.
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CLAUZE $I REZOLUTIE

Clauze

Definitia 2.37

O clauza C este triviald dacad exista un literal L a.l. L€ C si
Lc e C.

Propozitia 2.38
(i) Orice clauza nevida este satisfiabila.
(ii) Clauza vidd O este nesatisfiabila.

(i) O clauza este validd ddacd este triviala.
Dem.: Exercitiu.

Notdm Var(C):={x € V| x € C sau ~x € C}.
Daca x € Var(C), spunem ca x apare in C.

» Var(C) =10 ddaci C =0.
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Clauze

Definitia 2.34
O clauza este o multime finit3 de literali:
C={Ly,...,L,}, unde Ly, ..., L, sunt literali.

Daci n = 0, obtinem clauza vid3 [ := ().
O clauza nevida este considerata implicit o disjunctie.

Definitia 2.35

Fie C o clauzd sie: V — {0,1}. Spunem c3a e este model al lui C
sau cd e satisface C si scriem e E C dacd exista L€ C a.l. eF L.

Definitia 2.36
O clauza C se numeste
(i) satisfiabila dacd are un model.

(ii) valida daca orice evaluare e : V — {0, 1} este model al lui C.
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Clauze

., Cm} este o multime finitd de clauze.
Daca m= btinem multimea vid3 de clauze ().

S este considerata implicit ca o formula Tn FNC: conjunctie de
disjunctii ale literalilor din fiecare clauza.

Definitia 2.39

Fiee:V — {0,1}. Spunem c3 e este model al lui S sau cd e
satisface S si scriem e E S dacd e F C; pentru orice i € {1,..., m}.

Definitia 2.40
S se numeste
(i) satisfiabila dacd are un model.

(ii) valida daca orice evaluare e : V — {0, 1} este model al lui S.
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Clauze

Propozitia 2.41
» Dacd S contine clauza vidd U, atunci S este nesatisfiabila.

» () este valids.
Dem.: Exercitiu.

Notam Var(S) := Uccs Var(C).
Daca x € Var(S), spunem ca x apare in S.
» Var(S) =0 ddaci (S =0sau S ={0}).

Clauze si FNC

Uneli
astfel:

Fie

le ¢ Tn FNC 1i asociem o multime finitd de clauze S,

n ki
e=N|VLij]|

i=1 \j=1

unde fiecare L;; este literal. Pentru orice /, fie C; clauza obtinutd
considerand toti literalii L; j,j € {1,..., k;} distincti. Fie S,
multimea tuturor clauzelor C;,i € {1,..., n} distincte.

S, se mai numeste si forma clauzald a lui .

Propozitia 2.42
Pentru orice evaluare e : V — {0,1}, eF ¢ ddacieF S,.
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Clauze

Exemplu

S = {{V]_, —|V3}, {—|V3, V3}, {Vg, V]_}, {V2, vy, V3}} este satisfiabila.
Dem.: Consideram e: V — {0,1} a.i. e(v1) = e(w2) = 1. Atunci
eFS. O

Exemplu

S = {{_\Vl, VQ}, {—\V3, —\Vg}, {Vl}, {V3}} este nesatisfiabila.

Dem.: Presupunem ca S are un model e. Atunci

e(v1) = e(v3) = 1 si, deoarece e F {—v3, 7wy}, trebuie s avem
e(vp) = 0. Rezults c3 e(vp) = eT(—v1) = 0, deci e nu satisface
{—v1, vo}. Am obtinut o contradictie. m

Clauze si FNC

Unei

astfel:
> C = o Lpb,n>1— peci=L1VIV... VL,
> [— g :i= v A .

Fie S ={C,...,Cn} o multime nevidd de clauze. Formula

asociata lui S este
m
vs =\ ec-
i=1

Formula asociata multimii vide de clauze este ¢y := vy V 7.
Formula ¢s nu este unic determinata, depinde de ordinea n care
se scriu elementele Tn clauze si Tn S, dar se observa imediat ca:
S =8 implicd ps ~ ps'.

imi finite de clauze S Ti asociem o formuld ¢gs in FNC

Propozitia 2.43
Pentru orice evaluare e : V — {0,1}, eE S ddaci e F ¢s.
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Rezolutia

Definitia 2.44

Fie C1, G5 doud clauze. O clauzd R se numeste rezolvent al
clauzelor Cy, Cy dacd existd un literal L a.i. L€ Cy, L€ € G si

R=(G\{LH) V(G \A{L}).

Regula Rezolutiei
G, G
(GA\{LHu(G\{L})

Notdm cu Res(Cy, C;) multimea rezolventilor clauzelor Gy, G,.

Rez Le Cl, LC e G

» Rezolutia a fost introdusa de Blake (1937) si dezvoltats de
Davis, Putnam (1960) si Robinson (1965).

» Multe demonstratoare automate de teoreme folosesc rezolutia.
Limbajul PROLOG este bazat pe rezolutie.

Rezolutia

ime finitd de clauze.

Definitia 2.45

O derivare prin rezolutie din S sau o S-derivare prin rezolutie este
o secventd Cy, Gy, ..., C, de clauze a.i. pentru fiecare
i €{1,...,n}, una din urmitoarele conditii este satisficuta:

(i) C; este o clauzd din S;

(ii) exista j,k < i a.i. C; este rezolvent al clauzelor C;, Cy.

Definitia 2.46

Fie C o clauza. O derivare prin rezolutie a lui C din S este o
S-derivare prin rezolutie C1, G, ..., C, al. C,=C.
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Rezolutia

Exemplu

G = {v1,v2,~vs}, G = {v1, V2, vi00, V5 }.
» Ludm L := —vs. Atunci L € (7 si L = v5 € (5. Prin urmare,
R = {v1, va, —va, vigo} este rezolvent al clauzelor Gy, G,.
» Dac3 ludm L' := v», atunci L' € C; si L' = —v», € C,. Prin
urmare, R = {v1, —s, vigo, v5} este rezolvent al clauzelor

G, G.

Exemplu

G ={w}, G ={—w}. Atunci clauza vid3 OJ este rezolvent al
clauzelor Gy, G,.
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Rezolutia

Exemplu
Fie
5 = {{_‘V17 V2}7 {_'V27 V3, V4}7 {V1}7 {V3}7 {_'V4}}-

O derivare prin rezolutie a clauzei vide [ din S este urmatoarea:

G = {—|V4} GeS
G = {—|V2,—|V3,V4} GeS
G = {-w,v} C3 rezolvent al clauzelor Gy, G
G = {V3} G eS8
G = {-w} Cs rezolvent al clauzelor C3, Gy
G = {—|V1, V2} GeS
G = {-w} (7 rezolvent al clauzelor Gs, G
G = {vl} GgesS
G = 0O Co rezolvent al clauzelor G7, Cg.
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Rezolutia

Notdm Res(S) := U¢, ¢,es Res(Cr, G2).

-
Propozitia 2.47

Pentru orice orice evaluare e : V — {0,1},
eES = eF Res(S).

Dem.: Dac3d Res(S) = (), atunci este validg, deci e F Res(S).
Presupunem c3 Res(S) este nevidd si fie R € Res(S). Atunci
exista clauze C;, G € Ssiunliteral L al. L€ G, L€ € Gsi
R=(G\{L})U(C\{L}). Avem doud cazuri:
> ek L. Atunci e # L. Deoarece e F (5, exista U € G, U # L€
al. eF U. Deoarece U € R, obtinem cd e F R.
» e L. Deoarece ek Gy, exista U € G, U# L al ekF U.
Deoarece U € R, obtinem ca e F R. ]

Algoritmul Davis-Putnam (DP)

multime finitd nevidd de clauze netriviale.

Pi.1 Fie x; o variabild care apare in S;. Definim

TP ={CeSi|x€C}, T ={CeS;i|—x¢€C}lL
Pi.2 if (T # 0 si T2 # 0) then

U = {(G\{xHUu(G\{x}) | GeT! GeTo

else U; := 0.
Pi.3 Definim
Sl = (SI\(TPUTH)ui;
S,'+1 = S,{+1\{C S Sl{_H ’ C trivialé}.

Pi.4 if S;11 = 0 then S este satisfiabil3.
else if [ € Sj;1 then S este nesatisfiabila.
else {i := i+ 1; go to Pi.1}.
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Rezolutia

Teorema 2.48 (Teorema de corectitudine a rezolutiei)

Daca [ se deriveaza prin rezolutie din S, atunci S este
nesatisfiabila.

Dem.: Fie i, (,, ..., C, = 0 o S-derivare prin rezolutie a lui [J.
Presupunem c3 S este satisfiabild si fie e F S.
Demonstram prin inductie dupd i ca:
pentru orice 1 < i <n, eE (.
Pentru i = n, obtinem c3 e F [, ceea ce este o contradictie.
Cazul i/ = 1 este evident, deoarece C; € S.
Presupunem ca e F C; pentru orice j < i. Avem doud cazuri:
> C; eS8. Atunci e F C;.
> existd j,k <i af C € Res(C;, Cx). Deoarece, conform
ipotezei de inductie, e F {C;, Cx} aplicim Propozitia 2.47
pentru a conclude ca e E C;.

Algoritmul Davis-Putnam (DP)

S= {{Vla

PL1 x3:=vs T = {{vo,~vi,v3}}; T2 := {{v1, ~v3}}.
P12 U = {{va,—v1,v1}}.

P13 &5 :={{w,vi},{vo,~vi,n1}}; S» == {{vo, 1 }}.
P1.4 /:=2 and go to P2.1.

P21 xp:=wvy; T} i= {{w,v1i}}; T2 := 0.
P22 U, :=10.

P2.3 83 = @

P2.4 S este satisfiabila.

hA{vo,vib, {ve,~v1,w3}}. i:=1, 8 :=S8.
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Algoritmul Davis-Putnam (DP) Algoritmul DP - terminare

{{_‘Vla V2, _‘V4}7 {_‘V3: _‘VZ}: {Vlv V3}7 {Vl}a {V3}7 {V4}}'
1 =S

= vi; 71 o= {{v, s}, {vi}}i T == {{-v1, va, ~wa}}.
PL2 T0P= {{vs, v2, ~va}, {2, ~wal}. Propozitia 2.49
P13 & :={{~vs, 2}, {vs}, {va}, {v3, v2, 7va}, {v2, ~va}}. o S e
P14 i:=2and goto P2.1. Fie n = |Var(S)|. Atunci algoritmul DP se terming dupd cel mult
R LT N past.
P21 = wvar Ty = {1vs, v2, ~wa), {v2, ~wa ks o' 1= {{vs, e} ) Dem.: Se observa imediat c3 pentru orice i/,
P22 U = {{vs,~va, vz}, {—-va, v3}}.
P23 S3:={{vs},{va}, {~va, ~v3}}. Var(Sit1) € Var(Si) \ {xi} & Var(S)).
P2.4 i:=3and go to P3.1. Prin urmare, n = |Var(S1)| > |Var(S2)| > |Var(S3)| > ... > 0.
O]
P31 x3:=w3; T3 = {{vs}}; TP := {{—~vs, w3} }. ) . _ o . :
< .
P3.2. Us:= {{-w}}. P33 S = {{va}, {~va}}. Zle N__Qr; numEa,r;I;ie pasi dupa care se termina DP. Atunci
P3.4 j:=4 and go to P4.1. N+l =¥ sad AR
P4l xq:=vg; T = {{wa}}; TR = {{-wa}}.
P42 U, = {0} P43 Ss:={O}).

P4.4 S nu este satisfiabila.
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Algoritmul DP - corectitudine si completitudine

Propozitia 2.50
Pentru orice i < N,

Siy1 este satisfiabili <= S; este satisfiabila. SINTAXA LP
Dem.: Exercitiu suplimentar.
Teorema 2.51

Algoritmul DP este corect si complet, adica,

S este nesatisfiabila ddaca O € Syy1.
Dem.: Aplicam Propozitia 2.50. Obtinem ca S = &7 este
nesatisfiabila ddac3 Sy, 1 este nesatisfiabild ddaca O € Sy 1.
O
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Sistemul deductiv

Folo un sistem deductiv de tip Hilbert pentru LP.

Axiomele logice

Multimea Axm a axiomelor lui LP consta din toate formulele de
forma:

(A1) ¢ = (¥ = )
(A2) (¢ = (¥ = x)) = (¢ = ¥) = (¢ = X))
(A3) (—h = —p) = (¢ = ¥),

unde ¢, 1 si x sunt formule.

Regula de deductie

Pentru orice formule ¢, 1,

din ¢ si ¢ — © se inferd ¢ (modus ponens sau (MP)):

©, =Y
(G
[ -teoreme
Notatii
Thm(I') := multimea I'-teoremelor Thm = Thm(()
") & este [-teorem3 Fo & 0k

M=A < [ F ¢ pentru orice p € A.

Definitia 2.53
O formuld ¢ se numeste teorema a lui LP daca - .
Reformuland conditiile (T0), (T1), (T2) folosind notatia I,
obtinem
Propozitia 2.54
(i) daca ¢ este axioma, atunci I = ¢;
(ii) dacd p €T, atunci T = ;
(i) daca T+ silT @ — 1, atunci T + .
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[ -teoreme

ime de formule. Definitia [-teoremelor este un nou
exemplu de@&finitie inductiva.

Definitia 2.52

[-teoremele sunt formulele lui LP definite astfel:
(TO) Orice axiom3 este I-teorema.
(T1) Orice formula din T este I-teoremd.
(T2) Daca ¢ si ¢ — 1 sunt [-teoreme, atunci 1 este I -teorema.
(T3) Numai formulele obtinute aplicind regulile (T0), (T1), (T2)

sunt [ -teoreme.

Daca ¢ este [-teoremad, atunci spunem si ca ¢ este dedusa din
ipotezele I'.

[ -teoreme

-teoremelor d3 nastere la metoda de demonstratie prin

inducti a [-teoreme.

Versiunea 1

Fie P o proprietate a formulelor. Demonstram c3 orice -teorema
satisface P astfel:

(i) Demonstram ca orice axiomd are proprietatea P.

(ii) Demonstram ca orice formuld din I are proprietatea P.

(iii)) Demonstram c3 dacd ¢ si ¢ — 1) au proprietatea P, atunci ¢

are proprietatea P.

Versiunea 2

Fie ¥ o multime de formule. Demonstrdam ca Thm(I') C X astfel:
(i) Demonstram c3 orice axiomd este in .

(ii)) Demonstram c3 orice formuld din I este in ¥.

(iii) Demonstram cd dacd ¢ € X si ¢ — 1) € ¥, atunci ¢ € L.
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[ -teoreme

Propozitia 2.55
Fie ', A multimi de formule.
(i) Dacd T C A, atunci Thm(I') C Thm(A), adica, pentru orice
formula o,
I @ implica A+ .
(i) Thm C Thm(T), adica, pentru orice formuld o,
F @ implica T F .
(iii) Dacd T+ A, atunci Thm(A) C Thm(T), adica, pentru orice
formula o,
AF @ implical .
(iv) Thm(Thm(I')) = Thm(T'), adica, pentru orice formuld ,
Thm(M) F ¢ ddaca T+ .

Dem.: Exercitiu usor.

['-demonstratii

Definitia 2.58

Fie ¢ o formuld. O I'-demonstratie a lui @ sau demonstratie a lui ¢

din ipotezele I este o I'-demonstratie 01, ..., 0, a.i. 0, = . In
acest caz, n se numeste lungimea I-demonstratiei.

Propozitia 2.59

Fie I o multime de formule si ¢ o formuld. Atuncil = ¢ ddaca
exista o [ -demonstratie a lui .

[-demonstratii

Definitia 2.56

O I-demonstratie (demonstratie din ipotezele I') este o secventd
de formule 01, ..., 0, a.i. pentru fiecare i € {1,...,n}, una din
urmatoarele conditii este satisfacuta:

(i) 6; este axiomd;
(ii) 0;erl;
(iii) existd k,j < i a.l. 0 =0; —0;.

O O-demonstratie se va numi simplu demonstratie.

Lema 2.57

Daca 6., ..., 0, este o [ -demonstratie, atunci
[+ 0; pentruoricei € {1,...,n}.

Dem.: Exercitiu.
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Proprietati sintactice

Propozitia 2.60
Pentru orice multime de formule I' si orice formula ¢,

I+ ¢ ddaca existi o submultime finitd X a lui T a.l. £+ .

Dem.: "<" Fie X C T, X finitda al X F ¢. Aplicand
Propozitia 2.55.(i) obtinem ca I - .

"=" Presupunem ca I - ¢. Conform Propozitiei 2.59, ¢ are o
I-demonstratie 01, ..., 6, = ¢. Fie

S :=Tn{6,...,00}.

Atunci X este finita, X C [ si 61, ..., 0, = p este o
> -demonstratie a lui ¢, deci X F . O
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Fo—p

Propozitia 2.61

Pentru orice formuld ¢, F o — .
Dem.. V7

1) Fle=2(e=9)=¢) = (r=(p=9)=(p—=9)

(A2) (cu p, ¥ =@ — ¢, x = ¢) si Propozitia 2.54.(i)
) Fe=p—=9)—v)

(A1) (cu ¢, ¥ :=p — @) si Propozitia 2.54.(i)
B) Fle=(p—=9)=(p—9)

(1), (2) si Propozitia 2.54.(iii). Scriem de obicei (MP): (1), (2)
(4) Fe=(p—9)

(A1) (cu ¢, ¥ := ) si Propozitia 2.54.(i)
B) Fe—=v

(MP): (3). (4)

Cateva consecinte

Propozitia 2.63

Pentru orice formule ¢, 1, x,

F(p =)= (¥ —x) = (= X)) (35)

Dem.: Folosind teorema deductiei observam ca

F(e =)= (v = x) = (¢ = X))
)
{o=9YE( = x) = (0= X)
()
{¢%%¢zﬂkw%X

{e=v,9 = x, 0} Fx.
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Teorema deductiei

Teorema 2.62 (Teorema deductiei)
Fiel' C Form si ¢,v € Form. Atunci

FU{el kv ddacs T+ @ — 1.

Dem.: Exercitiu suplimentar.

Teorema deductiei este un instrument foarte util pentru a ardta ca
o formula e teorema.
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Cateva consecinte

In acest reformulat ceea ce aveam de demonstrat. A
demonstra teorema initiald este echivalent cu a demonstra

{o—= 9,9 = x 0} x

1) {e—=v,v—=x0tF0e Propozitia 2.54.(ii)
2 {p—=v,v—=x,0o} Fp—1 Propozitia 2.54.(ii)
B) {e=vv—=xetty (MP): (1), (2)

(4) {¢—=v,¢v—=x,0}F1Y— x Propozitia 2.54.(ii)
() {e=v,v=xvtkx (MP): (3), (4). O
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Cateva consecinte

Propozitia 2.64

Pentru orice multime de formule I si orice formule v, 1, X,

rM-p—=v siTEFY—->x = ITFp—x.

Dem.:
(1) The—9

(2 TH—=v) = ((¥—x) = (e—=x)
B) THF®—=x)—=(¢—=x)

(4) Ty —=x
(5) TFyo—=x

Cateva consecinte

ipoteza

ipoteza

(MP): (3), (4).

Propozitia 2.67

Pentru orice formule p, 1,

{%ﬂﬁ} H 1%

{v, —p}

Dem.: Exercitiu.

}_

T T T T T T T

= (Y = ¢)
Y= (7Y — @)

- =

P — =

(o= ¢) = (¢ — —9)
(¢ — @)

(o = —p) = —p

(mp =)=

(37)
(38)
(39)
(40)
(41)
(42)
(43)
(44)
(45)

P.2.63 si P.2.55.(ii)
(MP): (1), (2)

]

Cateva consecinte

Propozitia 2.65

Pentru orice formule ¢,1, X,

F(e—= (W —=x) = (@ —=(p—X)

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.66

Pentru orice multime de formule I si orice formule p,, X,
Fry{-v}ik-(p—¢) = TEY.

Dem.: Exercitiu.

Cateva consecinte

Propozitia 2.68

Pentru orice multime de formule I si orice formule p, ),

Fru{ytto si TU{-w}-p = Tt

Dem.:
(1) Tu{Y}tre ipoteza
2 TFyYy—o Teorema deductiei
(3) Tu{w}tre ipotezd

(4) TEp—op Teorema deductiei
(5) TH@W—=p)—= (- —= ) (42)si P.2.55.(ii)

(6) ThH-p——d (MP): (2), (5)

(7)) Th-p—op (6), (4) si P. 2.64
(8) THE(p—¢)—=o (45) si P.2.55.(ii)

(9) Tho (MP): (7), (8).

(36)
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Cateva consecinte

Propozitia 2.69

Pentru orice formule p, 1,

{env}r F o9 (46)
{fenvt F 9 (47)
o) B oA (48)

{o, ¥} Fx ddacd {p A}t x (49)
AP YA (50)

Dem.: Exercitiu.

Corectitudine

Teorema 2.70 (Teorema de corectitudine (Soundness
Theorem))

Orice teoremd este tautologie:
Fe = Fop
pentru orice ¢ € Form.

Dem.: Fie
> := mulfimea tuturor tautologiilor lui LP.

Trebuie sa demonstram ca Thm C . O facem prin inductie dupa
teoreme.
> Axiomele sunt in X (exercitiu).
» Demonstram acum c3 X este Tnchisa la modus ponens.
Presupunem ca ¢, — ¢ € ¥, adica, F ¢ si F ¢ — 1, deci
F oA (p — ). Aplicdm (2) pentru a obtine c3 1, adic3,
Y e L. ]
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SINTAXA si SEMANTICA

110

Sintaxa si semanticd

. v dacd e(v) =1
vV =
—v  dacd e(v) = 0.

Asadar, et (v€) = 1.
Pentru orice multime W = {x1, ..., xx} de variabile, notdm

We={ve|veW}={x,x5,...,x¢}

Pentru orice a € {0, 1}, definim evaluarea e,,,, : V — {0,1} prin

ev»—>a(X) — {e(X) daca x 7& v

a daca x = v.
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Sintaxa si semantica

Propozitia 2.71
Fie e : V — {0,1} o evaluare. Pentru orice formuld ¢,
(i) Dacs et (p) =1, atunci Var(p)¢ - .
(i) Dacs et (p) =0, atunci Var(p)® + —¢.
Dem.: Prin inductie dupa formule. Avem urm3toarele cazuri:
» o = v. Atunci Var(p)® = {v¢} si et (v) = e(v).
Dacd e(v) =1, atunci v€ = v, deci, {v¢} F v.
Daci e(v) = 0, atunci v€ = —v, deci, {v¢} F —v.

» o = ). Atunci Var(yp) = Var(v), deci Var(p)€ = Var(¢)®.
Dac3 et (¢) = 1, atunci et (1)) = 0, deci, conform ipotezei de
inductie pentru v, Var(y)¢ - —), adicd, Var(p)®F .

Dac3 et (¢) = 0, atunci et (1)) = 1, deci, conform ipotezei de
inductie pentru v, Var(¢)¢ 1), adica, Var(p)® F 1.
Deoarece - ¢ — == ((41) din Propozitia 2.67), putem
aplica (MP) pentru a obtine Var(p)¢ - = = —o.

Sintaxa si semantica

ipoteza de inductie pentru
Var(¢)e - = — (¢ = x) (38) din P. 2.67 si P. 2.55.(ii)
Var() - = x (MP)
Var(p)e F v — x Var(y)¢ C Var(p)¢ si P. 2.55.(i).

Tn al doilea caz, obtinem
Var(x)e + x ipoteza de inductie pentru x
Var(x)¢F x — (v — x) (A1) si Propozitia 2.54.(i)
Var(x)® b — x (MP)
Var(p)e F 9 — x Var(x)€ C Var(p)®€ si P. 2.55.(1). [

Demonstratia propozitiei anterioare ne da o constructie efectiva a
unei demonstratii a lui ¢ sau —¢ din premizele Var(p)©.
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Sintaxa si semantica

» o =1 = x. Atunci Var(y) = Var(¢) U Var(x), deci
Var(1))¢, Var(x)¢ C Var(y)©.

Daci et (¢p — x) =0, atunci et (¢)) = 1si eT(x) =0. Avem

Var(y)¢ F ¢
Var(x)® F —x ipoteza de inductie pentru x

Var(p)® = {¢, ~x} Var()¢, Var(x)€ C Var(yp)¢ si P. 2.55.(i)
{,=x} F =(¥ = x) (43) din Propozitia 2.67

Var(¢)¢ = —(¢» — x) Propozitia 2.55.(iv).

ipoteza de inductie pentru
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Teorema de completitudine

Teorema 2.72 (Teorema de completitudine)

Pentru orice formulad ¢,

Fe ddaca F .

Dem.: "=" Se aplica Teorema de corectitudine 2.70.
"<" Fie ¢ o tautologie si Var(p) = {x1,...,x,}. Demonstrdm
prin inductie dupa k urmatoarea proprietate:

(*)  pentru orice k < n, pentru orice e : V — {0,1},

{xf,...,xS_ tF .

Pentru k = n, (*) ne d3 F ¢.
k=0. Fiee: V — {0,1}. Deoarece ¢ este tautologie, et (¢) = 1.
Aplicand Propozitia 2.71, obtinem ca

Var(e)® = {x{,...,x5} F .
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Teorema de completitudine

1. Presupunem c3 (*) este adevdratd pentru k si fie
1}. Trebuie sa aratam cd {x{,...,x_,_;} F¢.
Considera aluarea €' := e, ie(x, 4)- Asadar, €'(v) = e(v)
pentru orice v # x,_k Si

/(5 4) = 0 dac% e(xp—k) =1
1 daci e(xp—x) = 0.

v v / 0 o o
Rezultd cd xf = x£ pentru orice i € {1,...,n— k — 1} si

e/ _'Xn—k
Xn—k =
Xn—k

Din (*) pentru e si €, obtinem

dacd x7_, = Xp—x

dacd x°_, = ~Xp_k.

X5, ooy X p— 1y Xn—kt E @ SI {XT, . s Xp_j_1, Xn—k } I .
Aplicam acum Propozitia 2.68 cu ' := {x{,...,x5_, _;}si
¥ := X_k pentru a conclude cd {x{,...,x5_, }F . [

Multimi de formule - semantica

Definitia 2.74

» O evaluare e : V — {0,1} este model al lui T dacd este model
al fiecarei formule din T (adicd e F ~ pentru orice v € T).
Notatie: e ET.

» [ este satisfiabild dacd are un model.

» Daca I nu este satisfiabila, spunem si ca [ este nesatisfiabila
sau contradictorie.

Notatii: Multimea tuturor modelelor lui ' se noteaza Mod(I').

> Mod(T) = (,er Mod(s).
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Consecinta utild

Propozitia 2.73
Fie T U{¢, ¥} C Form. Presupunem cd ¢ ~ 1. Atunci

N <= Tk

Dem.: Observam ca
g~ = FoodsiEp =
Propozitia 2.17
— Fep-2>yYsitFyY—op
Teorema de completitudine.

"=" Presupunem ca [ - ¢. Deoarece - ¢ — 1, rezulta din
Propozitia 2.55.(ii) ca [ = ¢ — 1. Aplicam acum (MP) pentru a
obtine ca I - 9.

"<" Similar. O
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Multimi de formule - semantica

ultimi de formule.

Definitia 2.75

O formuld ¢ este consecinta semantica a lui I daca
Mod(I') C Mod(y). Notatie: T E .
Dacad ¢ nu este consecinta semantica a lui ', scriem [ i .

Notdm cu Cn(I") multimea consecintelor semantice ale lui I'.
Asadar,

Cn(TN) ={p € Form | T E p}.
Definitia 2.76

» A este consecintd semanticd a lui T dacd Mod(I') C Mod(A).
Notatie: T E A.

» I si A sunt (logic) echivalente dacd Mod(I') = Mod(A).
Notatie: T ~ A.
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Multimi de formule - semantica

rezultate colecteaza diverse proprietati utile.

Observatie

> i F ¢ ddacd {¢} F ¢ ddacd {¢} E {p}.
> tp~ ¢ ddacd {¢} ~ {p}.

Propozitia 2.77
» Mod(0) = Fun(V,{0,1}), adicd orice evaluare e : V — {0,1}
este model al multimii vide. In particular, multimea vid3 este
satisfiabila.
» Cn(() este multimea tuturor tautologiilor, adicd ¢ este
tautologie ddacd () E .

Dem.: Exercitiu usor.

Notatii

Fie I o multime de formule si ¢ o formula.

Notatii
/¢ & ¢ nueste [-teorema
7k & nu este teorema
# ¢ < @ nu este consecintd semantica a lui [
730 & nu este tautologie.

Multimi de formule

Propozitia 2.78

Fie I o multime de formule. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) T este nesatisfiabila.

(ii) T E ¢ pentru orice formuld .

(iii) T E ¢ pentru orice formuld nesatisfiabild .

(iv) TE L.

Dem.: Exercitiu usor.
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Multimi consistente

Definitia 2.79
Fie T o multime de formule.
» [ este consistentd dacd existd o formula ¢ astfel incat It/ ¢.

P [ este inconsistentd dacd nu este consistenta, adica, I - ¢
pentru orice formula .

Observatie
Fie ', A multimi de formule al. I C A.
> Daca A este consistenta, atunci si [ este consistenta.

» Daca I este inconsistenta, atunci si A este inconsistenta.



Multimi consistente

Propozitia 2.80
(i) O este consistents.

(ii) Multimea teoremelor este consistenta.

Dem.:

(i) Daca = L, atunci, conform Teoremei de corectitudine 2.70, ar
rezulta c3 F L, o contradictie. Asadar ¥ L, deci () este
consistenta.

(ii) Aplicdnd Propozitia 2.55.(iv) pentru I = (), obtinem c3
Thm = Thm(Thm), adic3, pentru orice ¢,

F ¢ ddaca ThmtF .

Din (i) rezultd cd Thm este consistenta. O

Teorema de completitudine tare

Teorema 2.82 (Teorema de completitudine tare - versiunea 1)
Pentru orice multime de formule T,

[ este consistentd <= [ este satisfiabils.

Teorema 2.83 (Teorema de completitudine tare - versiunea 2)

Pentru orice multime de formule I si orice formula ¢,

N <= TFEop.

Observatie

Se poate arata cd cele doud versiuni sunt echivalente.

Multimi consistente

Propozitia 2.81

Pentru o multime de formule I sunt echivalente:
(i) T este inconsistenta.

(ii) Pentru orice formuld v, T+ si [+ =),

(iii) Existd o formuld+ a.i. T H1 sil = .

(iv) T+ L.

Dem.: Exercitiu.
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LOGICA DE ORDINUL INTAI
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Limbaje de ordinul intai

Definitia 3.1

Un limbaj L de ordinul intai este format din:
» o multime num3rabild V = {v, | n € N} de variabile;

conectorii = Si —;

parantezele ( , );

simbolul de egalitate =,

cuantificatorul universal ¥;

o multime R de simboluri de relatii;

o multime F de simboluri de functii;

o multime C de simboluri de constante;

o functie aritate ari : F U R — N*,

L este unic determinat de cvadruplul 7 := (R, F,C, ari).
T se numeste signatura lui £ sau tipul de similaritate al lui £

VY VY VYVYyVVYVYVYY

Limbaje de ordinul intai

Definitia 3.2

Multimea Expr. a expresiilor lui L este multimea tuturor sirurilor
finite de simboluri ale lui L.

Expresia vida se noteaza X. O expresie nevida este de forma
0 =0g01...0,_1, unde k > 1 si §; € Sim, pentru orice
i=0,....,k—1.

Fie 0 = 0¢01...0,_1 si 0 = 0go1...0/_1 doud expresii ale lui L.

0 = o ddaca k = I si §; = o; pentru orice i =0,...,k — 1.

Definitia 3.3

Fie 0 = 0pf1 ...0_1 0 expresie a lui L. Spunem c3 o expresie o
aparein 0 daciexista0<i<j< k-1 al oc=0;...0;
Notdm cu Var(0) multimea variabilelor care apar in 0.
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Limbaje de ordinul intai

Fie imbaj de ordinul intai.
e Multimea Sim, a simbolurilor lui £ este
Simg =V U{~,—,(),=YURUFUC

e Elementele lui R U F UC se numesc simboluri non-logice.
e Elementele lui V U{~,—,(,),=,V} se numesc simboluri logice.

o Notam variabilele cu x, y, z, v, ..., simbolurile de relatii cu
P,Q,R..., simbolurile de functii cu f, g, h, ... si simbolurile de
constante cu ¢,d,e,....

e Pentru orice m € N* notam:

Fm = multimea simbolurilor de functii de aritate m;
Rm = multimea simbolurilor de relatii de aritate m.
130
Termeni

Definitia 3.4

Termenii lui L sunt expresiile definite astfel:
(T0O) Orice variabild este termen.
(T1) Orice simbol de constantd este termen.

(T2) Dacam>1,f € Fp sity,...,tn sunt termeni, atunci
ft1 ...ty este termen.

(T3) Numai expresiile obtinute aplicind regulile (T0), (T1), (T2)
sunt termeni.

Notatii:
» Multimea termenilor se noteaza Term,.
» Termenii se noteaza t,s, t1, tr, 51,5, - . ..

Definitia 3.5
Un termen t se numeste inchis dacd Var(t) = ().
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Termeni

Propozitia 3.6 (Inductia pe termeni)
Fie ' o multime de expresii care are urmatoarele proprietati:

» [ contine variabilele si simbolurile de constante.

» Dacam>1,fe Fysity,....,tnm€l, atunci fty ... ty, €T.
Atunci Termy CT.

Este folosita pentru a demonstra ca toti termenii au o proprietate
P: definim I ca fiind multimea tuturor expresiilor care satisfac P si
aplicam inductia pe termeni pentru a obtine ca Term, C T.

Formule

Definitia 3.8
Formulele atomice ale lui L sunt expresiile de forma:
» (s =t), unde s, t sunt termeni;
» (Rty...tm), unde R € Ry (m>1) sity,...,tn sunt termeni.

Definitia 3.9

Formulele lui L sunt expresiile definite astfel:

(FO) Orice formuld atomica este formula.

(F1) Daca ¢ este formuld, atunci (—y) este formuls.

(F2) Daca ¢ si 1) sunt formule, atunci (¢ — 1)) este formula.

(F3) Daca ¢ este formuld, atunci (Vxp) este formuld pentru orice
variabila x.

(F4) Numai expresiile obtinute aplicand regulile (F0), (F1), (F2),
(F3) sunt formule.
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Termeni

Propozitia 3.7 (Citire unica (Unique readability)))

Dac3 t este un termen, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

> t=x, undex € V;
» t=c, unde c € C;

> t="fty...tm, undef € Fpy, (m>1)sity,..., ty sunt
termeni.

Mai mult, scrierea lui t sub una din aceste forme este unica.
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Formule

Notatii
» Multimea formulelor se noteaza Form,.

» Formulele se noteaza p, ¥, x, .. ..

Propozitia 3.10 (Inductia pe formule)
Fie I' o multime de expresii care are urmatoarele proprietati:
» [ contine toate formulele atomice.

» [ este inchisd la =, — si Vx (pentru orice variabild x), adica:
dacd p,vp €T, atunci (—¢), (¢ = ), (Vxp) €T.

Atunci Form, CT.

Este folosita pentru a demonstra c3 toate formulele satisfac o
proprietate P: definim I ca fiind multimea tuturor formulelor care
satisfac P si aplicam inductia pe formule pentru a obtine c3a
Form, CT.
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Formule Formule

Propozitia 3.11 (Citire unica (Unique readability))

Dac3 ¢ este o formuld, atunci exact una din urm3toarele Conectori derivati
alternative are loc: Conectorii V, A, < si cuantificatorul existential 3 sunt introdusi
» ¢ = (s =t), unde s, t sunt termeni; prin urmatoarele abrevieri:
» o=(Rty...tm), unde R€ Ry, (m>1) sity,...,ty sunt eV = (mp) =
termeni; v eAY = (e (<)
» ¢ = (—), unde 1 este formula; o = (oY) AR — )
» o = (v — x), unde 1, x sunt formule; Ixg = —Vx—p.
» ¢ = (Vxv)), unde x este variabild si i) este formula.
Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.
Formule Formule
» Scriem uneori f(t1,...,tm) n locde fty...tm si R(t1,...,tm)

In practica, renuntam la parantezele exterioare, le punem numai

. A . nlocde Rty ... tn.
atunci cand sunt necesare. Astfel, scriem s = t, Rty ... tm, Vxp, ! m

~p, ¢ — 1b. Pe de alt3 parte, scriem (¢ — 1) — x. » Simbolurile de functii sau relatii de aritate 1 se numesc unare.
» Simbolurile de functii sau relatii de aritate 2 se numesc binare.
Pentru a reduce din folosirea parantezelor, presupunem » Daca f este un simbol de functie binara scriem t;ft; in loc de
urmatoarele: ftito.
» Cuantificatorii V, 3 au precedentd mai mare decat ceilalti » Analog, daca R este un simbol de relatie binara, scriem t; Rt
conectori. Asadar, Vx¢ — 1) este (Vxp) — 9 si nu in loc de Rt ty.
Vx(p = ).

P> — are precedentd mai mare decat —, A\, V, <. ) - _ ) ) ) )
Vom identifica un limbaj £ cu multimea simbolurilor sale

> A,V au precedentd mai mare decat —, <. ) . .
’ P ! ’ non-logice si vom scrie £ = (R, F,C).



L-structura

Definitia 3.12

O L-structura este un cvadruplu
A= (A FARACHY

unde
> A este o multime nevida;
> FA={fA|f c F} este o multime de operatii pe A; dacd f
are aritatea m, atunci fA : A™ — A:
» RA={RA| RcR) este o multime de relatii pe A; daci R
are aritatea m, atunci RA CcC Am.,
> CA={cAcAlcecC}.

A se numeste universul structurii A. Notatie: A = |A|

v

» fA (respectiv R, c*) se numeste denotatia sau interpretarea
lui f (respectiv R, c) in A.

Exemple - Limbajul aritmeticii L,

Lo =(R,F,C), unde
» R = {<}; < este simbol de relatie binarj;

» F ={+,x,S}; +, % sunt simboluri de functii binare si S este
simbol de functie unar3;

> C = {0}.
Scriem L., = (<;+, %, S5;0) sau L, = (<, 4, %, S, 0).

Exemplul natural de £,,-structura:
N :=(N,<,+,-5,0),
unde S : N — N, 5(m) = m+ 1 este functia succesor. Prin urmare,
N N N N5 oV =0,

e Alt exemplu de L,-structurs: A = ({0,1}, <,V,A,~,1).
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Exemple - Limbajul egalitatii £L_

= (R,F,C), unde

P acest limbaj este potrivit doar pentru a exprima proprietati ale

egalitatii

» [_-structurile sunt multimile nevide

Exemple de formule:

® egalitatea este simetrica:

VxVy(x =y — y = x)

e universul are cel putin trei elemente:

SdyIz(~(x = y) Ay = 2) A(z = x))

Exemplu - Limbajul cu un simbol de relatie binar

Lr=(R,F,C), unde

>
>
>

R = {R}; R simbol de relatie binara
L r-structurile sunt multimile nevide Tmpreuna cu o relatie
binard

Daca suntem interesati de multimi partial ordonate (A, <),
folosim simbolul < in loc de R si notam limbajul cu L<.

Daca suntem interesati de multimi strict ordonate (A, <),
folosim simbolul < 1n loc de R si notdm limbajul cu L.
Dacd suntem interesati de grafuri G = (V, E), folosim
simbolul E in loc de R si notam limbajul cu Lgaf.

Dac3 suntem interesati de structuri (A, €), folosim simbolul €
n loc de R si notam limbajul cu Lc.
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Exemple - Limbajul grupurilor L,

Lo =(R,F,C),unde R =0 si
> F= {>i<,;1 }; * simbol de functie binar3, ~1 simbol de functie
unara
> C ={é}.
Scriem L¢, = (0;%,71;€) sau Lg = (%,71, é).
Exemple naturale de £g,-structuri sunt grupurile: G = (G, -, 71, e).

. . 19 4 .
Prin urmare, 9 = ., 717 =—1 ¢9 — ¢

Pentru a discuta despre grupuri abeliene (comutative), este
traditional s3 se foloseascd limbajul Lapsr = (R, F,C), unde

> R =0
» F = {+,—}; + simbol binar, — simbol unar;
> C={0}.

Scriem »CAbGr = (—f—, ;,0).

Interpretare (evaluare)

baj de ordinul intdi si A o L-structura.

Definitia 3.13

O interpretare sau evaluare a (variabilelor) lui L in A este o functie
e: V= A

In continuare, e : V — A este o interpretare a lui £ in A.

Definitia 3.14 (Interpretarea termenilor)

Prin inductie pe termeni se defineste interpretarea t*(e) € A a
termenului t sub evaluarea e:

> daci t = x € V, atunci t*(e) := e(x);

> daci t = c € C, atunci tA(e) := c*;

> daci t = fty...tm, atunci t(e) == FA(t(e), ..., t7A(e)).
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SEMANTICA

Interpretarea formulelor

(s = t)"(e)

(Rt1. .. tm)A(e)

e formule se defineste interpretarea

v (e) € {0,1}

a formulei ¢ sub evaluarea e.

O = O

dac3 sA(e) = t4(e)

altfel.

dacd RA(t{'(e), ..., tia(e))
altfel.
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Interpretarea formulelor

Negatia si implicatia
> (—p)A(e) =1 —¢?(e);
> (o = ) (e) = v (e) = ¥*(e), unde,

—:{0,1} x {0,1} — {0, 1},

= = O Ot
= O = OlQ

Prin urmare,
> () =1 = pA(e) =0
> (¢ = p)A(e) =1 < (p?(e) =0sau ¢(e) =1).

Relatia de satisfacere

-structurd si e : V — A o interpretare a lui £ n A.

Definitia 3.15
Fie ¢ o formula. Spunem ca:
> e satisface  in A dacd p”(e) = 1. Notatie: Ak o[e].
> e nu satisface p in A dac§ p(e) = 0. Notatie: AW ole].

Corolar 3.16
Pentru orice formule o, si orice variabild x,
(i) AE (mp)le] <= AF ple].
(i) AE (¢ — ¥)e] < AFE yle] implicd AE y|e]
< A ple] sau AE [e].
(iii) AE (Vxp)le] <= pentru orice a € A, AE plexal.
Dem.: Exercitiu usor.

Interpretarea formulelor

Notatie
Pentru orice variabila x € V si orice a € A, definim o noua
interpretare ey, : V — A prin

[ e(v) dacd v #x
exalV) = { a daci v = x.

Interpretarea formulelor

1 dac3 goA(eXHa) =1 pentru orice a € A

(vxe)i(e) = {o altfel,
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Relatia de satisfacere

ormule si x o variabila.
Propozitia 3.17

(i) (o V)A(e) = p(e) Vui(e);
(ii) (¢ A ) (e) = ¢ (e) AyA(e),
(iii) (¢« ¥)*4(e) = () & v(e);

) 1 daciexistiac A af oM ewsa) =1
iv) (3xp)A(e) =
(iv) Gxe)™(e) {0 altfel.

Dem.: Exercitiu usor. Ardtam, de exemplu, (iv).

(Elxcp)A(e) =1 — (—|Vx—|g0)“4(e) =1 < (Vx—mp)A(e) =0
— existiacA al (~¢)*(ewss) =0
<  exista ac A al goA(eXHa) =1.
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Relatia de satisfacere

Corolar 3.18
(i) AE(pNY)le] <= AF ple] si AE[e].
(i) AE (e Vy)le] <= AFE ple] sau AF ¢[e].
(iii) AE (¢ <> )[e] < AFE ple] ddaca AF le].
(iv) AE (Ixp)le] <= existi ac A a.l AF ¢lexsal

Semanticd

Fie uld alui L.

Definitia 3.20

Spunem c3 o este adevarata intr-o L-structurd A dacd pentru
orice evaluare e : V — A,

AE ple].
Spunem si cd A satisface ¢ sau cd A este un model al lui ¢.

Notatie: AF ¢

Definitia 3.21

Spunem ca ¢ este formuld universal adevarata sau (logic) validd
dacd pentru orice L-structurd A,

AE .
Notatie: F ¢
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Semanticd

alui L.
Definitia 3.19

Spunem c3 o este satisfiabila dacd existd o L-structurd A si o
evaluaree:V — A a.l

Fie ¢ for

AE ple].

Spunem si cd (A, e) este un model al lui .

Atentie! Este posibil ca atat ¢ cat si -y sa fie satisfiabile.
Exemplu: ¢ :=x=yn L_.
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Semanticd

Fie formule ale lui L.

Definitia 3.22

@ si v sunt logic echivalente dacd pentru orice L-structurd A si
orice evaluare e : V — A,

AE ple] <= AE yYle].
Notatie: ¢ H

Definitia 3.23

Y este consecinta semantica a lui ¢ dacd pentru orice L-structurd
A si orice evaluare e : V — A,

AEple] = AEY[e].
Notatie: ¢ F 1

Observatie
(i) ¢ ¢ ddacd E ¢ — 1.
(if) pHvY ddacd (Y E ¢ si pF ) ddacd F ¢ < .
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Echivalente si consecinte logice

Pentru orice formule ¢, 1 si orice variabile x, y,

-dxp H Vx-p (51)
-Vxp H Ix—p (52)
Vx(e A1) H Vxp AVxy (53)
VxoVV¥xy) E Vx(e V) (54)
Ix(p AY) E Ixe A Ixy (55)
Ix(p V) B IxeVIxy (56)
Vx(e =) E Vxo — Vxy (57)
Vx(p — ) F Ixp — Ixy (58)
Vxep FE dxe (59)

Multimi de formule

Fie
Definitia 3.25

Spunem c3 T este satisfiabild dacd existd o L-structurd A si o
evaluaree:V — A a.l.

} o multime de formule ale lui L.

A E ~le] pentru orice y € T.

Spunem si cd (A, e) este un model al lui T.
Notatie: AF Ie]

Definitia 3.26

Spunem c3 ¢ este consecintd semantica a lui I’ daca pentru orice
L-structurd A si orice evaluare e : V — A,

AET[e] = AE ¢le].

Notatie: T F ¢

Echivalente si consecinte logice

e E Ixp (60)

Vxp E ¢ (61)
VxVye H VyVxp (62)
Ixdyp H Jydxe (63)
dyVxp E Vxdye. (64)

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 3.24
Pentru orice termeni s, t, u,
(i) Ft=t,;
(i) FEs=t—>t=s;
(i) Es=tANt=u—s=u.

Dem.: Exercitiu usor.
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Variabile legate si libere

Definitia 3.27
Fie ¢ = pop1...pn—1 0 formuld a lui L si x o variabila.

» Spunem ca variabila x apare legata pe pozitia k in ¢ daca
x=@rsiexista0 < i< k<j<n—1 al ¢;...p; este de
forma Vxv cu 1) formula.

» Spunem ca x apare liberd pe pozitia k in ¢ dacd x = py, dar
X nu apare legata pe pozitia k in .

» x este variabila legatd (bounded variable) a lui ¢ dac3 existd
un k a.i. x apare legata pe pozitia k Tn .

» x este variabild libera (free variable) a lui ¢ dacd existd un k
a.l. x apare libera pe pozitia k in .

Exemplu

Fie ¢ = Vx(x = y) — x = z. Variabile libere: x,y,z. Variabile
legate: x.
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Variabile legate si libere

Notatie: ) := multimea variabilelor libere ale lui ¢.

Definitie alternativd

Multimea FV/(y) a variabilelor libere ale unei formule ¢ poate fi
definita si prin inductie pe formule:

FV () = Var(p), dacid ¢ este formuld atomics;
FV(=v) = V(o)

FV(e =v) = FV(p)UFV(y);

FV(¥xp) = FV(p)\{x}.

Notatie: ¢(x1,...,x,) dacd FV(p) C {x1,...,Xn}.

Interpretarea formulelor

Propozitia 3.29

Pentru orice L-structurd A, orice interpretdri e;,ex 1 V — A,
pentru orice formuld ¢,

dacd e1(v) = ex(v) pentru orice variabild v € FV(p), atunci
AE plel] <= AFE ple].

Dem.: Aplicim inductia pe formule. Avem urmatoarele cazuri:
e p=1t = b.
Atunci Var(t1) € FV(p), Var(tz) € FV(p), deci putem aplica
Propozitia 3.28 pentru a obtine ca
ti(e) = tf'(e2) si t5'(e1) = t5'(e2).

Rezult3d ca

AEgle] < t'(er) = t3'(e1) <= t{'(&) = 13'(e)

— AE yle].

163

Interpretarea termenilor

Propozitia 3.28

Pentru orice L-structurd A si orice interpretdri e1, ey : V — A,
pentru orice termen t,

dacd ei1(v) = ex(v) pentru orice variabild v € Var(t), atunci
tA(e1) = t(e2).

Dem.: Exercitiu.
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Interpretarea formulelor

o tm.

/) C FV(p) pentru orice i = 1,..., m si aplicam din
a 3.28 pentru a obtine ca

tA(e1) = t#(e2) pentru orice i = 1,..., m.

o
Atunci
nou Propo

Rezulta ca

AEpla] <= RNt (e1),..., th(e1))
—= Rt e),..., tA(e)) <= AE glel].
[ ] ()0 g —\’l/)
Deoarece FV/(¢)) = FV(p), putem aplica ipoteza de inductie
pentru a obtine c3

AEYle)] <= AEY[e)].

Rezulta ca

AFgla] = A7 Ylea] = A7 Y]e] <= AF ¢le].
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Interpretarea formulelor

e p=1

Deoarece FV/ (1), FV(x) € FV(p), putem aplica ipoteza de

inductie pentru a obtine ca

AEYle] <= AE Y[er] si AFE x[e1] <= AF x[e2].

Rezulta ca

AF ¢lei]

— AHFY[e] sau AFE x[el]
— AHFY[er] sau AF x[el]

— AE ¢le].

Echivalente si consecinte logice

Propozitia 3.30

Pentru orice formule @, 1 si orice variabild x ¢ FV(p),

Dem.:

Exercitiu.

@

@
V(o A1)
Vx (i V1))
Ix(p A1)
Ix(p V)
Vx(p — 1))
Ix(p — )
Vx(1 — )
(Y — @)

T T T I It T I IL I Ir

Ixp

Vxp

p ANVxp
© VVxy
@ A IxY
@V Ixy
» = Vx¢
@ — IxY
Ixyp — ¢
Vxip — ¢

(65)
(66)
(67)
(68)
(69)
(70)
(71)
(72)
(73)
(74)
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Interpretarea formulelor

e2(v) pentru orice v € FV(p) = FV(¢) \ {x}.
Rezultd ca pentru orice a € A,
€1xsa(V) = €4a(v) pentru orice v € FV(v).

Prin urmare, putem aplica ipoteza de inductie pentru interpretarile
€lxs2, €255 PENtru a obtine ca

pentru orice a € A, A F Y[e1x.] <= AF Y]eassal-
Rezultd c3

AE pler]] <= pentruorice a € A, AF Yle1x szl
<= pentru orice a € A, A E ¢Y[e2,2]
— AFE ¢le].
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Enunturi

Definitia 3.31

O formuld ¢ se numeste enunt (sentence) dacd FV(y) = 0, adica
@ nu are variabile libere.
Notatie: Sent,:= multimea enunturilor lui L.

Propozitia 3.32

Fie ¢ un enunt. Pentru orice interpretari e;, e : V — A,

AE ple] <= AFE ¢[e]
Dem.: Este o consecinta imediata a Propozitiei 3.29 si a faptului
cd FV(p) = 0. [

Definitia 3.33

O L-structurd A este un model al unui enunt ¢ dacd AFE ple]
pentru o (orice) evaluare e : V. — A. Notatie: AE ¢
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Multimi de enunturi

nt al lui £ si [ o multime de enunturi.
I" este satisfiabild ddac3 existd o L-structura A a.l.
A E ~ pentru orice y € T.

Spunem si ca A este un model al lui I'. Notatie: AFT

 este consecinta semanticd a lui [ ddaca pentru orice L-structurad

A,

AET = AE .
Notatie: I F ¢

TAUTOLOGII

171

Multimi de enunturi

tru orice multime de enunturi I, notam

Mod(T):= clasa modelelor lui I'.

Notdm Mod(¢1,-..,¢n) in loc de Mod({¢1,...,¢n}).

Lema 3.34

Pentru orice multimi de enunturi I, A si orice enunt 1,
(i) TEY <= Mod(l') C Mod(v)).

(i) T C A = Mod(A) C Mod(T).

(iii) T este satisfiabildy <= Mod(I') # .

Dem.: Exercitiu usor.
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Tautologii

de tautologie si consecinta semantica din logica
I3 se pot aplica si unui limbaj de ordinul intai. Intuitiv:

v on

te o formuld "adevarata” numai pe baza
interpretarilor conectorilor -, —.

Definitia 3.35

O L-evaluare de adevar este o functie F : Formy — {0,1} cu
urmatoarele proprietati: pentru orice formule ¢, ),

> F(—p) ==F(p);
> Flp =) = F(p) = F().

Propozitia 3.36

Pentru orice L-structurd A si orice evaluare e : V — A, functia
Vea: Forme — {0,1}, Ve a(p) = ¢*(e)

este o L-evaluare de adevar.
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Tautologii

Definitia 3.37

© este tautologie dacd F(yp) = 1 pentru orice L-evaluare de adevar
F.

Exemple de tautologii: ¢ — (¥ — ), (¢ — V) + (=) — =)
Propozitia 3.38

Orice tautologie este valida.

Dem.: Fie A o L-structurd si e : V — A o evaluare. Deoarece ¢
este tautologie si Ve 4 este L-evaluare de adevar, rezultd ca

() = Veu(p) =1, adicd AF o[e]. O
Exemplu

x = x este valida, dar nu este tautologie.

SUBSTITUTII

Tautologii

Definitia 3.39

Doua formule ¢ si 1) sunt tautologic echivalente daca
F(y) = F(v) pentru orice L-evaluare de adevar F.

Exemplul 3.40
w1 — (Y2 = v3) $1 ¥1 A 2 — @3 sunt tautologic echivalente.

Definitia 3.41

O formuld ¢ este consecinta tautologica a unei multimi de formule
I dacd pentru orice L-evaluare de adevar F,

F(v) =1 pentruoricey el = F(p)=1.

Propozitia 3.42
Daca ¢ este consecinta tautologica a lui I', atunci I F .
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Substitutia

Fie x o variabila a lui £ si u termen al lui L.

Definitia 3.43

Pentru orice termen t al lui L, definim
t«(u) = expresia obtinutd din t prin inlocuirea tuturor
aparitiilor lui x cu u.

Propozitia 3.44

Pentru orice termen t al lui L, t (u) este termen al lui L.
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Substitutia

d definim analog ¢y (u) ca fiind expresia obtinutd din ¢
uirea tuturor aparitiilor libere ale lui x cu u.

» De asemenea, vrem ca urmadtoarele proprietati naturale ale
substitutiei sa fie adevarate:

EVxp = ox(u) si E px(u) = Ixp.
Apar Tnsa probleme.

Fie o .= Jy-(x = y) si u:=y. Atunci ox(u) = Jy—-(y = y).
Avem

» Pentru orice L-structurd A cu |A| > 2, avem A F Vxp.
» o, (u) nu este satisfiabila.

Substitutia

Fie x o il3, u termen si ¢ o formulda a.l. x este liberda pentru

uin .
Definitia 3.46
ox(u) = expresia obtinutd din ¢ prin inlocuirea tuturor

aparitiilor libere ale lui x cu u.
Spunem ca ¢y (u) este o substitutie libera.

Propozitia 3.47

ox(u) este formuld a lui L.

Notiunea de substitutie liberd evita problemele mentionate anterior
si se comporta cum am astepta.
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Substitutia

Fie x riabild, u un termen si ¢ o formul3.

Definitia 3.45

Spunem c3 x este liberd pentru u in ¢ sau cd u este substituibil
pentru x in ¢ daca pentru orice variabild y care apare in u, nici o
subformula a lui ¢ de forma Yy1) nu contine aparitii libere ale lui x.

Observatie

x este libera pentru u in ¢ in oricare din urmdtoarele situatii:
> u nu contine variabile;

© nu contine variabile care apar in u;

nici o variabila din u nu apare legata n ¢;

X nu apare in ¢;

vVvyy

© nu contine aparitii libere ale lui x.

Substitutia

Propozitia 3.48
Pentru orice termeni uy si up si orice variabild x,

(i) pentru orice termen t,

Fui=u — tX(Ul) = tX(UZ).
(ii) pentru orice formuld ¢ a.l. x este liberd pentru uy si up in ¢,
Fur = u = (px(v1) < ox(u2)).

Propozitia 3.49
Fie ¢ o formula si x o variabila.

(i) Pentru orice termen u substituibil pentru x in ¢,

F Vxp — px(u), F ox(u) = Ixep.

(if) EVxp — @, F o — dxe.

(i) Pentru orice simbol de constantd c,

F Vxp — ox(c), E ox(c) — Ixp.
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Substitutia

In general, dac3 x si y sunt variabile, ¢ si ¢y(y) nu sunt logic
echivalente: fie £,,, Nsie: V =+ N afl
e(x) =3,e(y) =5, e(z) = 4. Atunci

N E (x<2z)[e], dar N H (x<z)x(y)][e]-

Totusi, variabilele legate pot fi substituite, cu conditia sa se evite
conflicte.

Substitutia

Definitia 3.51

Pentru orice formuld ¢ si orice variabile y1, ..., yk, varianta
Vi,..., yk-liberd @' a lui o este definitd recursiv astfel:

» dacd ¢ este formuld atomica, atunci ¢ este p;
» dacd ¢ = ), atunci ¢’ este —)';

» dacd o = — x, atunci ¢ este )’ — X/;

» daca ¢ = Vzv, atunci

o este Ywil(w) dacdz € {y1,...,yx}
Vzi)' altfel:

unde w este prima variabild din sirul vy, v1, ..., care nu apare

in )" si nu este printre y1, ..., Y.

Substitutia

Propozitia 3.50

Pentru orice formuld o, variabile distincte x siy a.il. y ¢ FV(p) si
y este substituibil pentru x in ,

Ixp HIypx(y) si Vxp HVye.(y).

Folosim Propozitia 3.50 astfel: dacd ¢x(u) nu este substitutie
libera (i.e. x nu este liberd pentru u in ¢), atunci inlocuim ¢ cu o
formuld ¢ logic echivalentd a.i. ¢ (u) este substitutie libera.
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Substitutia

Definitia 3.52

¢ este variantd a lui @ dacd este varianta yi, ..., yx-liberd a lui ©
pentru anumite variabile y1, . .., k.

Propozitia 3.53

(i) Pentru orice formuld ¢, dacd ¢’ este o variantd a lui ¢, atunci

QD H (p/’.
(ii) Pentru orice formuld o si orice termen t, daca variabilele lui t
se afld printre y1,...,yx si @ este varianta yi, ..., yx-liberd a

lui ¢, atunci ¢/ (t) este o substitutie liberd.
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FORME NORMALE

Forma normala prenex

Teorema 3.56 (Teorema de forma normald prenex)
Pentru orice formula ¢ exista o formuld ¢* in forma normala

prenex a.l. p He* si FV(¢) = FV(p*).

Dem.: Exercitiu suplimentar.
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Forma normala prenex

Definitia 3.54

O formulad care nu contine cuantificatori se numeste liberd de
cuantificatori (" quantifier-free” ).

Definitia 3.55

O formuld ¢ este in forma normald prenex daca
p=@Qx1Qxz... Qnxn ¥,

undene€N, Q1,...,Q, € {V,3}, x1,...,x, sunt variabile si 1
este formula libera de cuantificatori. Formula 1) se numeste
matricea lui p si Qix1Qoxa ... Qnx, este prefixul lui ¢.
Exemple de formule in forma normala prenex:

» Formulele universale: ¢ = Vx1Vxa...Vx,, unde n € N si 1
este libera de cuantificatori

» Formulele existentiale: ¢ = dxy3xy...3dx, 9, unde n € N si ¢
este libera de cuantificatori 156

Forma normala prenex

limbaj de ordinul Intdi care contine

imboluri de relatii unare R, S si doua simboluri de
relatirBigare P, Q;

» un simbol de functie unara f si un simbol de functie binara g;
» doua simboluri de constante c, d.

Exemplu

S3 se gaseasca o forma normalad prenex pentru
p = 3y(g(y,z) = c) A =3x(f(x) = d)

Avem
¢ H 3y(ely,2) = c A=3x(f(x) = d))
H Jy(g(y,2) = c AVx(f(x) = d))
H EIny(g(y,z) =cA(f(x) = d))
Prin urmare, ¢* = 3yVx(g(y,z) = ¢ A =(f(x) = d)) este o form3
normald prenex pentru .
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Forma normalad prenex

Exemplu
S3 se gaseasca o forma normala prenex pentru
v = Vy(S(y) = JzR(z)) ANVx(VyP(x,y) — f(x) = d).
Avem ca
v H 3Jy-(S(y) — 3zR(2)) AVx(VyP(x,y) — f(x) = d)
H dy—-3z(S(y) — R(z2)) AVx(VyP(x,y) — f(x) = d)
Jy—-3z(S(y) — R(2)) AVxIy(P(x,y) — f(x) = d)
yVz-(S(y) — R(2)) AVxIy(P(x,y) — f(x) = d)
EIsz(—'(S(y) — R(2)) AVx3y(P(x,y) — f(x) = d))
EIszVx(ﬂ(S(y) — R(2)) A Jy(P(x,y) — f(x) = d))
FyVzVx(—(S(y) = R(2)) A Iv(P(x,v) — f(x) = d))
) =
d

IT IT I© I° I° IC

JyVz¥x3v(=(S(y) = R(z)) A (P(x,v) — f(x) = d))

¢* = JyVz¥x3v(~(5(y) = R(2)) A (P(x,v) — f(x) = d)) este o
form3d normala prenex pentru .

Forma normal3 Skolem

lui ¢ un enunt universal ©°* intr-un limbaj extins £*(y):
universal, atunci >k = ¢ si L%(p) = L
na din formele:

Daca ¢
Altfel, ¢ a
» ¢ = dx 1. Introducem un nou simbol de constantd c si
considerim ! = 1 (c), L = LU {c}.
» o =Vx1...Vxk3x (k > 1). Introducem un nou simbol de
functie f de aritate k si consideram
ot = Vx1 .. Ve x( B - xk), L=LCu {f}.

In ambele cazuri, ¢! are cu un cuantificator existential mai putin

decat ¢.
Dac3 ¢! este enunt universal, atunci ¢°% = 1. Daci ! nu este
enunt universal, atunci form3m @2, 3, ..., pan3 ajungem la un

enunt universal si acesta este goSk

©°k este o form3 normal3 Skolem a lui ¢.
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Forma normal3 Skolem

este o procedura prin care se elimina cuantificatorii
existentialli formule de ordinul intdi in forma normal3 prenex,
prin introducerea de noi simboluri de functii/constante, numite
simboluri de functii/constante Skolem.

Observatie

Orice formul3 liberd de cuantificatori este universala.

Fie £ un limbaj de ordinul intai si ¢ un enunt al lui £ care este in
forma normal3 prenex:

= @Qix1Q2x2 ... Qnxn0,

unde n €N, Q,...,Q, € {V,3}, x1,...,x, sunt variabile distincte
doua cate doud si 0 este formula liberd de cuantificatori.
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Forma normal3 Skolem

Exemple

» Fie 6 o formul3 liberd de cuantificatori a.l. FV(0) = {x} si
¢ = 3x 0. Atunci ¢! = 0,(c), unde c este un nou simbol de
constanta. Deoarece <p1 este un enunt liber de cuantificatori,
rezultd c3 >k = p! = 0,(c).

» Fie R un simbol de relatie de aritate 3 si
¢ = IxVyVz R(x,y, z). Atunci

¢! =VyVz (R(x,y.2))x(c) = VyVz R(c,y, 2),
unde ¢ este un nou simbol de constant3. Deoarece ¢! este un
enunt universal, rezulti c3 ¢°f = ¢! = VyVz R(c,y, z).

» Fie P un simbol de relatie de aritate 2 si ¢ = Vy3z P(y, z).
Atunci o' = Vy (P(y, 2)).(f(y)) = Yy P(y, f(y)), unde f este
un simbol nou de functie unard. Deoarece ¢! este un enunt
universal, rezultd c3 >k = ! =Yy P(y, f(y)).
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Forma normal3d Skolem

Exemplu

Fie £ un limbaj care contine un simbol de relatie binara R si un

simbol de functie unard f. Fie

¢ 1= Vy3zVu3dv (R(y,z) A f(u) = v).

p' = VyVudv(R(y,z) Af(u) = v):(g(y))
= VyVuav(R(y,g(y)) A f(u) = v),
unde g este un nou simbol de functie unara
¢? = VyVu(R(y,g(y)) Af(u) = v)u(h(y,u))
= VyVu(R(y,g(y)) A f(u) = h(y, u)),
unde h este un nou simbol de functie binara.

Deoarece goz este un enunt universal, rezultd c3
¢k =2 =VyVu (R(y,&(y)) A f(u) = h(y, u)).

SINTAXA

Forma normal3d Skolem

Teorema 3.57 (Teorema de forma normald Skolem)

S

Fie ¢ un enunt in form3 normals prenex si ¢°* o formd normal

Skolem a sa.
(i) E o>k — ¢, deci 0> ¢ in LK ().
(i) @ este satisfiabili ddacs o°k este satisfiabils.

Observatie

Tn general, ¢ si ¢ nu sunt logic echivalente ca enunturi n £5k(g0).
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Sintaxa

Definitia 3.58

Multimea Axmg C Formp a axiomelor (logice) ale lui L constd din:

(i) toate tautologiile.
(ii) formulele de forma
t=t, s=t—=>t=s, s=tAt=u—s=u,
pentru orice termeni s, t, u.
(iii) formulele de forma
b= A.. Ntm=um — ft1...tm="Fur...Un,
th=wumN.. Ntm=upn — (Rtl...tm<—> Rul...um),
pentru orice m > 1, f € F,, R € R, si orice termeni t;, u;
(i=1,...,m).
(iv) formulele de forma
ox(t) = Ixp,
unde px(t) este o substitutie liberd (J-axiomele).

195 196



Sintaxa

Definitia 3.59

Regulile de deductie (sau inferentd) sunt urm3toarele: pentru orice
formule ¢, 1,

(i) din ¢ si o — ) se inferd 1) (modus ponens sau (MP)):
P, o=
(G

(ii) dacd x ¢ FV(v), atunci din ¢ — 1 se inferd Ixp — 1)
(3-introducerea):

=

Er— dacd x ¢ FV(v).

Sintaxa

Notatii
[, ¢ := @ este [-teorem3 Fep =0k

Definitia 3.61
O formuld ¢ se numeste teorema (logica) a lui L dacd b .

Reformuldnd conditiile din definitia -teoremelor folosind notatia
F, obtinem

Pentru orice multime de formule I' si orice formule ¢, v, au loc
urmatoarele:
(i) Dac3 ¢ este axiomd, atunci [ . ¢;
(ii) Daca ¢ €T, atunci [ ¢ ¢;
(iii) Daca T kg @ si T g @ — ), atunci T £ ).
(iv) Daca T Fr o — ¢ si x ¢ FV(v), atunci I ¢ Ixp — 1.

Sintaxa

Fie ultime de formule ale lui L.

Definitia 3.60

[-teoremele lui L sunt formulele definite astfel:

(T0) Orice axioma logica este I-teorema.

(T'1) Orice formuld din T este I'-teoremd.

(T2) Dacd ¢ si ¢ — 1) sunt I-teoreme, atunci 1) este I-teorem3.

(F3) Dacd ¢ — 1 este ['-teoremd si x ¢ FV/(v), atunci Ixp — ¢
este [ -teorema.

(T'4) Numai formulele obtinute aplicand regulile (T0), (T'1), (T2) si
(T3) sunt I'-teoreme.

Daca ¢ este [-teoremad, atunci spunem si ca ¢ este dedusa din
ipotezele I'.
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Sintaxa

Definitia 3.62

O I-demonstratie (demonstratie din ipotezele I') a lui L este o
secventd de formule 61, ..., 8, astfel incit pentru fiecare
i €{1,...,n}, una din urm3toarele conditii este satisficuta:

(i) 0; este axiomd;
(ii) 6; €T;
(iii) existd k,j < i astfel incat 0 = 6; — 6;;
(iv) existd j < i astfel incat
0 = ¢ =1 si0; = Ixp — 1, unde x & FV(v).

O (-demonstratie se va numi simplu demonstratie.



Sintaxa Sintaxa

Fie ultime de formule.
Teorema 3.65 (Teorema Tautologiei (Post))
Definitia 3.63 Fie 1, p1,...,@n astfel incat
Fie ¢ o formuld. O I'-demonstratie a lui @ sau demonstratie a lui ¢ (i) 1 este consecintd tautologica a multimii {1, ..., ¢n}.
din ipotezele I este o [-demonstratie 01, ..., 8, astfel Incat (i) The o1, Thre o, .o, Tz on.
On = . Atunci T Fz b,

Teorema 3.66 (Teorema Deductiei)
Fie 1 o formuld si ¢ un enunt. Atunci
Fry{e}rFev ddacd Thkgp—1.

Propozitia 3.64

Fie I o multime de formule. Pentru orice formula o,

I+, ¢ ddaca exista o [ -demonstratie a lui ¢.
Propozitia 3.67

Pentru orice formuld ¢ si orice variabild x,

N-¢ <<= T FVxp.

Sintaxa Multimi consistente

Definitia 3.71

Definitia 3.68
Fie I o multime de formule. Spunem ca

Fie ¢ o formula cu FV(@) = {x1,...,xn}. Inchiderea universali a

lui  este enuntul (i) T este consistentd daca existad o formuld o astfel incat It/ .

o (ii) T este inconsistentd dacd nu este consistentd, adica I -, ¢
Vo 1= Vx1...Vxpp. pentru orice formuld .

Notatii 3.69
Propozitia 3.72

VI = {%) |y eTl}.
Pentru orice multime de formule I, urmatoarele afirmatii sunt
Propozitia 3.70 echivalente:
Pentru orice formuld o, (i) T este inconsistenta.
Ty <= TFYp <« WlkFp <« VYo (ii) Pentru orice formuld ¢, T F 1) si T = —).

(iii) Existd o formuld + astfel incdt T+ silT F —p.



TEOREMA DE COMPLETITUDINE

TEORII

Teorema de completitudine

Teorema de completitudine - prima versiune

Fie ' o multime de enunturi.

[" este consistenta <= [ este satisfiabila.
Teorema de completitudine - a doua versiune
Pentru orice multime de enunturi ' si orice enunt ¢,

Fl—ﬁgo < Fizﬁcp.

> Teorema de completitudine a fost demonstrata de Godel in
1929 n teza sa de doctorat.

» Henkin a dat n teza sa de doctorat din 1947 o demonstratie
simplificata.

Teorii

Definitia 3.73

O L-teorie este o multime T de enunturi ale lui L care este inchisa
la consecinta semantica, adica:

pentru orice enunt ¢, TEFp = e T.

Definitia 3.74

Pentru orice multime de enunturi I', teoria generatd de I este
multimea

Th(l) = {p |y esteenuntsil E p}
= {¢ | ¢ este enunt si Mod(I') C Mod(p)}.



Teorii

Propozitia 3.75
Fie I' o multime de enunturi.
(i) Mod(T') = Mod(Th(T)).
(ii) Th(I') este cea mai mica teorie T a.i. [ C T.

Dem.: Exercitiu.

» O teorie prezentatd ca Th(I') se numeste teorie axiomatica
sau teorie prezentata axiomatic. [ se numeste multime de
axiome pentru Th(I).

» Orice teorie poate fi prezentata axiomatic, dar suntem
interesati de multimi de axiome care satisfac anumite conditii.

Exemple - Teoria egalitatii

Pentru orice n > 2, notdm urm3torul enunt cu 32"
dxg ... 3x, (—|(x1 =x)A(x1 =x3)A .. A (X1 = x,,)),

pe care 1l scriem mai compact astfel:

J2n — dx1...3dx, (/\1§,’<an _'(Xi = X_/)) :

Propozitia 3.79
Pentru orice L-structurd A si orice n > 2,
A 32" <= A are cel putin n elemente.

Dem.: Exercitiu usor.

Pentru uniformitate, notim 32! := Ix(x = x).

Teorii

Definitia 3.76

O teorie T este finit axiomatizabild dac§ T = Th(I') pentru o
multime de enunturi finita T.

Definitia 3.77

O clasd KC de L-structuri este axiomatizabild dacd K = Mod(T")
pentru o multime de enunturi I'. Spunem si ca I axiomatizeaza K.

Definitia 3.78

O clas3d K de L-structuri este finit axiomatizabild dac3
IKC = Mod(T) pentru o multime finitd de enunguri T .

Exemple - Teoria egalitatii

Notatii
Fien>1.
» I .= —-32ntl
> 370 =3 A J2"

Propozitia 3.80
Pentru orice L-structurd A si orice n > 1,

AETS" = A are cel mult n elemente
AETF" < A are exact n elemente.

Dem.: Exercitiu usor.
Propozitia 3.81

Fiel := {EIZ” | n > 1}. Atunci pentru orice L-structurd A,
AET <= A este multime infinits.

Dem.: Exercitiu usor.



Exemple - Teoria grafurilor

> Lorr = (E,0,0) = (E)
» Lrar-structurile sunt A = (A, E), unde E este relatie binara.
Fie [ := {(IREFL), (SIM)}, unde
(IREFL) := Yx—E(x,x)
(SIM) = YxVy(E(x,y) — E(y,x)).

Definitie
Teoria grafurilor este T := Th(T).

» T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt grafurile.
» [ axiomatizeaza clasa grafurilor. Prin urmare, clasa grafurilor

este finit axiomatizabil3.

Exemple - Teoria ordinii totale

Fie I := {(ANTISIM), (TRANZ), (TOTAL)}, unde

(TOTAL) = VxVy(x<yV y<x)

Definitie
Teoria ordinii totale este T := Th(I').

> T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile total ordonate.

> [ axiomatizeazad clasa multimilor total ordonate. Prin urmare,
clasa multimilor total ordonate este finit axiomatizabila.

Exemple - Teoria ordinii partiale

> ﬁg = (§7®7®) = (S)
> E<-%cturile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Fie I := {(REFL), (ANTISIM), ( TRANZ)}, unde

(REFL) := Vx(x<x)
(ANTISIM) = VxVy(x<y Ay<x = x=y)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y Ay<z — x<2)

Definitie
Teoria ordinii partiale este T := Th(I').

> T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile partial ordonate.

» [ axiomatizeaza clasa multimilor partial ordonate. Prin
urmare, clasa multimilor partial ordonate este finit
axiomatizabila.

Exemple - Teoria ordinii stricte

> L. = (<7®9®) = (<)
> E(“cturile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Fie I := {(IREFL), (TRANZ)}, unde
(IREFL) = Vx—(x<x)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y A y<z — x<z)

Definitie
Teoria ordinii stricte este T := Th(I').

> T este finit axiomatizabil3.
» modelele lui T sunt multimile strict ordonate.

> [ axiomatizeaza clasa multimilor strict ordonate. Prin urmare,
clasa multimilor strict ordonate este finit axiomatizabila.



Exemple - Teoria ordinii dense

Fie I' := {(JREFL), (TRANZ), (TOTAL), (DENS)}, unde

(TOTAL) = V¥xVy(x =y V x<yV y<x)

(DENS) = VxVy(x<y — Jz(x<z A z<y)).

Definitie
Teoria ordinii dense este T := Th(I').

> T este finit axiomatizabil3.
» modelele lui T sunt multimile dens ordonate.

» [ axiomatizeaza clasa multimilor dens ordonate. Prin urmare,
clasa multimilor dens ordonate este finit axiomatizabila.

Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

e Dacd addugam axioma:

VXEIy(—'(X =y)AXx=y AVz(z=x = (z=xVz= y))),

obtinem teoria relatiilor de echivalenta cu proprietatea ca orice

clasa de echivalenta are exact doua elemente.

Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

> Eé = (E7®7®) = (E)

» L_--structurile sunt A = (A, =), unde = este relatie binara.

v
Fie I := {(REFL),(SIM),(TRANZ)}, unde
(REFL) := Vx(x=x)
(SIM) = VxVy(x=y — y=x)
(TRANZ) = VxVyVz(x=y A\ y=z — x=z)

Definitie
Teoria relatiilor de echivalentd este T := Th(I').

> T este finit axiomatizabila.

» Fie IC clasa structurilor (A, =), unde = este relatie de
echivalentd pe A. Avem ca K = Mod(I'), asadar I’
axiomatizeaza K. Prin urmare, K este finit axiomatizabila.

TEOREMA DE COMPACITATE



Teorema de compacitate

Teorema 3.82 (Teorema de compacitate)

O multime de enunturi [ este satisfiabild daca si numai daca orice
submultime finitd a sa este satisfiabila.

» unul din rezultatele centrale ale logicii de ordinul Tntai

Teorema de compacitate - aplicatii

, AETU{32m, ..., 32"}, de unde rezultd c3

AE Ao. ar, Ag este satisfiabil3.

Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca
A=TuU{3=2"|n>1}.

are un model B.

Deoarece B E I, B este finita.

Deoarece BF {327 | n > 1}, rezult3 c3 B este infinit3.

Am obtinut o contradictie. ]

Corolar 3.84

Clasa multimilor nevide finite nu este axiomatizabila in L_.

Teorema de compacitate - aplicatii

Fie limbaj de ordinul Tntai.

Propozitia 3.83

Clasa L-structurilor finite nu este axiomatizabild, adicd nu existd o
multime de enunturi I astfel Tncat

(*)  pentru orice L-structurd A, AET <= A este finita.

Dem.: Presupunem prin reducere la absurd ca exista ' C Sen,
a.l. (*) are loc. Fie

A:=TU{32"|n>1}.

Demonstram c3 A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci

Ao CTU{3=M,...,32™%} pentru un k € N.

Fie A o L-structurd finitd a.l. |A] > max{ni,...,ng}. Atunci
A 32" pentru orice i = 1,...,k si AE T deoarece A este finit3.

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 3.85

Clasa L-structurilor infinite este axiomatizabild, dar nu este finit
axiomatizabila.

Dem.: Notam cu KCj,r clasa L-structurilor infinite.

Conform Propozitiei 3.81, pentru orice L-structura A,

A€ Kpr <= Aesteinfiniti < AF {32" | n>1}.

Prin urmare,
Kinf = l\/lod({EIZ" | n>1})

deci e axiomatizabila.



Teorema de compacitate - aplicatii

ca ICj,r este finit axiomatizabild, deci exista
V= {801, e ,QO,,} C Sen, al. K= Mod(r).

Fie ¢ := w1 A ... App. Atunci Kjr = Mod(yp).
Rezulta ca pentru orice L-structura A,

A este finitd <= A¢E Ky < AF p <— AFE —p.

Asadar, clasa L-structurilor finite este axiomatizabild, ceea ce
contrazice Propozitia 3.83. 1.

Corolar 3.86

Clasa multimilor infinite nu este finit axiomatizabila Tn L_.

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 3.88

Daca un enunt @ este adevarat in orice L-structurd infinita, atunci
existd m € N cu proprietatea cd ¢ este adevarat in orice
L-structurd finitd de cardinal > m.

Dem.: Presupunem c3 nu e adevarat. Fie [ := {—p}. Atunci
pentru orice m € N, I are un model finit de cardinal > m.
Aplicand Propozitia 3.87, rezultd ca I' are un model infinit A. Prin
urmare, A ¢, ceea ce contrazice ipoteza. O]

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 3.87

Fie I o multime de enunturi ale lui L cu proprietatea
(*) pentru orice m € N, T are un model finit de cardinal > m.

Atunci I are un model infinit.

Dem.: Fie
A:=TU{3="|n>1}.

Demonstram ca A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finita a lui A. Atunci

Ao CTU{3=Mm ... 32"} pentru un k € N.
Fie m:= max{n1,...,ng}. Conform (*), I' are un model finit A
ai. |A| > m. Atunci A F 32" pentru orice i = 1,..., k, deci
AE Ao.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca A are un model B.
Prin urmare, B este un model infinit al lui I'. ]

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 3.89
Fie I' o multime de enunturi cu proprietatea ca

(*)  pentru orice m € N, [ are un model finit de cardinal > m.

Atunci
(i) T are un model infinit.
(ii) Clasa modelelor finite ale lui T nu este axiomatizabila.
(iii) Clasa modelelor infinite ale lui T este axiomatizabila, dar nu

este finit axiomatizabil3.

Dem.: Exercitiu.



Modele non-standard ale aritmeticii

limbajul £ = (4, x, $,0), unde +, x sunt simboluri de
e, S este simbol de operatie unara si 0 este simbol de

operatii
constanta.

Pentru orice n € N, definim prin inductie £-termenul A(n) astfel:
A(0)=0, A(n+1)=SA(n).

Fie L-structura N' = (N, +,-,5,0). Atunci A(n)N = n pentru
orice n € N. Prin urmare, N = {A(n) | n € N}.

Definitia 3.90

O L-structurd A se numeste non-standard daca exista a € A a.l.
a # A(n)A pentru orice n € N. Un astfel de element a se numeste
element non-standard.

Modele nonstandard ale aritmeticii

Fie np > max{ny,...,nx}. Considerm extensia N a lui N la £+
definit3 astfel: ¢V = ny. Atunci Nt E .
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca I are un model

A= (A, +A’ ><'A, 5./4,0./47 CA).

Rezulty ci a := c* este element non-standard al lui A. ]

Modele nonstandard ale aritmeticii

Teoria lui NV se defineste astfel:

Th(N) :=={p € Senz | N E ¢}.
Se poate demonstra usor c& Th(N) este o teorie.

Teorema 3.91
Existi un model non-standard al teoriei Th(/N\).

Dem.: Fie ¢ un simbol de constantd nou, £t = LU {c} si
r=ThN)U{—=(A(n) =c) | ne N}

Demonstram c3 I este satisfiabil3 folosind Teorema de
compacitate. Fie [j o submultime finitd a lui I,

Fo C ThN)U{=(A(m) =c),...,~(A(nx) = ¢c)}.

Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

Definitia 3.92

Fie A o multime nevid3. O relatie de bunad ordonare pe A este o
relatie de ordine totald < pe A cu proprietatea ca orice submultime
nevidd a lui A are minim.

Spunem ca (A, <) este multime bine ordonata.

Exemple
(N, <) este bine ordonatd, dar (Z, <) nu este bine ordonata.



Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

Propozitia 3.93
Clasa multimilor bine ordonate nu este axiomatizabila in L .

Dem.: Fie K clasa £ -structurilor A = (A, <) a.l. (A, <) este
bine ordonata. Presupunem prin reducere la absurd c3 K este
axiomatizabild, deci cd existd [ o multime de enunturi ale lui £
al. K= Mod(I).

Fie £ extensia lui £ obtinutd prin addugarea simbolurilor de
constantad c,, n € N. Fie

A =T U{cpr1<cp| n € N} C Sen,.
Demonstram ca A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci
Ao C TU{cnt1<cn|nel}, unde | CN este finita
C TU{crt1<cn | n=0,..., M} pentru un M € N.

APLICATIE A TEOREMEI DE
COMPACITATE LA TEORIA RAMSEY

Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

) o multime infinitd bine ordonatd. Definim
inA, ay :=min A\ {am+1}, - ..,

aop := min {ams1,am,---,a1}. Atunci apyi1 < ay < ... < ap.
Fie AT extensia lui A = (A, <) la £ obtinuts astfel:
c64+ =ag,..., c,\“‘}frl = apm+1, c,“,4+ arbitrar pentru n > M + 1.

Atunci AT E Ay.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca
A =T U{cpt1<cp | n € N}

are un model Bt = (B, <, by, b, ..., b, ...) (deci cB" = b,
pentru orice n € N).
Deoarece BT E T, rezults c3 (B, <) este bine ordonat3.
Deoarece BT E {cpr1<cn | n € N} rezultd c3 b,11 < b, pentru
orice n € N. Prin urmare, submultimea nevida

S:={b, | neN} nuare minim.

Am obtinut o contradictie. O

Teoria Ramsey

Teoria Ramsey este o ramura a combinatoricii, a carei tema
principald este:

" Complete disorder is impossible.” (T.S. Motzkin)

O structura mare, oricat de haotica ar fi, contine substructuri cu
regularitati.
Problema tipica

O anumita structurd este partitionatd intr-un numar finit de clase.
Ce tip de substructura ramane intacta n cel putin una din clase?

» Rezultatele din teoria Ramsey sunt foarte puternice, deoarece
ele sunt generale, se obtin presupunand ipoteze foarte slabe.

» Graham, Rothschild, Sperner, Ramsey Theory, 1990.



Teoria Ramsey

X m e, G colectie de submultimi bune ale lui X, r € N\ {0}.
Definitia 3.94

O r-colorare a lui X este o functie c : X — {1,2,...,r}. Pentru
x € X, ¢(x) este culoarea lui x. O submultime A C X se numeste
monocromaticd daca toate elementele din A au aceeasi culoare.

Definitia 3.95
O familie de multimi Cy, ..., C, se numeste partitie a lui X daca
r
X = U Ci si CiN C; =0 pentru orice i # j € {1,...,n}.
i=1
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
» Pentru orice partitie X = U;_;C; a lui X, existd i € {1,...,r}
siGeg al GCC,.
» Pentru orice r-colorare a lui X existda o multime G € G
monocromatica.

Teoria Ramsey

Teorema van der Waerden (1927)

r
FiereN,r>1siN= U C; o partitie a lui N. Pentru orice

i=1
k € Nexistd i € {1,...,r} ai. C; contine progresii aritmetice de
lungime k.

P rezultat central Tn teoria Ramsey
» una din cele trei perle in teoria numerelor Khintchin (1948)
» demonstratie combinatoriala prin inductie dubla dupa r si k.

X =N, G = multimea progresiilor aritmetice de lungime k.

Versiunea cu colorari: Orice colorare finita a lui N contine progresii
aritmetice monocromatice de lungime finita arbitrara.

Teoria Ramsey

Teorema Schur (1916)

r

Fier € N,r > 15i N= | J G o partitie a lui N. Atunci exist3
i=1

ie{l,....r} al

{x,y,x+y} C C; pentrux,yeN.

X=N, G={{xy,x+y}|x,yeN}L

Versiunea cu colorari: Pentru orice r-colorare a lui N exista
x,y € N a.i. multimea {x,y,x + y} este monocromatica.

Teoria Ramsey

Putem sa andim la [Y]? ca fiind multimea muchiilor grafului
complet peste Y.

Teorema 3.96 (Teorema Ramsey)

Fie Y o multime infinits, k,r € N\ {0} si [Y]* =U"_; G o
partitie a lui [Y]¥. Atunci existi i € {1,...,r} si o submultime
infinits B a lui Y a.i. [B]* C C;.

P rezultat structural general, nu depinde de proprietatile
aritmetice ale lui N;

» articolul lui Ramsey: On a problem of formal logic (1930);

» teorema lui Ramsey a fost popularizata de Erdos si Szekeres,
care au redescoperit-o intr-un articol clasic din 1935.


http://plms.oxfordjournals.org/content/s2-30/1/264.full.pdf

Teoria Ramsey

Teorema 3.97 (Teorema Ramsey - versiunea cu colorari)

Fie Y o multime infinitd si k,r € N\ {0}. Pentru orice r-colorare a
lui [Y]¥, exists o submultime infinitd B a lui Y a.i. [B]¥ este
monocromatica.

Versiune echivalentd

Teorema 3.98 (Teorema Ramsey - versiunea cu colorari)

Fie k,r € N\ {0}. Pentru orice r-colorare a lui [N]¥, existy o
submultime infinitd B a lui N a.i. [B]X este monocromatics.

Consecinta: Principiul cutiei - varianta infinitd (Infinite
Pigeonhole Principle)

Fie Y o multime infinitd si r € N\ {0}. Pentru orice r-colorare a
lui Y, exista o submultime infinita monocromatica B a lui Y.

Teorema Ramsey finitara

Pentru simplitate, consideram r =2 k = 2.

Teorema 3.100 (Teorema Ramsey finitara)

Pentru orice m € N, existi n € N a.l. pentru orice 2-colorare a lui
[n)? existd o submultime D C [n] de cardinal m a.i. [D]? este
monocromatica.

Dem.: Presupunem prin reducere la absurd ca teorema nu are loc.
Atunci exista M € N cu urmatoarea proprietate:

(*) pentru orice n € N existd o 2-colorare a lui [n]? a.i.
[n] nu are submultimi D de cardinal M cu proprietatea c3

[D]? este monocromatics.

In continuare, fixam M ca mai sus.

Teoria Ramsey

= {1,....n} si [n]* = {AC [n]] |Al = k}.

Teorema 3.99 (Teorema Ramsey finitara)

Fie k,r € N\ {0}. Pentru orice m € N, existi n € N a.i. pentru
orice r-colorare a lui [n]* existd o submultime D C [n] de cardinal
m cu proprietatea c [D]¥ este monocromatics.

Generalizare a Principiului cutiei (Pigeonhole Principle): Dac3
avem r cutii si r + 1 obiecte, atunci cel putin Tntr-o cutie vor fi
douad obiecte. <= Daca coloram r + 1 obiecte cu r culori, atunci
exista doud obiecte care au aceeasi culoare.

Pentru k, r, m date, notam cel mai mic n cu proprietatea de mai
sus cu R(k,r,m). Atunci R(1,r,2) =r + 1.

Teorema Ramsey finitara

Teorema Ramsey finitara
Pentru orice m € N, exista n € N a.l. pentru orice 2-colorare a lui
[n]? existd o submultime D C [n] de cardinal m a.i. [D]? este
monocromatica.
Dem.: (continuare)
Pentru orice multime nevida D,

> oricirei 2-colordri ¢ a lui [D]?, Ti asociem relatia binard R. pe

D definita astfel:

R. = {(a, b) € D? | c({a, b}) = 1}.

» oricarei relatii binare R pe D 1i asociem 2-colorarea cgr a lui
[D]? definitd astfel: pentru orice {a, b} C D,

cr({a,b}) =1 <= (a,b) €R.



Teorema Ramsey finitara

Teorema Ramsey finitara

Pentru orice m € N, exista n € N a.i. pentru orice 2-colorare a lui
[n]? existd o submultime D C [n] de cardinal m a.. [D]? este

monocromatica.
Dem.: (continuare) Fie £ limbajul de ordinul intéi care contine

simbolurile de constantd {cx | k > 1} si un simbol U de relatie
binard. Pentru orice n > M, definim un enunt ¢, din £ cu
urm3toarea proprietate: pentru orice A = (A, {c{* | k > 1}, UA),
AE ¢, <~ c,-A;zécj‘l pentru orice i # j € {1,...,n}
si pentru orice D C {c{', ..., c;*} de cardinal M,

[D]? nu este monocromatic3 relativ la 2-colorarea cj.a.

on = N (a=g) A A

1<i<j<n 1<ih<ipr<..<iy<n

Vi iy = \/ U(ci;, ci,) A ~U(ci,, ciy)-
1<),k,p,q<M,
J#k.p#q,(j,k)#(p,q)

Yi,....iy» unde

Teorema Ramsey finitara

Teorema Ramsey finitara

Pentru orice m € N, exista n € N a.l. pentru orice 2-colorare a lui
[n]? existd o submultime D C [n] de cardinal m a.i. [D]? este
monocromatica.

Dem.: (continuare) Fie L-structura A definitd astfel:

> Al = [no];
» pentru orice i =1,..., ng, CI-A =1isi c,“(4 arbitrar pentru
k > no;
> UA=R,.
Atunci AFE @p,.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca ' are un model

B=(B,{cB|n>1},UB).

Teorema Ramsey finitara

Teorema Ramsey finitara

Pentru orice m € N, exista n € N a.l. pentru orice 2-colorare a lui
[n]? existd o submultime D C [n] de cardinal m a.i. [D]? este
monocromatica.

Dem.: (continuare) Evident, pentru m > p, avem ca ¢, E ¢,. Fie

I:={p,| n>M}.

Demonstram c3 I este satisfiabil3 folosind Teorema de
compacitate. Fie [j o submultime finitd a lui I,

rO:{(pnu'--aSOnk}, unde ny,...,ne > M.

Fie ng = max{ny,..., nc}. Atunci orice model al lui ¢,, este
model al lui ['. Aplicand (*) pentru ng, rezultd c3 exista o
2-colorare cp, a lui [ng]? ad. [D]? nu este monocromatic3 pentru
nicio submultime D C [no] de cardinal M.

Teorema Ramsey finitara

Teorema Ramsey finitara

Pentru orice m € N, exista n € N a.i. pentru orice 2-colorare a lui
[n]? existd o submultime D C [n] de cardinal m a.i. [D]? este
monocromatica.

Dem.: (continuare) Fie

C={P|n>1}CB.

Deoarece BT, avem c3 ¢ # cB pentru n # m. Prin urmare,

|C| = |N| = Rg. Aplicdnd Teorema Ramsey 3.97 pentru multimea
infinitd C si 2-colorarea cys a lui [B]? (deci si a lui [C]?), rezultd
c3 C are o submultime infinity D a.i. [D]? este monocromatici.
Deoarece D este infinitad, exista N a.l. multimea

Dy :=Dn{cP,...,c5} are cardinal M. Cum [Dy]? C [D]? este
monocromatica, am obtinut o contradictie cu faptul ca B F pp.

L]
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