FMI, Info, Anul 1
Logica matematica si computationala

Seminar 1

1 Breviar

1.1 Numarabilitate

Corolarul 1.10. Fie A o multime numarabila si B o multime nevida cel mult numarabila.
Atunci A x B i AU B sunt numarabile.

Propozitia 1.13.

(i) Reuniunea unei familii cel mult numarabile de multimi cel mult numarabile este multime
cel mult numarabila.

(ii) Reuniunea unui numar finit (> 2) de multimi numarabile este numarabila.

(ili) Produsul cartezian al unui numar finit (> 2) de multimi numarabile este numarabil.

1.2 Logica propozitionala

Fie ¢, ¥ € Form.

Pentru orice e : V' — {0, 1}, notam cu e F ¢ (si spunem ca e satisface ¢ sau e este model
pentru ¢) daca e(¢) = 1. Notdm cu F ¢ (si spunem ca ¢ este tautologie) daca pentru
orice e : V' — {0,1} avem ca e F ¢. Spunem ca ¢ este satisfiabila daca exista e : V- — {0,1}
cu e F o si nesatisfiabila in caz contrar, cand nu exista e : V' — {0, 1} cu e F ¢, i.e. pentru
orice e : V — {0,1} avem ca e ¥ ¢. Notam ¢ F 9 (si spunem ca din ¢ se deduce semantic
1 sau ca 1) este consecinta semantica a lui ¢) daca pentru orice e : V-— {0,1} cue F ¢
avem e F 1. Notam cu ¢ ~ 1 dacd pentru orice e : V' — {0, 1} avem e F ¢ daca si numai
daca e F 1, i.e. pentru orice e : V' — {0,1} avem et (¢) = et (¢).



2 Exercitii

(S1.1)
(i) Demonstrati ca multimea Fxpr a expresiilor logicii propozitionale este numarabila.

(ii) Demonstrati ca multimea Form a formulelor logicii propozitionale este numarabila.

Demonstratie:

(i) Avem ca Expr = J, oy Sim" = {A}USimUJ, 5, Sim" = AUB, unde A = {\} USim
si B = (59 9im". Deoarece Sim =V U {=,—,(,)} si V este numarabild, obtinem,
din Corolarul 1.10, ca Sim este numarabila. Aplicand inca o data Corolarul 1.10,
rezulta ca A este numarabila.

Conform Propozitiei 1.13.(iii), Stm™ este numarabila pentru orice n > 2. Este evident
ca N\ {0, 1} este numarabila (se poate verifica imediat ca h: N\ {0,1} — N, h(n) =
n — 2 este bijectie). Putem aplica Propozitia 1.13.(i) pentru a concluziona ca B este
cel mult numarabila. Evident, B este nevida.

Aplicand din nou Corolarul 1.10, obtinem ca Fxpr este numarabila.

(i) Cum Form C FExpr, iar Expr este numarabila, rezulta ca Form este o multime cel
mult numarabila.

Cum V C Form, iar V este infinita, rezulta ca Form este numarabila.

(S1.2) Aratati ca pentru orice ¢, 1, xy € Form, avem:
(i) vE(p—v);

(ii) o = (= x) ~ (@AY) = x.
Demonstratie: Vom folosi in demonstratii urmatoarele: pentru orice a € {0, 1},
1—=a=a, a—1=1,

0—=a=1 a—0=n"aq,
1Aa=a, OAa=0.



(i) Fiee:V — {0,1} cu e (¢) = 1. Vrem sa aratam ca et (¢ — ¢) = 1. Dar:
(o) =c(p)»er (W) =e(p) > 1=1
(ii) Fiee:V — {0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie sa demonstram ca
et (¢ — (v — x) = 1 daca gl numai daca et (@ Ay — x) =1,

ceea ce este echivalent cu a arata ca et (o = (¥ — x)) = et (@ A — X).

Observam ca

(o) = (eF(v) = e (X)),
o) Aet (W) = e (x),

o= W —x) =

e
ef(pAY—x) = e

deci trebuie aratat ca
et (p) = (e"(¥) = et (X)) = (" () Aet(¥) = e ().

Avem cazurile:

(a) et (p) =0. Atunci

(@)= (@) =e(x) = 0 (e (¥) = e (x) =1,
ef(@Aet (W) 2>et(x) = 0Ae ()2 e (x)=0—>e"(x) =1

(b) et (p) = 1. Atunci

()= (et () = et (x) = 1= (e"(¥) = e (x) =" (¥) = et(x),
(@) Net ()= et(x) = 1Ae () = e (x) =e (¥) = e (x).

(S1.3) Sa se gaseasca cate un model pentru fiecare dintre formulele:
(1) Vo — U9,

(11) Vo AN Vs N —y.

Demonstratie:



(i) Fie functia e : V — {0, 1}, definita, pentru orice € V, prin:

1, daca z = v,

elw) = {0, altfel.

et (vo — v2) = et (vg) = et (vg) = e(vy) 2 e(vg) =02 1 =1,

Atunci:

deci e F vg — vs.

(ii) Fie functia e : V' — {0,1}, definita, pentru orice x € V, prin:

0, daca x = vy,
e(x) :=
1, altfel.

Atunci:

et (vo Az A —wy) = et (vg) Aet(vg) A=et(vy)
e(vg) A e(vs) A —e(vy)
=1A1A0

=1A1A1

= 1’

deci e F vg A v3 A —y.

]

(S1.4) Sa se demonstreze ca, pentru orice formula ¢, —¢ este nesatisfiabila daca i numai
daca ¢ este tautologie.
Demonstratie:

Avem:

- e nesatisfiabila <= - nu e satisfiabila

nu avem ca — e satisfiabila

nu avem ci exista e : V. — {0,1} cu et (—p) =1
pentru orice e : V — {0,1}, et (—p) # 1
pentru orice e : V — {0,1}, et (=p) =0
pentru orice e : V — {0,1}, =e™ () =0
pentru orice e : V — {0,1}, et (¢) =1

1rreeey

@ este tautologie.
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