FMI, Info, Anul 1
Logica matematica si computationala

Seminar 4

1 Breviar

Pentru orice e si orice I', notam cu e F I' (si spunem ca e satisface I' sau e este model
pentru I') daca, pentru orice p € I', e F . Pentru orice I', notdm cu Mod(I") multimea
modelelor lui T'.

Spunem ca I' este satisfiabila daca exista e : V' — {0,1} cu e F I i nesatisfiabila in caz
contrar, cand nu exista e : V' — {0,1} cu e F I, i.e. pentru orice e : V' — {0,1} avem ca
e #T'. O multime I' se numeste finit satisfiabila daca orice A C I finita este satisfiabila.
Pentru orice multime I" de formule si orice formula ¢, notam I' F ¢ (si spunem ca din T’
se deduce semantic ¢ sau ca ¢ este consecinta semantica a lui I') daca pentru orice
e:V — {0,1} cu e F I avem e F ¢. De asemenea, notam I' Fy;, ¢ (si citim din I' se
deduce semantic finit ) faptul ca exista o submultime finita A a lui I' a.i. AF ¢.
Pentru orice v € Vgie: V — {0,1}, vom defini

gi, clar, et (v®) = 1.

2 Exercitii

(S4.1) Sa se gaseasca toate modelele fiecareia dintre multimile de formule:
(i) I' ={v, = vpp1 | n € N};

(ii)) I'={vo} U{vp = vpy1 |0 <n < TF

Demonstratie:



(i) Fiee:V — {0,1} sin € N. Atunci e F v, — v,,41 daca si numai daca e™ (v, — v,41)
1 daca gi numai daca et (v,) = e (v,41) = 1 daca si numai daca e(v,) = e(v,11) =
daca i numai daca e(v,) < e(v,41). Prin urmare,

1

e FI' daca si numai daca pentru orice n € N, e F v,, = v,,11
daca gi numai daca pentru orice n € N, e(v,) < e(v,11)
daca si numai daca e(vg) <e(vy) < ... <e(vy) <e(vper) < ...
daca gi numai daca (pentru orice v € V, e(v) = 0)
sau (exista k € N a.i. pentru orice i < k, e(v;) = 0 si,
pentru orice i > k, e(v;) = 1).
Definim > : V' — {0, 1} astfel incat, pentru orice v € V', e*(v) = 0 si, pentru orice
keN, e, :V — {0,1}, astfel incat, pentru orice n € N,

(0,) 0 dacan<k
er(v,) =
b 1 dacan >k.

Atunci
Mod(T') = {ex | k € N} U {e*}.

(ii) Fiee:V — {0,1}. Atunci
eI daca si numai daca eF vy si, pentru orice 0 < n <7, e F v, = v,11
daca si numai daca e(vg) =1 g1 e(vg) <e(vy) < ... <e(vr) < e(uvg)
daca si numai daca pentru orice n € {0,1,...,8}, e(v,) =1
Asadar,

Mod(T)={e:V — {0,1} | e(v,) =1 pentru orice 0 < n < 8}.

(S4.2) Fie f:V — {0,1}. Gasiti I" astfel incat Mod(T') = {f}.
Demonstratie: Luam I':=V/ = {v/ |v e V}.

Fiee:V — {0,1}. Avem e € Mod(T) daci si numai daci pentru orice v € V', e F v/ daca si
numai dacd pentru orice v € V, et (v/) = 1. Vom arita ca ultima afirmatie este echivalenta
cue=f.

Presupunem ci pentru orice v € V, e*(v/) = 1. Fie v € V. Vrem e(v) = f(v). Daci
f(v) = 1, atunci v/ = v si deci e(v) = et (v) = e"(v/) =1 = f(v). Dacd f(v) = 0, atunci
v/ = —w si deci

e(v) = e (v) = 7met (V) = met () = =et(v)) =21 =0= f(v).

Invers, presupunem ci e = f si vrem si aratam ca pentru orice v € V, e*(vf) = 1. Fie
v € V. Atunci et (vf) = fH(v/) = 1. O



(S4.3)

(i)

(i)

Sa se arate ca multimea modelelor unei multimi satisfiabile gi finite de formule este
infinita.

Gasiti o multime (infinita) de formule cu proprietatea ca nu exista o multime finita de
formule care sa aiba exact aceleagi modele.

Demonstratie:

(i)

(i)

Fie I' o multime de formule ca in enunt. Dat fiind ca I' este satisfiabila, admite un
model i fie acesta e. Pe de alta parte, dat fiind ca I' este finita, exista un n € N cu
proprietatea ca | . Var(p) C {vo, v1, ..., 00}

Fie, atunci, pentru orice k € N, cate o functie e, : V' — {0, 1}, definita, pentru orice
x €V, prin:

e(zr), dacaz € {vg,...,v,}
er(z) =<1, dacd € {vps1, -+, Vnik}
0, altfel.

Atunci, pentru k # [ avem e, # e;. Prin urmare, {¢; | k € N} este o multime

numarabila, deci infinita. Pentru orice £ € Nsi ¢ € I, aplicand Propozitia 2.13 pentru

©, e sl eg, avem ca e; (p) = et (p) =1, deci e; F .

Am obtinut astfel ca {e; | k € N} C Mod(I'). Asadar, Mod(I") este infinita.
Consideram I' := V = {v, | n € N}, o multime infinita de formule. Demonstram
ca [ nu este echivalenta cu nicio multime finita de formule. Observam ca o evaluare

e:V — {0,1} este model al lui I" daca si numai daca e(v,) = 1 pentru orice n € N

daca si numai daca e este functia constant egala cu 1, functie pe care o notam cu 1.
Prin urmare, Mod(T") = {1}.

Fie acum A o multime finita de formule. Avem doua cazuri:

(a) A nu este satisfiabila. Atunci Mod(A) = ().

(b) A este satisfiabila. Atunci aplicam (i) pentru a concluziona ca Mod(A) este
infinita.

In ambele cazuri, obtinem ci Mod(A) # Mod(T), deci T’ nu este echivalenti cu A.
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