FMI, Info, Anul 1
Logica matematica si computationala

Seminar 5

(S5.1) Consideram limbajul de ordinul I £, = (<;+, %,5;0) (limbajul aritmeticii) si Lg,-
structura N' = (N, <, +, -, 5,0).

(i) Flexz,y e Veur #y, sit = SexSSy = x(Sa:,SSy) Sa se calculeze tV(e), unde
e: V — N este o evaluare ce verifica e(z) =3 si e(y) = 7.

(ii) Fie ¢ = 2<Sy — (az<y VvV = y) = <(z,Sy) — (<(z,y) V2 = y). Si se arate ci
N E ¢[e] pentru orice e : V — N.

Demonstratie:

(i) Pentru orice interpretare e : V' — N, avem

ey = 3 (SN (e), (989N (e) = (S2)V(e) - ($5y)¥ ()
= SN(xN(e)) SY((Sy)N () = S(e(x)) - S(SY (5 (e)))
= Sle(@))-5(5(e(y))).

Prin urmare, daca e(z) = 3 si e(y) = 7, atunci

tN(e) = S(3)-5(S(7)) =4-9 = 36.

(ii) Pentru orice interpretare e : V' — N, avem

NEgle] <= N#(<(z,9))e] sau N F (<(z,y) Vo =y)[e]
<N( (x),S(e(y)) nu e satisfacuta sau
NE (<(z,y))[e] sau N E (z = y)[e]
< (e(x),S(e(y)) nu e satisfacuta sau < (e(x), e(y))
sau e(z) = e(y)
e(r) = S(e(y)) sau e(z) < e(y) sau e(x) = e(y)
e(x) > e(y) + 1 sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y).
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Prin urmare, N F ¢[e] pentru orice e : V' — N.

De obicei, scriem:

N E ple]

II
\_/
E

= N (<(z,))e] sau N E (<(z,y) Vo

> e(x) = S(e(y)) sau e(x) < e(y) sau e(x) = (y)

> e(x) = e(y) + 1 sau e(x) < e(y) sau e(z) = e(y).

(S5.2) Consideram limbajul de ordinul I £, = (<;+, %,5;0) (limbajul aritmeticii) si Lg,-
structura N’ = (N, <, +,-,5,0). Fie formula ¢ = Vus(v3<vs V v3 = vy). Sa se caracterizeze
acele e : V — N ce au proprietatea ci ¢ (e) = 1.

Demonstratie: Fiee:V — N. Avem:

(Vog(v3<vg Vvg = 114))N(e) =1

pentru orice a € N, (v3<v4 V v3 = 04 (€p,5a) = 1

pV(e) =1

pentru orice a € N, (03504 (€psa) V (U3 = 04)Y (Cppsa) = 1
pentru orice a € N, (v3<04)Y (€y,00) = 1 sau (v3 = v4)V (€yy50) = 1
pentru orice a € N €,,,,4(03) < €psa(V4) SAU €4, 50(V3) = €445 (Vs)
pentru orice a € N e,,,4(v3) < €4,5a(v4)

pentru orice a € N, e(v3) < a

e(vs) = 0.
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Notatia 1. Fie L un limbaj de ordinul I. Pentru orice variabile x, y cu x # vy, orice L-
structura A cu universul notat cu A, orice e : V — A si orice a, b € A, avem ca:

(@yHb)x»—m - (exi—m)yi—)b .

In acest caz, notam valoarea lor comuna cu €y yq 5. Asadar,

e(v) dacav#x siv#y
Cosaysh V= A ensaysn(V) =< a daca v =x

b daca v =y.

(S5.3) Fie £ un limbaj de ordinul 1. S& se arate ca pentru orice formule ¢, ¢ ale lui L si
orice variabile z, y cu x # y avem,



(i)
(i)
(i)

)

(iv

V(o A1) HYzp AV,
JyVap E Vaedyp;

Vrp F Jrp;

Va(p — ) E Jxp — Jxih.

Demonstratie: Fie A o L-structura cu universul notat cu Asgie:V — A.

(i)

(iii)

(iv)

Avem ca A E (Vx(p A 1))[e] <= pentru orice a € A, avem A F (p A ¥)[ersal
<= pentru orice a € A, (AFE plegsa] si AFE ¥lesa] ) ().

Pe de altd parte, A F (Voo AVz)le] <= AFE (Vzp)le] si AF (Va)le] <= (pentru
orice b € A, avem A F ple,]) (**) si (pentru orice ¢ € A, avem A E ¢[eg]) (F¥%).
Mai intai, presupunem (*) i aratam (**) gi (***). Pentru (**), fie b € A, i avem,
luand in (*) @ :=b, c& AF pless] 51 AFE Ylerss), deci A E @legsp]. Pentru (%), fie
c € A, si avem, luand in (*) a := ¢, cd AF ¢lesse] st AF Ylens], deci A E Yleg .
Presupunem acum (**) si (***) gi demonstram (*). Fie a € A. Luand in (**) b := a,

avem A F ¢lego|. Luand in (***) ¢ := a, avem A F 9les,q]. Deci, A E ¢lea si
A E ¢lesal, ceea ce trebuia demonstrat.

**)

Avem ca A F (JyVzp)le] <= exista b € A ad. pentru orice a € A avem A F
©[(eysb)wsal, 1.€., folosind ipoteza ca z # y, AFE plessayss) ().

Pe de alta parte, A F (Vz3yp)[e] <= pentru orice ¢ € A exista d € A al. AF
©l(exse)ysal, 1-€., folosind ipoteza ca x # y, AE plesseyod (*F).

Stim (*) si vrem sa aratam (**).
Fiece A. Viem d € A cu AFE ¢leg eyl
Aratam ca A E ¢[ege ), unde b-ul este cel din (*), fiindca atunci putem lua d := b.

Luand in (*) a := ¢, obtinem A F @plescy0), Ceea ce ne trebuia.

Presupunem ca A F (Vzp)le], i.e. ca, pentru orice a € A, AF ¢lez—a] (¥).

Vrem sa aratam ca A E (Fzp)le], i.e. caexista b € A cu AF ¢legp]. Cum A # 0,
fie ¢ € A arbitrar. Atunci, conform (*) (pentru a := ¢), A E ¢|es ], deci putem lua
b:=c.

Presupunem ca A E (Vx(¢ — ¢))[e], echivalent cu: pentru orice a € A cu A F ¢esq)
avem ca A F ¢lesq] ().



Vrem sa aratam ca A F (Jzp — Jx))[e], echivalent cu: daca exista b € A cu A F
©lersp), atunci exista ¢ € A cu A F ¢zl

Presupunem, deci, ca avem un b € A cu A F ¢legyp] (**). Vrem sa aratam ca exista

ce Acu AFE Yleps] (F*%).

Conform (*) (pentru a := b) si (**), avem A F ¥[e;p]. Putem lua, deci, in (***),
¢ := b si am terminat.

O

(S5.4) Fie z, y variabile cu x # y. Sa se dea exemple de limbaj de ordinul I, £, si de formule
@, ¢ ale lui L astfel incat:

(i) Va(p Vo) F Ve V Vay;
(i) VaIyp F FyVze.

Demonstratie: Considerim L,, = (<, 4, x,5,0), Lg-structura N := (N, <, +,-,5,0) si

e: V — N o evaluare arbitrara (sa zicem, punem, pentru orice v € V', e(v) := 7).
(i) Fie 2:= 550, ¢ := <2 §i ¢ := ~(2<2). Atunci
N EVz(o V)l
Pe de alta parte,

(a) N E (Vzp)le] <= pentru orice n € N avem N E ¢les,n] <= pentru orice
n € N, avem n < 2, ceea ce nu este adevarat (luand n := 3, de exemplu). Deci,

N (Vp)le].

(b) N E (Vap)le] <= pentru orice n € N avem N E ¢[e,.,] <= pentru orice
n € N, avem n > 2, ceea ce nu este adevarat (luand n := 1, de exemplu). Deci,

N # (Vai))[e].

Prin urmare,

N E (Vo vV Vz)lel.

(i) Fie ¢ := x<y. Atunci

N E (Vz3yp)le] <= pentru orice n € N, avem N E (3yp)[€xsn]
<= pentru orice n € Nexista m € N a.l. N F ¢[esn ysm]
<= pentru orice n € N exista m € N a.l. n <m,



ceea ce este adevarat — se ia, de pilda, m :=n + 1. Asadar,
N E (VaTyp)le].

Pe de alta parte,

NE (Fyvep)le] <= existameN al NFE (Vzp)leym
<= existam € N a.d. pentru orice n € N
avem N E ©lexsn ysm)
<= existam € N a.l. pentru orice n € N avem n < m,

ceea ce este fals. Asadar,

N7 (Fyvzp)[e].
[l

(85.5) Consideram limbajul Lo, = (<, 4, %,5,0) (limbajul aritmeticii) si Lqp-structura
canonica peste acest limbaj N := (N, <, +,-,5,0). Sa se dea exemplu de L,,-formule ¢, o,
3 astfel incat pentru orice e : V— N,

(i) N E ¢i1]e] & e(vg) este par;
(il) N E pole]  e(vg) este prim;

(iii) NV E p3le] < e(vg) este putere a lui 2 cu exponent strict pozitiv.

Demonstratie:

(i) Luam
1 := Jvg (v = o).

(ii) Luam N .
o = S0<wy A Vo ((v1<vg A Jug (v Xve = 1)) — v = S0).

(i) Luam

03 1= S0<v A Vvl((S('){vl A T (v X vy = vg)) — Fua(v1 = vot+uy)).



