FMI, Info, Anul 1
Logica matematica si computationala

Seminar 6

(S6.1) Fie £ un limbaj de ordinul I. Sa se arate ca pentru orice L-formule ¢, v i orice
variabila x ¢ FV (y),

(i) Vz(o AY) H o AVay;
(ii) ¢ H Jzy;

(ili) Jz(y — @) HVz) — .

Demonstratie: Fie A o L-structurasie: V — A.

(i) Avem, pe de-o parte, A FE (Vx(p A))[e] <= pentru orice a € A, AFE (¢ A )[€rsal
<= pentru orice a € A, AF ¢lesnsa| st AF Ylessad] (%).
Pe de alta parte, A E (p AVx)le] <= A E ple] st A E Vayle] <= AFE ¢le] si
pentru orice a € A, A F ¢[e,a] <= pentru orice a € A, A F ¢le] si A E ¢Y[esal
Vrem sa aratam ca (*) este echivalent cu (**). Pentru aceasta, este suficient sa aratam
ca, pentru orice a € A, AF ple, o] daca si numai daca A F ¢[e].

Fie a € A. Din Propozitia 3.29, este suficient sa aratam ca pentru orice v € F'V (y),
ersa(V) = e(v). Fiev € FV(p). Cum = ¢ FV(p), avem v # x. Dar, atunci, din
definitia lui e, 4, rezulta ca e, ,,(v) = e(v), ceea ce trebuia aratat.

Scriem rationamentul de mai sus in felul urmator, pe scurt:

AE (Vz(o AY))[e] pentru orice a € A, AFE (¢ A Y)[exsdl

pentru orice a € A, AF ¢les o] st AE ¥]epsa)

pentru orice a € A, A FE ¢le] §i AFE ¢[ensa] (Prop. 3.29)
A E ple] si pentru orice a € A, AFE ¢[ezq]

AE ple] st AEVayle] <= AFE (p AVa)[e].
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(ii) Avem:

AE (Jrp)le] <= existaa€e A al AF ¢leg,d]
<  existaa € A al AF ¢[e| (Prop. 3.29)
— AF yle].
(ili) Avem:

AE (Bz(y — ¢))[e] exista a € A al. AF (¢ = ¢)ersal

exista a € A a.l. (.A H lepsq) sau A F (p[emﬁa])

existd a € A ad. (AW lessa sau AFE ple]) (Prop. 3.29)
(exista a € A ad. AW Yless,]) sau AFE ¢le]

A Vaxiple] sau A F e

AE (Vzb — ¢)[e].
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(S6.2) Consideram limbajul £ ce contine un singur simbol, anume un simbol de relatie de
aritate 2, notat cu ~. Sa se scrie un L-enunt ¢ ce spune ca relatia asociata simbolului este
o relatie de echivalenta cu proprietatea ca fiecare clasa a sa are exact doua elemente. Sa
se determine multimea acelor n € N* cu proprietatea ca exista o L-structura cu n elemente
care satisface .

Demonstratie:

Enuntul ¢ va fi conjunctia celor trei proprietati ale relatiilor de echivalenta, anume:
o Yug(vg ~ vp),
o YuoVui(vg ~ vy — v1 ~ 1),
o VooV Voo (((vo ~ v1) A (v1 ~ v2)) = (vg ~ v2)),
impreuna cu:
VoTuy (vg ~ vy A =(vg = v1) A Vuga(va ~ vy — (Vg = v V U2 = v1))).

Este imediat faptul ca o multime finita poate fi inzestrata cu o asemenea relatie daca si numai
daca are un numar par de elemente. Asadar, multimea ceruta este multimea numerelor
naturale nenule pare. O

(S6.3) Consideram limbajul £, ce contine doar doua simboluri, anume doua simboluri de
operatie de aritate 2, notate cu + si X, gi £,-structura R := (R, +,-). Sa se dea exemplu de
L,.-formula 1 astfel incat pentru orice e : V" — R,

R E Yle] & e(vg) < e(vq).

2



Demonstratie: Luam
¥ = Fuy(v; = v+ (vaX1y)).
O

(S6.4) Consideram limbajul £ ce contine un singur simbol, anume un simbol de relatie de
aritate 2. Sa se gaseasca un enunt ¢ astfel incat (Q, <) F ¢, dar (Z, <) ¥ ¢.

Demonstratie: Luam

QY= V'Uov'Ul(UO < v — El’UQ('UO <V AUy < Ul)).

]

(S6.5) (Exercitiu suplimentar) Consideram limbajul £ ce contine un singur simbol, anume
un simbol de functie de aritate 2. Sa se gaseasca un enunt ¢ astfel incat (Z,+) F ¢, dar
(Z X Z,+) ¥ ¢ (in ultima sa aparitie, simbolul 4+ denota operatia de adunare pe componente
pe Z X 7).

Demonstratie:
Prima solutie: se ia ¢ ca fiind
VooV ((—3ve(ve = vy + v2) A 2F0e(v1 = v + v3)) — Fua(v + v1 = Vg + v2)),

ce exprima faptul ca suma a doua elemente “nepare” este para — in 7Z, avem intr-adevar
regula “impar + impar = par”, dar in Z x Z avem contraexemplul (1,0) + (0,1) = (1,1).
A doua solutie: se ia ¢ ca fiind

E"UQVU()(E"Ul('UO =V + U1> V E"Ul<'l]0 =v;+u+ UQ)),

ce este adevarata in Z, unde orice element este ori de forma 2z, ori de forma 2z + 1, dar
nu este adevarat in Z x Z, unde relatia de congruenta indusa de elementele pare are patru
clase, gi nu doua. O



