FMI, Info, Anul 1
Logica matematica si computationala

Seminar 7

Pentru primele doua exercitii, fixam £ un limbaj de ordinul I care contine:
e doua simboluri de relatii unare R, S si doua simboluri de relatii binare P, Q;
e un simbol de functie unara f si un simbol de functie binara g;

e doua simboluri de constante ¢, d.

(S7.1) Si se giseasci forme normale prenex pentru urmétoarele formule ale lui £:
(i) Va(f(z) = c) A =Vz(g(y, 2) = d);

(ii) Vy(VaP(z,y) — 32Q(x, 2));

(il) JxVyP(z,y) vV —Jy(S(y) = V2R(2));

(iv) 32(32Q(z, 2) V JzR(z)) — ~(-32R(z) A V232Q(z, z)).

Demonstratie:
(i)

Va(f(2) = ¢) AVx(gly,2) = d) H Va(f(2) = ¢) AJz=(g(y. 2) = d)
= Va3z(f(2) = ¢ A(g(y, 2) = d).

Vy(VeP(z,y) — 32Q(x,2)) B Yydz(VxP(z,y) = Q(x, 2))
H Yy3dz(VuP(u,y) = Q(x, 2))
H

Vy3z3u(P(u,y) — Q(z, 2)).



(iii)
J2VyP(x,y) V -Jy(S(y) — VzR(z))
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Jz(FxQ(x, z) V Iz R(x)) — —(—FxR(z) AVrIzQ(z, x)
Fz32(Q(x, 2) V R(x)) — (—m—FJzR(z) V ~VrI2Q(z, )
J232(Q(z,2) V R(z)) — (FzR(x) V IzVz—-Q(z, )
Jz32(Q(x, 2) V R(x)) — Jo(R(z) V Vz=Q(z, x)
Fz32(Q(x, 2) V R(x)) — JaVz(R(x) V =Q(z, )
(z,2) V R( ( (v, u)
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F232(Q x)) — JuVu(R(u) V =Q (v, u
R(x)) = (R(u) V =Q(v, u))
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(S7.2) Sa se gaseasca o forma normala Skolem pentru enuntul ¢ in forma normala prenex,
unde ¢ este, pe rand:

(i) Va3z(f(z) = c A =(g(x,2) = d));

(i) Vy3z3u(P(u,y) — Q(y, 2));

(i) JaVuVy3z(P(z, u) vV ~(S(y) = R(2)));

(iv) VaVaIuro((Q(z, 2) V R(z)) — (R(u) V =Q(v,w))).

Demonstratie:

(i) Avem ¢! = Va(f(z) = c A =(g(z,2) = d).(h(x)) = Va(f(z) = c A =(g(z, h(z)) = d),
unde h este un nou simbol de operatie unara. Cum ¢! este o formuld universala avem

oSk = ol

(i) Avem o' = VyJu(P(u,y) = Q(y,2)):(p(y)) = VyFu(P(u,y) — Qy,p(y))), unde p
este un nou simbol de operatie unard, si ©* = Vy(P(u,y) — Qy,p())).(i(y)) =
Vy(P(j(y),y) — Q(y,p(y))), unde j este un nou simbol de operatie unarid. Cum ?
este o formuld universala avem ¢°% = ¢
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(iii) Avem ' = VuVy3Iz(P(z,u) V =(S(y) — R(2)))z(m) = YuVy3Iz(P(m,u) V =(S(y) —
R(2))), unde m este un nou simbol de constanta, si ¢* = YuVy(P(m,u) VvV =(S(y) —
R(2))).(k(u,y)) = VuVy(P(m,u) V =(S(y) — R(k(u,y)))), unde k este un nou simbol
de operatie binara. Cum ¢? este o formuld universala avem ¢°% = ¢2.

(iv) Avem

o' = V2V ((Q(x, 2) V R()) = (R(u) V —Qv, u)))u(n(z, )
— VaVavo((Q(r, 2) V R(x)) = (R(n(z,2)) V =Q(v,n(z,2)))),

unde n este un nou simbol de operatie binard. Cum ¢! este o formuld universald avem

oSk = .

O
Se noteaza cu Lgrqf limbajul care contine un singur simbol, anume un simbol de relatie de
aritate 2, notat aici cu E. Fie I' := {(IREFL),(SIM)}, unde

(IREFL) = Ya-E(z,z)
(SIM) = YaVy(E(x,y) — E(y,z)).

Atunci clasa tuturor grafurilor este axiomatizata de I', adica este egala cu Mod(I).
(S7.3) Sa se axiomatizeze urmatoarele clase de grafuri:

(i) grafurile complete;
(ii) grafurile cu proprietatea ca orice varf are exact o muchie incidenta;

(iii) grafurile care au cel putin un ciclu de lungime 3.

Demonstratie:

(i) Fie K; clasa grafurilor complete. Consideram enuntul
@1 1= Yo Yoo (= (vy = v3) — E(v1,v)).
Atunci K1 = Mod(I' U {p1}) = Mod((IREFL),(SIM), ).

(ii) Fie Ky clasa grafurilor care au proprietatea ca orice varf are exact o muchie incidenta.
Consideram enuntul

P 1= VUIEIU2E(U1, vg) A Vvangg(E(vl, vg) A E(vl, v3) = Uy = V3).

Atunci Ko = Mod(I' U {p2}) = Mod((IREFL),(SIM), ).

3



(iii) Fie K3 clasa grafurilor care au cel putin un ciclu de lungime 3. Consideram enuntul
3 := JvyJvyTug (E(Ul,w) A E(vy, v3) A E(vs, Ul)) .
Atunci K3 = Mod(I' U{¢3}) = Mod((IREFL),(SIM), ps3).

]

Teorema 1 (Teorema de compacitate pentru logica de ordinul I). Fie £ un limbaj de ordinul
I si T’ o multime de L-enunturi. Daca orice submultime finita a lui I' este satisfiabila, atunci
I' este satisfiabila.

(S7.4) Sa se arate ca clasa grafurilor conexe nu este axiomatizabila.
Demonstratie: Presupunem ca ar fi axiomatizata de o multime de enunturi X.

Fie £ limbajul ce extinde Lg;s prin adaugarea a doua noi constante notate cu ¢, d. Con-
sideram £L’-enunturile:
@Yo ‘= _\(C = d),
Y1 ‘= ﬁ(CEd),
09 1= —Elvl(cEvl A led),

iar pentru orice n > 3,

n—2
®n = _\31}1 e Ell)n_l (CE’Ul A ’Un_lEd VAN /\ UiEUi_;,_l) .

=1

Se observa ca, pentru orice n € N, ¢, exprima faptul ca nu exista un drum de lungime n
intre nodurile care interpreteaza constantele c si d.

Fie I' := ¥ U {¢, | n € N}. Aratam ca orice submultime finita a lui I" este satisfiabila. Fie
A CT finita. Atunci exista N € Ncu A C XU {p, | n < N}. Fie graful a carui multime
suport este V = {0,..., N + 1}, iar pentru orice i, j € V, punem iEj daca si numai daca
li — j| = 1. Acest graf este conex. Interpretand in acest graf constanta ¢ prin 0, iar d prin
N + 1, obtinem o £'-structura care satisface X U {¢, | n < N}, deci si A.

Din teorema de compacitate, rezulta ca I" este satisfiabila, i.e. admite un model. Dar aceasta
duce la o contradictie, deoarece, pe de-o parte, avem ca modelul trebuie sa fie conex (fiindca
Y C 1), iar, pe de alta parte, nodurile care interpreteaza constantele ¢ gi d nu pot fi legate
printr-un drum de nicio lungime (fiindca {¢, | n € N} CT). O



