FMI, Info, Anul I

Logica matematica si computationala

Model de examen

Nume:

Prenume:

Grupa:

Indicatii:

e In cazul exercitiilor cu forma normala prenex gi forma normala Skolem, ipoteza este
urmatoarea:

Fie £ un limbaj de ordinul intai care contine:

— doua simboluri de relatii unare S, 7T si un simbol de relatie binara R;
— un simbol de operatie unara f si un simbol de operatie binara g;

— trei simboluri de constante a, b, c.

Partea I. Probleme cu rezolvare clasica

(P1) [1 punct] Pentru orice I', ¥ C Form, definim
v ={pVvey|pel, ¢eX}
Sa se arate ca, pentru orice I', ¥ C Form,

Mod(T'V Y) = Mod(I') U Mod(%).

Demonstratie: Fie I', ¥ C Form.

Demonstram ca Mod(I'VY) C Mod(I') U Mod(Y). Fiee EI'VY cue 7 I'. Vrem sa aratam
caeEX. Fiey e€X. CumeH T, exista p € T cuel p, deci et (p) =0. Cume ET VX
iV el VY, avem e E ¢ V1), deci et (p V) = 1. Dar et (o V) =et(p) Vet (v) =
0V et () =et(¥), deci et (1) = 1, ceea ce trebuia demonstrat.



Demonstram ca Mod(I') U Mod(¥) C Mod(I' vV X). Fie e € Mod(I') U Mod(X), Fara a
restrange generalitatea, consideram e € Mod(I'). Vrem sa aratam ca e F ' V X. Fie
X € ' VY. Din definitia lui ' VX, exista p € 'si ¢ € ¥ cu x = ¢ Vib. Cum e € Mod(T'),
et (p) =1, deci gi et (x) = et (p V) =et(p)Vet(h) =1V et () = 1, ceea ce trebuia
demonstrat. ]

(P2) [1 punct] Fie ¢, » € Form. Sa se demonstreze sintactic, fara a se face apel la Teorema
de completitudine tare, ca {¢, ¥} F o A .

Demonstratie:  Reamintim cad ¢ A ¥ = =(¢ — —). De asemenea, oriunde folosim o

teorema formala cunoscuta, aplicam implicit Propozitia 2.55.(ii).

(1) {e, ¥, (¢ = )} Fo Propozitia 2.54.(ii)
(2) o, ¥, (e = )} Fo Propozitia 2.54.(ii)
3) {p, ¢, (e —= )} F-=(p—= ) Propozitia 2.54.(ii)
(4) {e. v, (=)} Fom(e = ) = (¢ = ) (53.4).(iv)

(5) {p,,7=(p =)} Fep— 9 (MP): (3), (4)

6) {e.¢,==(p— =)} F—9 (MP): (1), (5)

(7) {o, v} F (e —= ) (2), (6) si (S3.4).(iii).

O

(P3) [1 punct] Fie z o variabila. Sa se dea exemple de limbaj de ordinul I, £, si de formule
@, ¥ ale lui £ astfel incat Jxp A Jzp F Jx(p A ).

Demonstratie:  Considerdm L,, = (<, 4, x,5,0), La-structura N := (N, <, +,-, 5, 0) si

e:V — N o evaluare arbitrara (sa zicem, punem, pentru orice v € V', e(v) := 7).

Fie 2 := 550, ¢ == 2<2 §i ¢ := —~(2<2).

Avem ca N E (Fzy)[e] <= existan € Ncu N E gle,,,] < exista n € N cun < 2, ceea
ce este adevarat (luand n := 1, de exemplu). Deci, N'E (3xp)[e].

Avem N E (Fzy)[e] <= exista n € N cu N E ¢le,,] < exista n € N cun > 2, ceea
ce este adevarat (luand n := 3, de exemplu). Deci, N E (Fz1))le].

Asadar, N E (3zp A Jxip)[e].

Pe de alta parte, N F (Jz(p A9Y))[e] <= exista n € Ncu N E (¢ AY)[essn] <= exista
ne€Ncun<2gin>2 ceea ce nu este adevarat. Prin urmare, N'F (3z(p A ¥))le]. O

(P4) [1 punct] Fie Lgqp limbajul de ordinul I al grafurilor, precum si multimea de Leyq -
enunturi I' :== {(IREFL),(SIM)}, definite precum in curs i seminar. Sa se axiomatizeze
clasa K’ a grafurilor in care orice doua varfuri sunt legate printr-un drum de lungime cel
mult 2.

Demonstratie: Consideram enuntul



© = Y1 Vug (’Ul =0y V E(Ul,?)g) V El’Ug(E('Ul, v3) A E(’Ug, v2))> )

Atunci K' = Mod(I'U{p3}) = Mod((IREFL),(SIM), ¢3). O

Partea II. Probleme de tip grila

(P5) [1 raspuns corect] Fie urmatoarea multime de clauze:

S = {{ﬁvh g, ﬁv4}, {ﬁv2, ﬁU:&}; {Ub ﬁvs}, {01,1)4}7 {Us}}

Aplicand algoritmul Davis-Putnam pentru intrarea S si alegand succesiv x; := vy, T 1= v3,
T3 := vy obtinem:

O A: Sy = {{va, 704 }}.

O B: S, ={0O}.

X C: T3 = 0.

O D: 84 = {{_|U2, _|?}4}}.

U E: 750 = {{U4, V2, _\’U4}, {_'?JQ}, {_"Ug, ﬁ1)4}}.

(P6) [2 raspunsuri corecte] Fie urmatoarea multime de clauze:

S = {{v1,v2, 7oa}, {02, ~vs}, {—v1, ~ws}, {vr, va}, {vs}}

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
X A: S este nesatisfiabila.

[J B: S nu este nici nesatisfiabila, nici satisfiabila.
X C: {—v,} este rezolvent al doua clauze din S.
] D: S este satisfiabila.

O E: {v4} este rezolvent al doua clauze din S.

(P7) [2 raspunsuri corecte] Fie urmatoarea formula:
v = ((vo Avg) = v1) = Vo

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?

O A: vg Avg A —vp Avg este FNC gi FND a lui .

O B: vy V (v3 A —w1) V vy este FND a lui ¢.

X C: (vg Avg A —wp) V oy este FND a lui .

O D: vy A (v3 Vg) A (—vy Vuz) este FNC a lui .

X E: (vg Vva) A (v3 Vug) A (=01 Vuy) este FNC a lui ¢.

(P8) [2 raspunsuri corecte] Fie £ un limbaj de ordinul I. Care dintre urméatoarele afirmatii
sunt adevarate pentru orice formule ¢, ¢ ale lui L7
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O A: Vx(p V@) EVrp V Vo, pentru orice variabila x.
O B: Jx(¢ — ¢) H o — Vo), pentru x & FV (p).

X C: Va(p V) E Jzp V Jxeh, pentru orice variabila .
O D: Va(p A) Hp VVay, pentru x & FV(p).

X E: Vz(p A) E @V VY, pentru z € FV ().

(P9) [1 raspuns corect| Fie urmatoarea formula in £:
@ = VrS(xz) A =FyS(y)

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?

O A: VaVy(=S(z) A —=S(y)) este o forma normalad prenex pentru .
O B: JzVy(=S(x) A =S(y)) este o forma normalad prenex pentru ¢.
X C: VaVy(S(z) A =S(y)) este o forma normala prenex pentru .
O D: Jz3y—(=S(z) V S(y)) este o forma normala prenex pentru .
O E: 323y(S(x) V S(y)) este o forma normala prenex pentru ¢.

Demonstratie: Varianta corecta: C.
Avem: VaS(z) A =3yS(y) B VxS(z) AVy—S(y) H VaVy(S(z) A =S(y)). O

(P10) [1 raspuns corect] Consideram urmatoarea formula in limbajul logicii propozitionale:
w = (Ul — (Uz — 1}3)) — (2)3 V =y V _‘Ul)

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata (pentru orice evaluare €)?
O A: Daca e(vg) = 1 si et (—w3) = 1, atunci e (v3 V =g V —07) = 0.

[0 B: Daca et (vy — (ve — v3)) = 1, atunci e(vy) = e(v2) = 0 si e(v3) = 1.
O C: Daca e(vy) = e(vg) = 1, atunci e*(¢)) = 0.

X D: Daca e (v3 V —wy V —w1) = 0, atunci e(vg) = 1 gi e(vs) = 0.

O E: e™(¢) = 1 numai daca e(vy) = e(v3) = 1 gi e(vg) = 0.



