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Vom incepe cu un exemplu de schema logica si anume schema logica pentru factorial

START

Citeste x

y:=1
x#£0
DA NU
Yi=y*x Y
Scrie y
v=o-1 (grop
3

1 Programe abstracte in stil Ianov

Observim ci datele la care se referii schema logicd de mai sus sunt numere intregi. Intrebindu-ne care sunt elementele
specifice numerelor intregi care intervin in construirea schemei, observam ca sunt utilizate constantele 0 gi 1, operatia binara
de inmultire gi operatia unara de scadere a unitatii.

Abstractizam Inlocuind:

e multimea numerelor intregi cu o multime arbitrara D,

e constantele 0 si 1 cu doua elemente a si b din D,

e operatia de Inmultire cu o operatie binara f pe multimea D,

e scaderea unitatii cu o operatie unara g pe multimea D.
Obtinem in acest fel programul abstract din Figura 1. Pentru orice numar natural n notam

[n]=1{1,2,3,...,n}.

Schema logica a factorialului se obtine din programul abstract din Figura 1 interpretind in mod adecvat simbolurile: a, b, f
1.

Vom prefera si dam acestora o alta interpretare:

e D = A* cu A multime arbitrara,
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Figure 1: Program abstract

e a gi b sunt girul de lungime nuld(cuvintul vid),
e g(ajaz...ay) =azas...a, unde (Vi € [n])a; € A,
e f(y,a1az...ay) = a1y unde y € A* si (Vi € [n])a; € A.

Prin aceasta interpretare programul abstract de mai sus se transforma intr-o schema logica a programului care primind la
intrare = ajag .. .a, furnizeazi la iegire y = a,, ... aza; unde (Vi € [n])a; € A.

Un program abstract reprezinta de fapt o familie de programe, fiecare dintre acestea obtinandu-se printr-o interpretare.
Un program este format dintr-un program abstract si o interpretare.

In continuare ne vom ocupa de continutul casutelor(chenarelor) din figura care includ atribuiri sau teste. Pentru definirea
notiunii de atribuire gi test este preferabil sa ne situam la acest prim nivel de abstractizare, unde uitlizdnd un limbaj de
ordinul intéai(adicd al calculului cu predicate) se vede ci o atribuire este formata dintr-o variabild individuald gi un termen,
iar un test este o formuld fara cuantificatori. Vom prefera sa nu utilizam limbajul din calculul cu predicate ci sa utilizam
limbajul folosit de informaticieni redefinind, pentru claritate, toate notiunile de care avem nevoie.

1.1 Sintaxa

Fie Id o multime ale carei elemente le numim identificatori, O o multime ale cirei elemente le numim simboluri de operatii,
R o multime ale carei elemente le numim simboluri de relafii i doua functii cu valori numere naturale

a:0—w §i ¢c:R— w.

Fie ¥ signatura cu doud sorturi {e,b} unul pentru valori numerice gi altul pentru valori logice: e provine de la expresie si
b de la boolean. Operatiile si rangul lor sunt:

e 0:e%% — ¢ pentru orice o € O,
e p:e®) — b pentru orice p € R,

e A :bb — b este conjuctia i —: b — b este negatia.



Y-algebra liber generata de {Id, 0} este notatd cu T (Id). Observam ci identificatorii sunt variabile de sort e si cd nu am
introdus variabile de sort b. Elementele lui 7% (Id), le numim expresii si elementele lui Tx(Id), le numim teste. Fie

Atrib = {(z,e) | x € Id si e € Tx(ld).}.

Elementele lui Atrib le numim atribuiri.

1.2 Semantica

Pentru interpretarea testelor consideram algebra valorilor logice cu suportul [2], 1 pentru adevdr si 2 pentru fals, precum
si operatiile Ay §i —p definite prin

_ 1 daca f=g=1
Frog = {2 daca f=2saug=2
7 _ 1 daca f=2
b - 2 daci f=1

Definitie 1 O interpretare este pur gi simplu o 3-algebrd

Z = (D,[2],{op}oc0,{PD}per; o 70),
in care partea de logica este fixata.
D este o multime, pentru orice o € O si orice p € R

op: DY — Dgipp: DP — [2]

sunt functii.

Interpretarea da semnificatie numai simbolurilor de operatii gi simbolurilor de relatii. Aratdm in continuare cum inter-
pretam(dam semnificatie) celorlalte elemente care pot apare intr-un program abstract.

Inainte de a trece mai departe vom da cateva explicatii intuitive privind interpretarea expresiilor. Multimea D este
multimea de date cu care se fac calculele. O functie s: Id — D arata valorile pe care le au identificatorii intr-un anumit
moment, adicd o stare a memoriei. Daca s € D! si € Id atunci s(x) este valoarea identificatorului = in starea s a
memoriei. Multimea D, a functiilor de la Id la D, este numita multimea stirilor memoriei si va fi notata cu S.

Pentru orice stare a memoriei s € D™ notam cu

st Ty(ld) — T

unicul morfism de Y-algebre care-1 extinde pe s.
Functia
S: Tx(Ild), — D°

da semnificatia expresiilor.

Pentru orice expresie F € Tx(Id)., functia
S(E): D® — D

definita prin S(E)(s) = s¥ (E) da pentru orice stare s € D™ valoarea s#(E) a expresiei E calculati in starea s.

1.2.1 Semantica atribuirilor

Ca orice instructiune cu o iegire, atribuirile trebuiesc interpretate ca functii partiale de la multimea starilor la ea insasi. Prin
urmare definim o functie
V: Atrib — S°.

Daca x € Id si e € F atunci functia partiala

V(z,e): S — S
este definita pentru orice s € D™ gi y € Id prin

b = | S ek

In egalitatea de mai sus, s reprezinté starea memoriei la inceputul executiei atribuirii (z, e) si V(z, €)(s) este starea memoriei
la terminarea executiei atribuirii.



1.2.2 Semantica testelor

Pentru orice test ¢ € Tx(Id), functia
V/(t): DM — [2]

de evaluare a testului, definitd pentru orice s € S prin V'(¢)(s) = sf (t) ne aratd pentru orice stare s, concluzia testarii si

anume V'(t)(s) = 1 aratd cd testul este adevérat in s iar V'(¢)(s) = 2 aratd ci testul este fals in s.

2 Spre al doilea nivel de abstractizare

Dupa ce am terminat de interpretat elementele care apar intr-un program abstract observam neconcordanta dintre modul
de tratare a acestora. Pentru a putea trece la al doilea nivel de abstractizare este necesar sa uniformizam modul de tratare
a atribuirilor si testelor.

In mare un program abstract este un graf orientat si etichetat.

Observam ca din fiecare nod care este etichetat cu o instructiune de atribuire pleaca o singura sageata, iar din fiecare
nod care este etichetat cu un test pleaca doua sageti. Numarul sagetilor care pleaca dintr-un nod etichetat cu o instructiune
trebuie sa fie in concordantd cu numarul iesirilor instructiunii care eticheteaza nodul. Mentionam ca desgi in modelul
nostru nu acceptam decit instructiuni cu o iegire(atribuirile) si cu doua iegiri(testele), practica programarii ne dovedegte
existenta instructiunilor cu numar arbitrar de iegiri. Ca exemplu de instructiune cu trei iegiri putem mentiona IF-ul aritmetic
din FORTRAN. Notam cu w multimea numerelor naturale si cu

r : Atrib U Teste — w

functia iesire care ia valoarea 1 pentru orice atribuire si 2 pentru orice test.

Observam ca cele doua sageti care pleaca dintr-un nod etichetat cu un test, sunt etichetate cu DA sau NU pentru a
mentiona modul de continuare al executiei in functie de valoarea de adevar a testului(DA pentru adevirat, respectiv NU
pentru fals). Pentru eliminarea etichetelor de pe sdgeti este preferabil si consideram c& cele doud sigeti care pleacd dintr-un
nod etichetat cu un test sunt ordonate ficand, de exemplu, alegerea ca prima si fie sageata etichetatd cu DA, a doua fiind
sageata etichetata cu NU.

Notatia valorilor de adevar este in concordanta cu conventia de mai sus adica valoarea de adevar 1 corespunde adevarului
deoarece continuarea executiei pentru un rezultat adevarat al testului se face pe prima sageata si valoarea de adevar 2
corespunde falsului deoarece continuarea executiei pentru un rezultat fals al testului se face pe a doua sigeata.

Astfel de conventii trebuiesc facute pentru toate instructiunile cu mai mult de doua iegiri, eliminandu-se astfel marcajele
de pe sageti. Cu alte cuvinte multimea sagetilor care pleaca dintr-un nod etichetat cu o instructiune este o
multime total ordonata. Pentru reprezentarea grafica a schemelor logice, ordonarea sagetilor care pleaca din acelasgi nod
se face de la stanga la dreapte.

Pentru fiecare atribuire sau test ¢ ne intereseaza in functie de starea in care este executat:

1. starea in care ajunge dupa executie,
2. dupa care dintre sagetile care pleaca dintr-un nod etichetat cu o trebuie continuata executia.

Prin urmare vom defini pentru orice o € Atrib U Teste o functie partiala
M(o): D os D7 x [r(0)] (1)
astfel incat pentru orice s si s’ din D™ si j € [7(0)] egalitatea M(o)(s) = (', j) si aiba urmitoarea semnificatie :

executdnd instructiunea o in starea s, executia lui o se termind in starea s’ si executia trebuie continuatd dupd a j-a
sageatd dintre cele r(o) sdageti ce pleaca din nodul etichetat cu o.

Pentru o € Atrib si s € D™ definim
M(o)(s) = (V(o)(s),1).

Observam cd M(o)(s) este definit daca si numai dacd V(o)(s) este definit.
Pentru o € Teste si s € D definim
M(o)(s) = (5, V'(0)(s))-

Observam ca M(0)(s) este definit daca si numai dacd V'(o)(s) este definit.
Cu aceste definitii am Incheiat pregatirile necesare pentru a intelege trecerea la al doilea nivel de abstractizare.
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Figure 2: Program pentru y := z!

Abstractizarea se face atat sub aspect sintactic, adica privind programele, cit si sub aspect semantic, adica privind
interpretarile.

In ceea ce priveste sintaxa, inlocuim multimea Atrib U Teste cu o multime arbitrara de instructiuni ¥ pentru care este
data o functie de la ¥ la multimea numerelor naturale care asociaza fiecarei instructiuni numarul ei de iegiri.

In ceea ce priveste semantica, inlocuim multimea D™ cu o multime arbitrara S iar interpretarea o dam prin niste functii
de forma (1).

Definitiile propriu zise le dam 1n sectiunea urmatore, care abstractie faicand de unele notatii va fi independenta de motivarea
care o precede.

Pentru ilustrarea ideilor de care ne-am ocupat, am lucrat cu programe care nu utilizeaza decit instructiuni de atribuire si
teste pentru ramificatie. Eliminarea instructiunilor de citire-scriere, de exemplu, nu este o restrictie semnificativa deoarece
putem alcatui programele astfel incit toate instructiunile de citire sa fie facute la inceput si toate instructiunile de scriere sa
fie facute la sfirsit, urmind ca noi sa ne ocupam de ceea ce se gaseste intre acestea. O restrictie semnificativa inclusa aici este
eliminarea procedurilor recursive.

Etichetele START si STOP au o situatie privilegiata. In general ne ocupam de programe abstracte care pot reprezenta
si parti de programe fapt pentru care vom admite posibilitatea mai multor etichete START. Presupunénd ca schema logica
contine mai multe etichete START, vom nota cu a(in exemplul nostru a = 1) numarul lor si vom inlocui etichetele START cu
numere de la 1 la a. Ele reprezinta noduri de intrare in program iar a va fi numit numdrul intrarilor programelor. Nodurile
etichetate cu STOP, deoarece ne ocupam si de programe abstracte care reprezinta parti ale unor programe, pot reprezenta in
afard de noduri in care executia se termind gi puncte de legdtura cu alte programe. Vom nota cu b(in exemplul nostru b = 1)
numarul nodurilor etichetate cu STOP, le vom numerota cu numerele de la 1 la b care vor inlocui etichetele STOP. Ele vor
reprezenta noduri de iegire iar b va fi numit numadarul iesirilor programului.

Din cele de mai sus rezulta ca vom lucra cu scheme logice in care pot apare trei tipuri de noduri:

1. Noduri de intrare in care nu intra sageti si din care pleaca o singura sageata. Le numerotam cu numere de la 1 la a.

2. Noduri interne etichetate cu instructiuni. Din fiecare iegire de instructiune care eticheteaza un nod pleaca o singura
sageata, prin urmare din fiecare nod intern pleaca un numar de sageti egal cu numarul iesirilor instructiunii care
eticheteaza nodul.

3. Noduri de iegire din care nu pleaca siageti. Le numerotam cu numere de la 1 la b.

Mai mentionam ca fiecare sageta trebuie sa ajunga la o iesire a programului sau la una dintre intrarile instructiunilor care
eticheteaza nodurile interne.
Transforméand schema logica de mai sus dupa aceste idei obtinem Figura 2.



3 Programe deterministe in sens Elgot

Fie ¥ o multime. Chiar daci elementele lui 3 sunt numite instructiuni, ele sunt de fapt variabile care pot reprezenta fie
instructiuni, fie programe. Deoarece un program poate avea mai multe intrari vom presupune acelagi lucru si despre elementele
lui 3. Fie

1:Y —wsior X —w

doud functii. Pentru o instructiune o € ¥, i(0) da numarul ei de intréri si o(o) d& numérul ei de iesiri. Trebuie facutd o
distinctie neta intre intrarile, respectiv iesirile programului si intrarile, respectiv iegirile unei instructiuni ¢. Mai mentionam
ca sagetile care ajung intr-un nod intern trebuie sa ajunga pe o anumita intrare a instructiunii care eticheteaza nodul.

Pana acum ne-am ocupat de programele numite in literatura de specialitate complet deterministe. Pentru a explica
necesitatea trecerii la clasa mai larga a programelor deterministe vom vorbi putin despre feedback.

Desi feedbackul nu aparuse pe vremea lui C.C.Elgot, desi in titlul acestui text am inclus cuvantul istorie nu ne permitem
s& scriem un text atat de demodat Incat sd mai modelam ciclarea prin operatia de iterata asa cum facea Elgot.

Vom utiliza la inceput feedbackul unar la stanga. El se poate aplica numai programelor care au cel putin o intrare si o
iegire. Dupa o feedbackare(aplicarea feedbackului) unar numaérul intrarilor si al iegirilor programului ca gi numarul fiecarei
intrari sau iesiri scade cu cate o unitate.

Feedbacul la stanga se efectueaza eliminand prima intrare gi prima iegire, redirijand sagetile care se indreptau catre prima
iegire spre locul in care era dirijata prima intrare. O problema apare daca prima intrare se facea chiar pe prima iegire caci
sagetile care mergeau la prima iegire nu mai au unde sa fie redirijate. In acest caz ele nu mai sunt redirijate ci pur si simplu
sunt sterse, fapt care face ca rezultatul feedbackului sa iasa din clasa programelor de care ne-am ocupat pana acum denumite
in literatura de specialitate programe deterministe complete.

Aici este un punct cheie in dezvoltarea acestei teorii. Operatiile partiale nu sunt dorite. Ele pot fi studiate dar acceptarea
lor ca instrument de baza a fost de mult abandonata. O alta idee care s-a dovedit neproductiva a fost incercarea de a
completa in mod artificial definitia de mai sus pentru ca operatia sa devinid peste tot definita. Singurul punct de vedere
pe care-1 consideram adecvat pentru dezvoltarea acestui studiu este inlocuirea clasei programelor complet deterministe cu
clasa mai larga a programelor deterministe. Clasa este largita prin impunerea de conditii mai slabe asupra multimii sagetilor
programului:

din fiecare intrare a programului sau din fiecare iegire a unei instructiuni care eticheteaza nodurile interne pleaca cel mult o
sageati(in cazul complet determinist trebuia sa plece exact o sigeatd).

Din punct de vedere semantic lipsa unei sageti de-alungul careia sa se continue executia este interpretata ca o intrerupere a
programului care nu se mai termina.

Definitie 2 O interpretare a lui 3 este formatd dintr-o mulfime S gi cite o functie partiald
Z(o): S x [i(0)] == S x [o(0)]
pentru fiecare o € X.

Multimea S reprezintd multimea stirilor calculatorului care executd progamele. Pentru o € X, s,t € S, n € [i(0)] si
m € [o(o)] egalitatea
Z(o)(s,n) = (t,m)

are urmatoarea semnificatie:

incepand executia instructiunii o de la intrarea n a ei $i din starea s a memoriei, executia se termind in starea t a
memoriei la iesirea m a lui o.

Vom nota cu PFn(S) modelul semantic fundamental pentru programe deterministe. S este multimea starilor masginii care
executd, programele. PFn(S) este o categorie avind numerele naturale ca obiecte. Pentru doufi numere naturale a si b,
PFn(S)(a,b) este prin definitie multimea functiilor partiale de la S x [a] la S x [b].

Daca P este un program determinist cu a intrari si b iegiri vom nota semantica lui prin

Sm(P) € PFn(S)(a,b).

Vom prezenta semantica unui program in doua variante. Prima varianta se refera la cazul general al unui program sub forma
descrisa mai sus a carui semantica operationald este data in sectiunea urmatoare. A doua varianta prezentatd mai tarziu se
refera la programe “structurate”.



3.1 Semantica operationala

Vom nota cu E functia de etichetare a nodurilor interne, prin urmare daca n este un nod intern atunci E(n) este instructiunea
care-1 eticheteaza.

Fie P un program cu a intrari i b iegiri pentru care stim semantica instructiunilor care-1 compun. Vom defini semantica
sa

Sm(P) : S x [a] e— S x [b].
Fie s1,s € S, ip € [a] si h € [b]. Prin definitie
Sm(P)(s1,10) = (s, h)
daca si numai daca
1) exista o sageata de la intrarea ip a programului la iegirea h a programului gi s = s; SAU

2) exista k > 1 gi un sir finit
(n1,41,51,71) (N2, 12, 82,72) .. (N, ik, Sk, Tk)

unde n; este un nod intern, i; € [i(E(n;))], r; € [o(E(n;))] si s; € S pentru orice j € [k] cu proprietatile:

1. exista o sageata de la intrarea ig a programului
la intrarea i; a instructiuni care eticheteaza nodul nq,

2. Z(E(nj))(sj,1;) = (Sj4+1,7;) pentru orice j € [k — 1] si
exista o sageatd de la iegirea r; a instructiuni care eticheteaza nodul n;
la intrarea 4,41 a instructiuni care eticheteaza nodul n;4; SI

3. I(E(nk))(sk,ix) = (s,71) sl exista
o sageata de la iegirea ry a instructiunii care eticheteaza nodul ny la iegirea h a programului.

Pentru o mai ugoara intelegere a acestei definitii mentionam urmatoarele:

- k este numarul nodurilor interne prin care se trece in timpul executiei programului,

- n1,...,ng sunt nodurile interne prin care se trece in timpul executiei programului,

- i; este numarul intrarii de la care incepe executia instructiunii care eticheteaza nodul n;,
- s; este starea memoriei de la care incepe executia instructiunii care eticheteaza nodul n;,
- r; este numarul iesirii la care se termina executia instructiunii care eticheteaza nodul n;.

Trebuie sa recunoastem ca este o definitie cu care nu se poate lucra usor, fapt pentru care s-au cauat alte solutii. Un
important pas inainte a fost facut prin structurarea programelor. Din punct de vedere didactic consideram ca este util sa
prezentam si o definitie a semanticii unui program bazata pe aceasta idee, fapt pe care-1 facem in cele ce urmeaza.

3.2 Semantica este un morfism
3.2.1 Compunerea

Compunerea intre doud programe este posibila numai daca numarul iegirilor primului program este egal cu numarul intrarilor
programului al doilea. Compunerea se face identificand fiecare iegire a primului program cu intrarea cu acelagi numar a
programului al doilea si desfiintadu-le ca noduri.

Fie P un program determinist cu a intrari si b iegiri si @ un program determinist cu b intrari si ¢ iegiri. Este usor de
observat ca

Sm(P; Q) = Sm(P); Sm(Q).

3.2.2 Suma

Suma a doua programe arbitrare se face pur gi simplu alaturand cele doua scheme. Intrarile, respectiv iesirile programului al
doilea sunt numerotate in continuarea intrarilor, respectiv iesirilor primului program.

Pentru f € PFn(S)(a,b) si g € PF'n(S)(c,d) definim f + g € PFn(S)(a+ ¢,b+ d) prin

o f(sd) daca i € [a]
(f +9)(s,i) = { (t,b+7) dacii>asig(s,i—a)=(tj)

pentru orice s € S'sii € [a+ .



Fie P un program determinist cu a intrari gi b iesiri gi Q un program determinist cu c intrari si d iegiri. Este usor de
vazut ca
Sm(P + Q) = Sm(P) + Sm(Q).
3.2.3 Functiile partiale ca programe
Programe obisnuite au ca teorie suport o subteorie a teoriei relatiilor finite Rel definita de familia de multimi
Rel(m,n) = {r|r C [m] x [n] relatie }, pentru m,n € w

Relatiile finite formeaza o categorie in care obiectele alcdtuiesc monoidul numerelor naturale (w,+,0). Operatiile in Rel
sunt:
1) Compunerea

rer = {(@RIENIG,5) € v i (G,k) € ']} € Rel(m, p)

pentru r € Rel(m,n) gi v’ € Rel(n, p).
2) Identit&ti

1 = {(%,1)]i € [m]} € Rel(m,m).

Functiile partiale finite formeaza o subcategorie PFn.

Deasemenea functiile finite formeaza o subcategorie Fn. Funtiile finite sunt cele mai simple programe complet deterministe.

Funtiile partiale finite sunt cele mai simple programe deterministe, mai precis este vorba de programe fara instructiuni.
Executia lor nu modifica starea memoriei, ci se caracterizeaza printr-o simpla trecere de la o intrare la o iegire atunci cand
functia duce intrarea in iegire. Semantica lor va fi reflectata de un functor care pastreza obiectele

H : PFn — PFn(S).
Fie f € PFn(m,n). Prin definitie, H(f) € PFn(S)(m,n) este definit pentru orice i € [m] i s € S prin
H(f)(s,i) = (s, f(i)).

3.2.4 if_then_else_

Fie t un test. Fie p si ¢ doua programe cu o intrare si o iegire. Putem scrie
if t then pelse g =1¢;(p+q); V

unde V este programul farad instrutiuni cu doua intrari si o iegire in care fiecare intrare este conectata la unica iegire. Prin
urmare
Sm(if t then p else q) = Sm(t); (Sm(p) + Sm(q)); H(V).

Un calcul simplu arata ca pentru orice stare s

. . [ Sm(p)(s',1) daca Sm(t)(s,1) = (s',1)
Sm(if ¢ then pelse ¢)(s, 1) = { Smig)(s' 1) daci Sm(D)(s.1) = (¢/.2)

3.2.5 Feedback
Pentru f € PFn(S)(1+ a,1+ b) definim 1 f € PFn(S)(a,b) pentru orice s,t € S, i € [a] si j € [b] prin
1 f(s,i) = (t,7) dacd si numai dacd

fls,1+4) = (t,14j) sau
exista n > 1, exista sq, so,..., s, € S astfel incat

1) f(s,1+1) = (s1,1) s
2) f(sk,1) = (Sk+1,1) pentru orice k € [n — 1] si

3) fsn,1) = (£, 1+ ).
Aceasta definitie a fost astfel data ca pentru orice program P cu 1 + a intrari gi 1 4 b iesiri sa putem scrie egalitatea

Sm(TP) =1S8m(P).



3.2.6 Wahile

Fie ¢ un test gi p un program cu o intrare gi o iesire. Putem scrie
while ¢ do p =7 (V;t; (p+ 11))

unde 17 este programul fara instructiuni cu o intrare conectata la unica lui iesire.
Prin urmare
Sm(while ¢ do p) =T (H(V); Sm(t); (Sm(p) + H(11)).

Proposition 1 Pentru orice stare sg
Sm(while ¢ do p)(sp,1) = (s,1)

daca si numai daca exista n > 0 gi starile ¢1, s1,t2, 82, .. ., Sp, tn cu proprietatile
1) Sm(t)(si—1,1) = (t;, 1) st Sm(p)(t;, 1) = (s;, 1) pentru orice i € [n] SI
2) Sm(t)(sn, 1) = (5,2). O

Proof: Pentru o mai buna intelegere mentionam ca n este numarul de repetari ale buclei, s; este starea in care se ajunge
la executia testului ¢ dupa ¢ repetari ale buclei si #; este starea in care incepe executia a i-a a instructiunii p.
Observam ca

VSl () + ) = { onBD G oD =)

Prin urmare notand F = H(V); Sm(t); (Sm(p) + 11) deducem
Sm(while t do p)(sg,1) = (s,1) daca gi numai daca
(T F)(s0,1) = (s,1)
daca si numai daca

F(s0,2) = (s,2) SAU
F(80,2) = (51, 1)

(In > 1)(3s1,82,...,8, €S) F(sg,1) = (sg41,1) dacd 1<k<n-—1
F(sp,1) = (s,2)

daca si numai daca

Sm(t)(so,1) = (s,2) SAU
(3t1 € §)Sm(t)(s0,1) = (t1,1) si Sm(p)(t1,1) = (s1,1)
(In>1)(3s1,82,...,8, €S) (V1 <k <n—1)Ftgs1 € S)Sm(t)(sk, 1) = (tk+1,1) st Sm(p)(tkt1,1) = (Skt1,1)
Sm(t)(sn, 1) = (s,2)
dacd i numai daca(comasare)

Sm(t)(so,1) = (s,2) SAU

(3n > 1)(3s1,t1,82,t2, ..., 8n, tn € 5) { (VO <k <n—1)8m(t)(sk,1) = (tpt1,1) si Sm(p)(ter1,1) = (Sk41,1)

Sm(t)(sn,1) = (s,2)
daca si numai daca(comasare)

(In > 0)(3s1,t1, 82,t2, .-+, Sny by € S) { ggééi %;1()53;(0(% 1) = (trg1, 1) st Sm(p)(thr1, 1) = (k415 1)



3.3 Semantica unui minilimbaj

Programele de care vorbim acum sunt construite plecind de la o multime Atrib de atribuiri si o multime Teste de teste
a caror semantica o cunoagtem. Cu alte cuvinte este datda o multime S a starilor calculatorului care executa programele si
doua functii notate la fel

Z: Atrib — Pfn(S)(1,1) si I :Teste — Pfn(S5)(1,2).

Programele sunt construite folosind ideile clasile ale programarii structurate. Sintaxa este datd in stilul “abstract” asa
cum se obignuiegte atunci cand subiectul principal este semantica. Gramatica are un singur neterminal P de la program.
Productiile sunt

Aa Pu=a pentru orice a € Atrib
B Pu:={P}
It P ::=if t then P else P pentru orice t € Teste
C P:=P:P
Wt P = whilet do P pentru orice t € Teste.

Semantica este definita prim metoda semanticii algebrei initiale. Suportul algebrei semantice este Pfn(S)(1,1) iar operatiile
sunt

Aa = Z(a)

B(x) = =z

It(z,y) = Z(t); (x +y); H(V)

C(x,y) = Yy

Wi(z) = T (HV)Z); (z + H(11)))-
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Reamintim cadrul de lucru si caracteristicile unui program in stil Elgot.
> este multimea instructiunilor. Notand cu w multimea numerelor naturale, functiile

1:Y—wsio: X —uw

dau pentru fiecare instructiune o € ¥, numarul intrarilor ei ¢(o) si numarul iesirilor ei o(o).
In mare un program este un graf orientat si etichetat. Vom lucra cu programe deterministe in care pot apare trei tipuri
de noduri:

1. Noduri de intrare in care nu intra sageti si din care pleaca cel mult o singura sageata. Le numerotam cu numere de la
11la a.

2. Noduri interne etichetate cu instructiuni. Din fiecare iegire de instructiune care eticheteaza un nod intern pleaca cel
mult o singura sageata.

3. Noduri de iegire din care nu pleaca siageti. Le numerotam cu numere de la 1 la b.

Reamintim ca fiecare siageata trebuie sid ajunga la o iegire a programului sau la una dintre intrarile instructiunilor care
eticheteaza nodurile interne.

1 Structurarea programelor Elgot

Tlustrarea ideilor de mai jos o vom face plecand de la programul din Figura 1. Vom trece la o alta reprezentare a programelor
in care sagetile(element grafic) vor fi inlocuite cu o functie partiala. Pentru obtinerea acestei reprezentari procedam in modul
descris in continuare. Mentionam c& metoda descrisa mai jos poate fi aplicata oricarui program.

Desi nu exista nici un motiv, vom prefera sa introducem o relatie de ordine total& pe multimea nodurilor interne. Aceasta
relatie de ordine este singurul element artificial pe care-1 va contine definitia notiunii de program. Inliturarea acestui element
artificial va fi explicatd mult mai tarziu.

Ordinea aleasa pentru exemplul nostru, se poate vedea in Figura 2 citind instructiunile de la stanga la dreapta.

Mentionam ca daca aceeasi instructiune eticheteaza mai multe noduri din graf atunci ea trebuie sa apara in figura similara
Figurii 2 de acelagi numar de ori. Scriem instructiunile pe o linie respectand ordinea aleasa si sub ele desenam un dreptunghi

x#0
Y:=y*xx
r:i=x—1

0

Figure 1: Program pentru y := x!



‘y:zl ‘ ‘ x#£0 Hy::y*x‘ ‘x::x—l‘
Y I X

Figure 2: Reprezentarea programului pentru y := x!

la care, in partea dreapta conectam iegirile instructiunilor. In partea din stanga sus a dreptunghiului conectam intrarile pro-
gramului, iar in partea din stanga jos a dreptunghiului conectam iegirile programului. In partea de jos a dreptunghiului, dupa
conectarile iegirilor programului, punem nigte copii ale intrarilor instructiunilor, in ordinea deja aleasa pentru instructiuni,
pe care le conectam la intrarile corespunzatoare prin sageti. In final in dreptunghi punem sageti pentru a restabili legaturile
date de sagetile din Figura 1 si numai acestea.

Transformand Figura 1 dupa aceste idei obtinem Figura 2.

Aducerea programelor la forma din Figura 2 ne permite sia definim mai ugor un concept matematic care sa reprezinte
notiunea intuitiva de program.

Inainte de aceasta, vom introduce niste notatii. Dacd A este o multime notdm cu A* monoidul liber generat de A.
Modelul cel mai uzual pentru A* este multimea sirurilor finite de elemente din A. Fie m € A*. Notam cu |m| lungimea lui
m. Observam ca putem privi m ca o functie

m:[|m|] — A.

Produsul(concatenarea) elementelor m si m’ din A* este definit prin

i) = m(%) dacd i € [|m]]
M= m/ (i — |m))  dacs |m| <i < |m]|+|m].

Pentru ¢ € [|m|] vom prefera sa scriem m; in loc de m(7). Prin urmare pentru orice m € A* putem scrie
m=mimsy. m|m‘

Vom identifica elementele lui A cu girurile de lungime 1 din A*, prin urmare A C A*. Reamintim ca orice functie f : A — M
care ia valori intr-un monoid M se poate prelungi in mod unic la un morfism de monoizi f : A* — M prin egalitatea

f(m) = f(ma)f(m2) ... f(mm).
Astfel de extinderi vor fi folosite pentru functiile 7 si 0. Fie
i:5 — (w,+,0)si0: ¥ — (w,+,0)

extinderile lor la monoidul aditiv al numerelor naturale.

Revenind la programe formam un element m € ¥* alcatuind un gir finit cu toate etichetele nodurilor interne in ordinea
aleasd pentru acestea. Mentionam c& m reprezinta programul format din suma programelor date de literele lui m, prin
urmare concatenarea trebuie interpretata ca suma a programelor. Faptul ca numarul intrarilor, respectiv al iegirilor sumei
programelor este suma numaéarului intrarilor, respectic al iegirilor programelor care se aduna este motivatia pentru utilizarea
mai sus a monoidului aditiv al numerelor naturale.

Pentru exemplul nostru m = mymeomsmy4 unde

m=y:=1me=x#0, mg=y:=yxrsimg=x:=x—1.



Figure 3: Functia f: [1+ (14+2+14+1)] — [1+(1+14+1+1)]

Observam ca i(m)=1+14+1+1=4sgiciom)=1+24+1+1=5.

Pentru inlocuirea sagetilor(element grafic) cu un obiect matematic copiem dreptunghiul din Figura 2 numerotand punctele
de conexiune de pe laturile de sus si de jos de la stanga la dreapta obtinand Figura 3. Observam ca am obtinut o functie
f:[6] — [5] a cdrei definitie este datd in tabelul

= A~
o Ot
[V) Re)

In general se obtine o functie partiali
fila+o(m)] o= [b+i(m)].

Observam ca f este o functie daca si numai daca programul este complet determinist.

Analizand reprezentarea din Figura 2 a schemei logice a factorialului observam ca intregul desen poate fi reconstituit
plecand de la girul m al instructiunilor si de la functia f cu ajutorul numerelor a, b si al functiilor ¢ si o.

In concluzie un program determinist cu a intrdri gi b iegiri este un cuplu (m, f) unde

e meX”
o f:la+o(m)]-e— [b+i(m)] este o functie partiala.

Definitie 1 Fie a $i b doud numere naturale. Se numeste program(abstract) determinist cu a intrari si b iesiri un cuplu
P = {(m, f) format dintr-un gir de instructiuni m € ¥* si o functie partiald

filato(m)] = [b+i(m)].

Functia partiala f va fi numita coneriune deoarece ea include toate legaturile date prin sageti intre diversele elemente ale
programelor. Generalitatea constructiei de mai sus conduce la:

Theorem 1 Orice program abstract poate fi reprezentat ca o pereche <sir de instructiuni, conexiune>. O

Denumirea de reprezentare este justificata de faptul cad un program poate avea mai multe reprezentari. Diferenta dintre
ele este o permutare a sirului instructiunilor care induce o “permutare intre sagetile conexiunilor”. Mai tarziu va fi data o
conditie necesara si suficienta ca doua perechi de forma <sir de instructiuni, conexiune> sa reprezinte acelasi program.

Reanalzand Figura 2 observam ca apare un feedback la dreapta. Feedbacul la dreapta actioneaza la fel ca cel la stanga
cu deosebirea ca utilizeaza ultima iegire si ultima intrare. Feedbackul la dreapta al programului P se noteaza cu P T. Un
feedback multiplu este o repetare a unui feedback care afecteaza o intrare gi o iegire. Pentru n € w notam cu 7" o repetare
de n ori a feedbackului.

Theorem 2 (Structurarea programelor) Orice program determinist poate fi generat de instructiunile din ¥ si de pro-
gramele fara instructiuni folosind ca operatii compunerea, suma si feedbackul multiplu la dreapta.

Proof: Fie P = (m, f) un program determinist cu a intrari si b iesiri. Observam ca orice sir de instructiuni este suma
instructiunilor componente si ca ,
P=((la+m); f) 1™ . O

Ne referim in cele ce urmeaza la programele nedeterministe. Faptele expuse mai sus in cazul determinist raméan, cu mici
modificari, adevarate si in cazul nedeterminist.

Intr-un program nedeterminist din orice nod de intrare al programului si din orice iegire de instructiune poate pleca
un numar arbitrar de sageti. In reprezentarea ca pereche <sir de instructiuni, conexiune> a unui program nedeterminist,
conexiunea este o relatie.



Definitie 2 Fie a si b doud numere naturale. Se numeste program(abstract) nedeterminist cu a intrari i b iesiri un cuplu
P = (m, r) format dintr-un sir de instructiuni m € ¥* i o relatie finita

r: [a+o(m)] — [b+i(m)].

In cazul nedeterminist programele fara instructiuni sunt relatiile. Teorema privind structurarea programelor este adevarata
i In cazul nedeterminist.

Reprezentarea programelor ca perechi reprezintd un prim pas spre al treilea nivel de abstarctizare unde nu se mai face
diferentierea intre programele deterministe si nedeterministe. Observam ca singura diferenta intre ele este la nivelul conexiunii.
Abstractizarea privind sintaxa se va realiza prin inlocuirea functiilor partiale, respectiv a relatiilor printr-un concept unic
care va putea fi paticularizat atat prin functii partiale finite cat si prin relatii finite.

2 Sintaxa

Vom incepe a analiza operatiile cu programe. Pentru aceasta este necesar sa reamintim alte operatii cu relatiile finite pe care
le vom utiliza in continuare.

2.1 Relatii finite

Programe obignuite au ca teorie suport o subteorie a teoriei relatiilor finite Rel.
Alte operatiile in Rel sunt:

1) Suma
r4+r' =rU{(m+in+7)i7) €r'} eRellm+pn+q)

pentru r € Rel(m, n) si 7’ € Rel(p, q).
2) Transpozitii bloc
X" ={(i,n+1i)|i € [m]}U{(m+1i,i)|i € [n]} € Rel(m + n,n+m).

3) Feedback la dreapta
r1={(9)1(0,4) € v sau [(i,n+1) € 7 5i (m+1,7) € r]} € Rel(m, n)

pentru r € Rel(m + 1,n +1).
4) Feedback la stanga

Tr={GENA+i1+j5)€rsau[(1+4,1)€rsi(l,1+7)€r]} €Rel(m,n)

pentru r € Rel(1 +m, 1+ n).
Fiecare din cele doua feedbackuri poate fi aplicat de mai multe ori, folosindu-se notatia r 1% sau 1*r unde ¢ este numéarul
repetarilor.

Teorema 1 Functiile partiale finite formeaza o subcategorie PFn inchisd la toate operatiile de mai sus.

Demonstratie. Probam numai pentru feedbackul unar la dreapta.
Fie r € PFn(m + 1,n+ 1). Presupunem ca (¢,j) si (¢, k) sunt in 1 si aratam ca j = k.
Evident ¢ € [m] si j, k € [n]. Analiz&m diversele situatii posibile.

1. Daca (i,j) si (4, k) sunt in 7 rezultd j = k deoarece r este functie partiala.

2. Daca (i,n+1)€rsi (m+1,j) €rprecumsi (i,n+1) €rsi (m+1,k) €rdin (m+1,5) €r, (m+1,k) € r rezulta
j = k deoarece r este functie partiala.

3. Dacd (4,5) € r precum si (i,n+1) € r i (m+1,k) € r din (i,j) € r, (i,n+1) € r i j € [n] deducem ci r nu este
functie partiala, contradictie.

4. Daca (i,n+1) €rsi (m+1,j) € r precum i (i, k) € r obtinem o contradictie ca gi in cazul precedent. O

Deasemenea functiile finite formeaza o subcategorie Fn inchisa la toate operatiile de mai sus cu exceptia feedbackului.



2.2 Compunerea

Compunerea intre doua programe este definita numai daca numarul iesirilor primului program este egal cu numarul intrarilor
programului la doilea. Fie F' = (x, f) un program cu a intréri si b iesiri si G = (y,g) un program cu b intrari si ¢ iegiri.
Compunerea se face legand iesirile lui F' cu intrarile corespunzitoareale lui G obtindndu-se un program cu a intrari si ¢ iegiri.

(@, )(y:9) = (@, (f + Logy) (1o + "OXW)(g + Liga) (Le + WX

2.3 Suma

Suma a doua programe arbitrare se face pur si simplu alaturand cele doua programeme. Intrarile, respectiv iesirile programului
al doilea sunt numerotate in continuarea intrarilor, respectiv iegirilor primului program. Fie F' = (z, f) un program cu a
intrari si b iesiri si G = (y, g) un program cu c intrari si d iegiri.

(@, £) + (1,9) = (2y. (o + “XO + 1)) (f + 9) (Lo + X+ 1,))).

2.4 Feedback

Feedbackul este o operatie unara, el actionand asupra unui program cu cel putin o intrare si cel putin o iesire. Feedbackul
se poate face fie la stinga, fie la dreapta. Feedbackul la stanga(dreapta) se efectueazi legdnd cea mai din stinga(dreapta)
iegire la cea mai din stdnga(dreapta) intrare. Dupa efectuarea feedbackului numarul intrarilor, respectiv al iegirilor scade cu
o unitate. Fiecare din cele doua feedbackuri poate fi repetat. Iata definitiile pentru feedback de a ori.

Fie F' = (z, f) un program cu a + b intrari gi a + ¢ iegiri §i G = (y, ¢) o schema cu b + a intrari si ¢ + a iesiri.

Ta(xa f) = (.13, Taf)§

(4, 9) 1" = (g, [(1p + “@X)g(Le + “XE)]1e).

2.5 Spre al treilea nivel de abstractizare

Introducem in discutia noastra si programele nedeterministe, adica acelea in care conexiunea este data de o relatie. Aceasta
inseamna ca exista intrari ale programului sau iesiri ale instructiunilor din care pleaca mai multe sageti. Din punct de vedere
semantic, Intr-un astfel de punct executia se continua alegand nedeterminist una dintre aceste sageti.

Abstarctizare se poate face asupra conexiunii. Functiile partiale, respectiv relatiile pot fi inlocuite printr-un element
dintr-o structura algebrica abstractd. Aceasta trebuie aleasa astfel incat:

1) functiile partiale si relatiile sa fie cazuri particulare,

2) definitiile de mai sus pentru compunere, suma si feedback sa aiba sens.
Noua structura algebrica va fi prezentatd in capitolulul urmator. Cu ajutorul acesteia se realizeazad unificarea studiului
programelor deterministe si nedeterministe.



3 Semantica

Reamintim ca in cazul determinist o interpretare a lui ¥ este formata dintr-o multime S si cate o functie partiala
Z(o) : S x [i(o)] o= S x [0o(0)]

pentru fiecare o € 3.

3.1 Programe deterministe

Reamintim cd PFn(S) este modelul semantic fundamental pentru programe deterministe. S este multimea starilor masinii
care executd programele. PFn(S) este o categorie avand numerele naturale ca obiecte. Pentru doud numere naturale a si b,
PFn(S)(a,b) este prin definitie multimea functiilor partiale de la S x [a] la S x [b].

Daca P este un program determinist cu a intrari si b iegiri vom nota semantica lui prin

Sm(P) € PFn(S)(a,b).

3.1.1 Compunerea
Fie P un program determinist cu a intrari si b iesiri si  un program determinist cu b intrari si ¢ iegiri. Reamintim ca

Sm(P; Q) = Sm(P)Sm(Q).

3.1.2 Suma
Fie P un program determinist cu a intrari si b iesiri si @ un program determinist cu ¢ intrari si d iegiri. Reamintim ca

Sm(P + Q) = Sm(P) + Sm(Q).

3.1.3 Feedback
Pentru f € PFn(S)(a+ ¢,b+ ¢) definim f1°€ PFn(S)(a,b) pentru orice s,t € S, i € [a] i j € [b] prin
f1¢(s,1) = (t, ) daca si numai daca

f(s,1) = (t,7) sau
existd n > 1, existd $1,82,...,8, € S §i 41,42,...,i, € [¢] astfel incat
1) f(s,i) = (s1,b+1i1) si
2) f(sk,a+ir) = (Sk+1,b + ik+1) pentru orice k € [n — 1] si
3) f(sn,a+1in) = (¢, 7).

Fie P un program determinist cu a + c¢ intrari si b + c iesiri . Este ugor de vazut ca

Sm(P1°) = (Sm(P))1° .

3.1.4 Funtiile partiale ca programe

Reamintim ca semantica functiilor partiale gandite ca programe este data de un functor care pastreza obiectele
H:PFn — PFn(9).

Fie f € PFn(m,n). Prin definitie, pentru orice i € [m] i s € S

H(f)(s,1) = (s, f(2))-

3.1.5 Concluzii
1. Semantica are propritati caracteristice unui morfism

2. Daca (z,r) este un program determinist cu a intrari, b iegiri, instructiuni din ¥ i conexiuni din PFn atunci semantica
lui este data de formula

Sm(x,r) = (1o + Sm(z)) H(r)] 1"

unde Sm(z) este suma semanticilor instructiunilor lui z si i(z) este suma numarului intrérilor instructiunilor lui z.



3.2 Programe nedeterminite

Vom prefera sa schimbam stilul in care definim conceptul de interpretare pentru a scoate in relief si alt punct de vedere.
Vom utiliza semiinelul (P(S x S),U,0,;,1g) relatiilor intre stari.

Definitie 3 O interpretare a lui 3 este formata dintr-o multime S si cate o matrice (o) cu i(o) linii si o(o) coloane cu
elemente din semiinelul relatiilor pentru fiecare o € 3.

Pentru o € X, s,t € S, n € [i(0)] si m € [o(o)] apartenenta
(s,t) € Z(0)nm
are urmatoarea semnificatie:

incepand execufia instructiunii o de la intrarea n a ei si din starea s a memoriei, executia se poate termina in starea t a
memoriei la iesirea m a lui o.

Ideea principala este de a defini semantica ca un morfism. Pentru orice program P vom nota cu Sm(P) matricea sa semantica,
adica matricea care ne spune cum se executa P.
3.2.1 Compunerea

Fie P un program nedeterminist cu a intrari si b iesiri §i  un program nedeterminist cu b intrari si ¢ iegiri. Vom calcula
matricea semanticd a compunerii P; Q.
Pentru i € [a], k € [¢] si s,t € S observam c&

(s,t) € Sm(P; Q)i

daca si numai daca
incepand executia lui P; @ de la intrarea i, din starea s a memoriei, executia se poate termina in starea t a memoriei la iegirea

kalu Q

daca si numai daca
existd j € [b] si u € S astfel incat incepand executia lui P de la intrarea ¢, din starea s a memoriei, executia se poate termina
in starea u a memoriei la iegirea j a lui P gi Incepand executia lui @ de la intrarea j, din starea u a memoriei, executia se
poate termind in starea t a memoriei la iegirea k a lui Q

daca si numai daca
existd j € [b] si w € S astfel incat (s,u) € Sm(P);; si (u,t) € Sm(Q)

daca si numai daca exista j € [b] astfel incat (s,t) € Sm(P);;Sm(Q);x
dacd si numai daca (s,t) € Ugj Sm(P)i;Sm(Q);k

dacé si numai daca (s,t) € (Sm(P)Sm(Q))ik-
Deci semantica lui P; @ este egala cu produsul matricilor semantice ale lui P si @, adica

Sm(P; Q) = Sm(P)Sm(Q).

3.2.2 Suma

Pentru dous matrici A gi B cu elemente din P(S x S) definim suma lor A + B prin

A9
ep(40)

unde @ este o matrice in care toate elementele sunt relatia vidi. Remarcim cd numarul liniilor(coloanelor) lui A + B este
egal cu suma numarului liniilor(coloanelor) lui A gi a numarului liniilor(coloanelor) lui B.

Fie P un program nedeterminist cu a intrari i b iesiri si @@ un program nedeterminist cu c intrari si d iegiri. Este ugor de
vazut ca matricea semantica a sumei P + @) este suma matricilor semantice ale lui P si @, adica

Sm(P + Q) = Sm(P) + Sm(Q).



3.2.3 Feedback

Pentru orice matrice M pétraticd cu elemente din P(S x S) prin definitie

M* =) M
n>0

Fie P un program nedeterminist cu a + b intrari si a + ¢ iegiri. Vom calcula matricea semantica a feedbackului 7 P. Pentru
cele ce urmeaza este util sa scriem matricea Sm(P) sub forma

A B
C D
unde A este o matrice patratica de dimensiune a.
Pentru i € [b], k € [] si s,t € S observam c&

(s,t) € Sm(1% P)

daca si numai daca
incepand executia lui T¢ P de la intrarea ¢, din starea s a memoriei, executia se poate termina in starea t a memoriei la iegirea
kalu 7*P

daca si numai daca
incepand executia lui P de la intrarea a + ¢, din starea s a memoriei, executia se poate termina in starea ¢ a memoriei la
iegirea a + k a lui P sau
existd n > 1, existd s1,82,...,8, € S 81 j1,J2,...,Jn € [a] astfel incét

1) incepand executia lui P de la intrarea a + 4, din starea s a memoriei, executia se poate termind in starea s; a memoriei
la iegirea j; a lui P,

2) pentru orice u € [n — 1] incepand executia lui P de la intrarea j,, din starea s, a memoriei, executia se poate termina
in starea s,t; a memoriei la iegirea 7,41 a lui P si

3) incepand executia lui P de la intrarea j,, din starea s, a memoriei, executia se poate termind in starea ¢ a memoriei
la iegirea a + k a lui P

dacé si numai daca (s,t) € Sm(P)atiatk SaU
existd n > 1, existd s1,82,...,8, € S 81 j1,J2, ..., Jn € [a] astfel incét
1) (s,51) € Sm(P)aijy,
2) (Su, Sut1) € Sm(P);, j... pentru orice u € [n — 1] si
3) (sn,t) € SM(P);,, atk

daca si numai daca (s,t) € D;;, sau
existd n > 1, existd s1,82,...,8, € S 81 j1,J2, ..., jn € [a] astfel incét
1) (8781) € Cijm
2) (Su, Sut1) € Aj,ju.., pentru orice u € [n — 1] si
3) (sn,t) € Bj, &

daca si numai daca (s,t) € D;;, sau
existd s',s"” € S si j, 7 € [a] astfel incat
(s,8") € Cij, (8',8") € A%, i (8", t) € Bjrg,
dacé si numai dacd (s,t) € Djx sau (s,t) € (CA*B)

daca si numai daca (s,t) € (DU CA*B);.

In concluzie, definind
o A B\ _ "
1 ( C D ) =DUCA*B

deducem cad Sm(1*P) = DU CA*B =1*Sm/(P).



3.2.4 Relatiile ca programe

Relatiile sunt cele mai simple programe nedeterministe, mai precis este vorba de programe fara instructiuni. Executia lor nu
modifica starea memoriei, ci se caracterizeaza printr-o simpla trecere de la o intrare la o iegire atunci cand exista o sageata
intre acestea. Semantica lor va fi reflectatd de un functor care pastreza obiectele

H : Rel — [P(S x 9)]

unde notatia [R] reprezinta categoria matricilor peste semiinelul R.
Fie r € Rel(m,n). Prin definitie, pentru orice i € [m] si j € [n]

- J0 dacd (i,5) €r
H(r)i; = { ls daca (i,j) €r

3.2.5 Concluzii
1. Semantica are propritati caracteristice unui morfism

2. Daca (z,r) este un program nedeterminist cu a intrari, b iesiri, instructiuni din 3 si conexiuni din Rel atunci semantica

lui este data de formula ,
Sm(z,r) = [(1g + Sm(z))H (r)] 7#@)

unde Sm(x) este suma semanticilor instructiunilor lui z gi i(x) este suma numarului intririlor instructiunilor lui x.

3.3 Spre al treilea nivel de abstractizare

Observam asemanarea dintre formulele cu care se definegte semantica unui program determinist si nedeterminist. Acest fapt
este un argument suplimentar in vederea unificarii studiului programelor deterministe cu cele nedeterministe despre care
vorbeam in expunerea despre sintaxa.

Observam in plus ca operatiile utilizate in formulele cu care se definegte semantica unui program i anume compunerea,
suma si feedbackul sunt in linii mari aceleasi ca cele utilizate in expunerea despre sintaxa. Aceste fapt permite ca structura
algebrica care va fi utilizata pentru abstractizarea sintaxei sa fie folosita si pentru abstractizarea semanticii. Prin urmare la
al treilea nivel de abstarctizare se va folosi o singura structura algebrica atat pentru studiul sintaxei cat si pentru studiul
semanticii.



3 Introducere in Algebra informaticii

VEC
April 20, 2004

1 Categorii strict monoidale

1.1 Cazul nepermutabil
Definitia 1 Se numeste categorie strict monoidala nepermutabila(csmn) o categorie N care satisface urmdatoarele proprietati:

- obiectele formeazd un monoid (Ob(N),-, \);

- oricare ar fi obiectele a, b, ¢, d se defineste o operatie aditionald suma,
+: N(a,b) x N(¢c,d) — N(ac,bd) care verificd urmdtoarele axiome:

1 f+(g+h)=(f+g)+h;

2. f+Ix=L+[f=f;

3. 1o+ 1p = Lap;

4. (f+9) Ly +v)=f+gvpentru f: a— b, g: c—d siv: d— m;
5 (f+1ly)(u+v)= fut+wvpentru f: a — b, u: b—csiv: d— m.

Observatia 1 Proprietatile 4 si 5 din definitia csmn sunt echivalente cu:
) (f+1,)(g+1n)=fg+ 1y, pentru f: a —bsig: b— ¢
i) (f+1)(lp+g)=f+gpentru f: a—bsig: c — d;
i) (I + f)Am+9) =1, + fgpentru f: a — bsig: b —c

Demonstratie:
—> este evidentd, deoarece i), ii) si iii) sunt cazuri particulare ale proprietatilor 4 si 5.

<— Demonstram 4:
i)

F+a)L+0) 2 (F+1)0+9) 1 +v) D (F + 1)1+ gv) 2 f+ g,
Demonstram 5:

(FH1)@+0) 2 (F+ 1)+ 1)1 +v) 2 (Fut19)(le+v) 2 fu+ov. O

Definitia 2 O subcategorie a unei csmn N se numeste subcsmn dacd are aceleagi obiecte ca i N gi este stabild fatd de
suma.

Definitia 3 Fie N o csmn si G o mul{ime de morfisme din N. Se numeste subcsmn generatd de G cea mai micd subcsmn
a lui N care include G.

Propozitia 1 Fie G categoria_care are ca obiecte obiectele lui N si ca morfisme compuneri finite de morfisme de forma
la+g+ 1, cug € G. Atunci G este subcsmn generata de G.

Demonstratie:  Demonstram ci G este subcsmn. Deoarece identititile sunt compuneri de zero factori, G contine toate
identitatile lui V. Inchiderea la compunere este evident#, deci G este o sub-categorie a lui N. Aratim ci G este inchisa la
suma.

Fiet=ty--t, € Gla,b)sis =518, €G(c,d). t+s=(t+1.)(1p +5) =
(1 tn+ 1)Ly + 81 8m) = (b1 + 1) (L + 1)(1p + 51) -+ - (1p + Sy). Observam cd daca h = 1, + g + 1, atunci

ly+h=1p+g+1l,sih+1.=1,+ g+ 1y.. Rezultd ca t + s € G(ab, cd).



Demonstram cd G C G. Din faptul ci orice morfism g din G se poate scrie sub forma g = 1 + g + 1 rezultd g este
morfism din G.

Fie M o subcsmn a lui N care include G. Deoarece M contine identitatile lui NV si este inchisa la suma rezulta ca M
contine morfismele de forma 1, + g + 1, cu g din G. Din faptul ca M este inchisd la compunere obtinem ca M contine
morfismele lui G.

Deci G este cea mai mica subesmn a lui N care include G. O

Observatia 2 Cea mai micd subcsmn a lui N este subcsmn generatd de () si are ca morfisme numai identitdtile.

Definitia 4 Daca f: a — b si g: ¢ — d sunt doud morfisme spunem ca f permutd cu g si scriem

fPge f+g9=>1a+9)(f+1a).
Observatia 3 In general, fPg nu este echivalent cu gP f.
Propozitia 2 Principalele proprietati ale relatiei P sunt:
1. fP1. si 1.Pf pentru f: a — b;
2. fPg implica 1, + fPg si fPg+ 1, pentru f: a — b $i g: ¢ — d;
3. f+ 1,Pg este echivalent cu fP1, + g pentru f: a — b sig: ¢ — d;
4. fPh si gPh implica fgPh pentru f: a — b, g: b— c si h: u — v;
5. hPf si hPg implica hP fg pentru f: a — b, g: b—c si h: u — v.

Demonstratie:
1. (1a + 1c>(f + 10) = 1ac(f + 10) = f + 1

2. Deoarece fPg rezultd f+ g = (14 + g)(f + 14). Obtinem
(lua +9)Qu+f+1a) = (lu+ (la+9)Au+ (f + 1) = Lu+ (L +9)(f +1a) = Lu+ (f+9) = L+ ) + 95

3. f+1Pgs (f+1u)+9= o+ 9)((f+ 1) +1a) & f+ (Lu+9g) = (1o + (Lu +9))(f + Lua) & fPL, +g;

4. Deoarece fPh si gPh rezultd f 4+ h = (1o + R)(f + 1,) si g+ h=(1p+ h)(g+ 1,). Obtinem (1, + h)(fg + 1,) =
(La+h)(f+1)(g+10) = (f+R)(g+ 1) = (F+ 1)L +h)(g+ 10) = (f + Lu)(g + h) = fg + I

5. Analog. O

1.2 Cazul permutabil

Definitia 5 Se numeste categorie strict monoidala(csm) o categorie N care satisface urmdtoarele proprietati:
- obiectele formeaza un monoid (Ob(N),-, A);

- pentru orice obiecte a, b, ¢, d se defineste o operatie aditionald suma,
+: N(a,b) x N(¢,d) — N(ac,bd) care verificd urmdtoarele axiome:
L f+(g+h)=(f+g9)+h
2. f+lax=1+f=f;
3. la + 117 = 1ab;
4o (f+9(f'+9)=Ff+9g9 pentru f: a— b, g: c—d, f/:b—V sig:d—d.

Propozitia 3 O csmn este o csm daca si numai daca fPg oricare ar fi morfismele f si g.

Demonstratie: Fie f: a — bsi g: ¢ — d doua morfisme.

— este evidenta deoarece (1, + ¢)(f + 14) = 1lof +9la=f+g.

«—Fief': b—Vsig': d — d. Conform axiomei (4) din definitia csmn, f+g = (f+1.)(1p+g) si f'+9" = (f/+1a)(1e+9').
Deoarece f'Pg rezultd f'+ g = (1 + g)(f' + 14). Obtinem

f+9(f+9)=F+1)M+9)(f +1a)(le + 9) = (f +1)(f + 9) e + ') = (f + 1)(f +99) = f' + 99" O



1.3 Morfisme

Definitia 6 Fie N gi N’ doud csm(n). Se numeste morfism de csm(n) un functor F: N — N’ care pe obiecte este un
morfism de monoizi §i comutd cu suma morfismelor.

Definitia 7 Fie M un monoid.

1. Numim M -csm(n) orice csm(n) N cu Ob(N) = M.

2. Fie N ¢i N’ doud M-csm(n). Un morfism de M-csm(n) este un morfism de csm(n) F: N — N’ cu proprietatea cd
F(a) = a pentru orice a € M.

2 Categorii strict monoidale simetrice

2.1 Cazul nepermutabil

Definitia 8 O csmn N se numeste simetricd (csmns) daca oricare ar fi obiectele a si b se defineste un morfism distins
aXb € N(ab,ba) (transpozitia bloc), care verifici aziomele:

LooxXbe = (9XP +1.) (15 + “X°);
2. XU(f +1.)PXe = 1.+ f pentru f: a — b;
3. *X? P f pentru orice morfism f.
Propozitia 4 Intr-o csmns sunt adevdrate urmdtoarele proprietati:
1. XX =14
2. XU(f 4+ 1) = (1c + £)°XP pentru f: a — b;
3. (f +1.)Xe = 2X¢(1, + f) pentru f: a — b;
4. X¢(1, + f)Xb = f + 1. pentru f: a — b;
5. beXa = (1, + °X9)(PX@ + 1,);
6. (1o +9)(f +14) = 9X(g+ f)IX® pentru f: a — bsig: ¢ — d;
7. 0XN =1,.

Demonstratie:
1. Conform axiomei (2) obtinem XP?X® = X21,,PX® = 9Xb(1}, + 1,)"X = 14 + 1y = 1ap;
2. EXO(f +10) = XS + 1,)PXXE = (1, + [)PXS;
(f + L)X = “XX(f + 10)PX" = X°(L + f);
XL + )X = (f 4+ 1e)"XX" = (f + L) lpe = [ + Lej
5. (1p + XN (X 4 1) = (1p + X9 (OX 4 1) XX = (15 + X®) (OX® + 1) (“XP 4 1) (1p + 2X)PEXT = 1y "X = PeX?;
6. (Lo 9)(F +1a) = "X(g + L) XX (1g + F)IXP = 9Xe(g + 14) (L + F)*XP = 2X<(g + f)7X".

7. Conform axiomei (1) obtinem ¢X* = (2X* 4 1,)(1 + 2X?*) = axX*ax?
prin urmare compunand cu *X® rezulta concluzia. O

= W

Propozitia 5 Intr-o csmns relatia de permutare P are urmatoarele proprietati suplimentare pentru f: a — b sig: ¢ — d:
1. fPg dacd si numai dacd f + g = “X(g + f)4X°,
2. fPg implica gP f,

3. fPg implica f + 1,Pg.



Demonstratie:
1. Din proprietatea 6 de mai sus rezultd fPg < f+g= (14 +g)(f + 1q) & f + g = *X(g + f)IX?;

2. Din fPg deducem f + g = 2X°(g + f)¥X’. Compunand la stanga cu X si la dreapta cu ®X? obtinem
g+ f=X(f+g)"X?, deci gPf.

3. Deoarece *X“Pyg, 1, + fPg si “X’Pg deducem *X“(1, + f)“X’Pg deci f + 1,Pg. O

2.2 Cazul permutabil

Definitia 9 O categorie N se numeste categorie strict monoidald simetrica (csms) dacd este csm gi oricare ar fi obiectele a
si b se defineste un morfism distins “X® € N(ab,ba) (transpozitia bloc), care verificd aziomele:

1ooaxbe = (X 4+ 1.)(1p + “X°);

2. XU (f+g)"X4 =g+ fpentru f: a—bsig: c — d.

Observam ca orice csms este o csmns.
Propozitia 6 O csmns este o csms daca si numai dacd fPg oricare ar fi morfismele f si g.
Demonstratie: O csmns in care orice pereche de morfisme permuta este o csm. In plus proprietatea 2 din definitia csms
este o consecinta a ipotezei i a proprietatii 6 din Propozitia 4. Deci o csmns in care orice pereche de morfisme permuta este

0 csms.
Pentru reciproca observam ca deoarece o csms este o csm orice pereche de morfisme permuta. O

2.3 aa-morfisme

Observatia 4 1. Dacd G este o multime de morfisme dintr-o csms(n) N, atunci subcsms(n) generatd de G coincide cu
subcsm(n) generatd de G U {*X"|a,b € Ob(N)}.

2. Cea mai micd subcsms(n) este subcsms(n) generatd de () si este formatd din toate compunerile de morfisme de forma
1, + "X 4+ 14. Aceste morfisme se numesc ac-morfisme.

Propozitia 7 Intr-o csmns N, un ac-morfism permuta cu orice alt morfism.

Demonstratie:  Orice aa-morfism este o compunere de morfisme de forma 1, 4+ °X¢ + 14. Fie f un morfism oarecare.
Conform axiomei (4) din definitia csmns rezulta *X°Pf. Aplicand Propozitia 2, punctul (2) si Propozitia 5, punctul (2)
rezultd 1, + *X¢ + 14P f. Folosind Propozitia 2, punctul (4) rezulti ci orice ac-morfism permuta cu f. O

Propozitia 8 Intr-o csmns N, aa-morfismele formeaza o csms Nyq,.

Demonstratie:  Din propozitia precedenta rezulta ca orice doua ac-morfisme permuta. Aplicand Propozitia 6 obtinem
ca aa-morfismele formeaza o csms. O

Propozitia 9 Orice aa-morfism este izomorfism si inversul sau este tot un ac-morfism.

Demonstratie: Intr-o csms daci f si g sunt izomorfisme atunci f+g¢ si fg sunt izomorfisme. In plus, (f+¢) ! = f~t+g~!
si (fg)~! =g 'f~!. Rezulta ci un morfism de forma 1,+°X+14 este izomorfism si inversul s&u este 1, +°X’+14. Propozitia
este demonstrata deoarece aa-morfismele sunt compuneri finite de morfisme de aceasta forma. O

2.4 Morfisme

Definitia 10 Fie N i N’ doud csms(n). Se numeste morfism de csms(n) un morfism de csm(n) F: N — N’ care comutd
cu transpozitia bloc:
F(axb) — F(a)XF(b)_

Definitia 11 Fie M un monoid.

1. Numim M -csms(n) orice csms(n) N cu Ob(N) = M.

2. Fie N i N' doud M-csms(n)-uri. Un morfism de M-csms(n) este un morfism de csms(n) F: N — N’ cu proprietatea
ca F(a) = a pentru orice a € M.



3 Fluxuri si bifluxuri

Definitia 12 Se numegte flux o csmns B in care pentru fiecare a € B se defineste o operatie 1%_: B(ab,ac) — B(b,c) care
satisface urmdatoarele axiome:

o g(12f) =191 + 9)f) pentru f: ab — ac si g: d — b;
2. (1%f)g = 1%(f (14 + g)) pentru f: ab — ac si g: ¢ — d;
3. (1°f) 4+ 1qg = 1°(f + 1a) pentru f: ab — ac;

4. 19 f = 1°19f pentru f: abc — abd;
5
0

~

CTO((eXE 4+ 1) f) = 1P F(OXP + 14)) pentru f: bac — abd;
1%, =1y
7. 140X = 1,.
Propozitia 10 In orice flux sunt adevarate urmdtoarele egalitati:
1(1f)+g=1%f+9g) pentru f: ab— ac sig: u— v;

2. g+ 1°F = 1("X" + 1p)(g + [)("X* + 1))
pentru f: ab — ac $i g: u — v;

3. 1N f = f pentru orice morfism f;

4. 190 f = 109((PX? + 1) £(*X? 4+ 14)) pentru orice f: abc — abd.

Demonstratie: 1. Folosind axiomele (3) si (2) din definitia feedbackului obtinem

1“f+g= (Taf + 1u)(1c +g) = Ta(f + lu)(lc +g) = Ta[(f + 1u)(1ac + g)] = Ta(f +g)§
2.9+ 1°f (94 1) (Lo +19F) = (g + 1)"XP (1 f 4+ 1,)°X"

(Lo + g+ 1) (Lo +"X0)(f +1,) (1o + “XY)]

a[(axu(g+ 1a)vxa + 1b)(1a +1)Xb)abxw;(1v _|_f)vxac(1a _|_cxv)]

X+ 15)(g + 1as) ("X + 1) (Ta + XX (L + FYX 4 10) (1 + XY (1 + X))

X+ 1) (g + L1ap) XX (1y + )(“X® + 1e) Lave]

XY+ 1p)(g + Lab) (Lo + £)("X? + 1))

= X"+ 1p)(g + ("X + 1)

3=+ =1h+f=L+f=];

479 = 790X+ 1) (OX? + 1e) ) = 174X + 1) f(°X° + 1a)). O

;
i
= 1
;
'
|

Propozitia 11 Daca morfismele f: ab — dc si g: d — a permuta, atunci

1(f(g+1c)) =1%(g + 1))

Demonstratie: 1%(f(g+1.)) = 19(f(199X? + 1.)(g + 1.)) =
179((La + £)(OX? + 1e)(La + g + 1a)) = 19((1a + f)(g + L) ("X? + 1)) =
19X+ 1) (g + £)) = 17X+ 1) (g + Lap) (Lo + [)) = 17(1°[(La + g + 1) (*X* + 1,)]f) = 14((g + 1) f). O

Definitia 13 Fie B si B’ doud fluzuri. Un functor H: B — B’ este morfism de fluxuri dacd este morfism de csmns care
comuta cu feedbackul:

H(1*f) = 17O H(f).
Definitia 14 In orice flux B se poate defini un feedback la dreapta in modul urmdtor:
fre def Ta(aXb feX) pentru f € B(ba, ca).
Feedback-ul la dreapta are urmatoarele proprietati:
L [(g+ 1) f11* = g(f1%) pentru f: ba — ca si g: u — b;
2. [f(h+1)]1* = (f1*)h pentru f: ba — ca i h: ¢ — v;



3. g+ f1%=(g+ f)1% pentru f: ba — ca si g: v — v;

4. 1019 = f19 pentru f: cab — dab;

5. (f(La+9)1° = ((1c +9)f)1* daca fPg, f: cb— dasig: a— b
X = 1a;

1o 1% = 1x;

1% 49 = (1 + "X)(f + g)(Le +“X?)]1* pentru f: ba — ca 5i g: u— v;

© »®» N @

f1* = f pentru orice morfism.

Conceptul de flux poate fi definit axiomatizand feedbackul la dreapta in locul feedbackului la stanga. In acest caz definitia
feedbackului la stanga este:

Taf = (°X2f2X)1e, pentru f € B(ab,ac).
Propozitia 12 Are loc urmatoarea proprietate de legaturd intre cele doud feedback-uri pentru f: acb — adb:

(1)1 =101

Demonstratie:
(21" = 1P0Xe(1p)"X")
1°79((La + °X°) f (1o + “X7)]
190(La +*X) f(La + X"
TP[(°X® + 1) (Lo + °X) f (Lo + IX°) (*X" + 14)]
TaTb[bxacfadxb]
= 1°(f1").0

Definitia 15 Se numeste biflux B un flux peste o csms.

Observatia 5 Un morfism de bifluxuri este un morfism de fluxuri intre doud bifluxuri.

4 Exemple

Exemplul 1 Rel
Relatiile finite Rel cu operatiile definite in lectiile anterioare formeaza un biflux in care monoidul obiectelor este monoidul
numerelor naturale (N, +,0).

Exemplul 2 Relg
Un alt exemplu de biflux este Relg, teoria relatiilor finite S-sortate. Monoidul obiectelor este S*. Un cuvant a € S* se
scrie a = ajaz - - - aj, unde |a| este lungimea sa si a; sunt literele sale. Pentru a,b € S* prin definitie

Rels(a.b) = { C [lal) x [|b]]| (i.) € f implicé a; = b;}
Operatiile in Rels sunt:

F9= {6, R)IENIG) € fsi (k) €gl)

Lo = {(i,)li € [lal}} ,

fAg=F0{(lal+i. |l +5) | (.5) € g}, unde f:a— b,

X0 = { (i, o] + )i € [lal]} U{(lal +i,4)li € []BI]} |



Big

Figure 1: Relatii inchise la feedback

Pentru s € S si f € Relg(as, bs)

F17=AG,5) € llal] x [[bl] | (4, 7) € f sau [(@, [b] +1) € f i (la| +1,5) € ]} .

In acest caz 79 este definit prin inductie folosind f1* = f (unde X este cuvantul vid) si proprietatea 4 a feedback-ului la
dreapta.

Exista subbifluxuri interesante ale lui Relg. PFng este bifluxul functiilor partiale finite S-sortate. Demonstratia ca PFng
este inchis la feedback a fost data, in cazul fara sorturi, in lectia precedenta.

Pentru f € Relg(a,b) notam

Y ={(u,v) | (v,u) € f} € Relg(b,a).

Spunem c# f~! este inversa relatiei f. Atragem atentia ci inversa unei functii s-ar putea s& nu mai fie o functie. Asem#nstor
se arata ca inversele de functii partiale formeaza un biflux notat Panl. Intersectia lui PFng cu Pan1 este bifluxul injectiilor
partiale notat Plng.

Probam ca surjectiile partiale PSurg sunt inchise la feedback. Fie f € PFng(as,bs) unde s € S. Pentru orice j € [|b]]
deoarece f este surjectivd exista ¢ € [las|] cu (4,5) € f. Dacd i € [|a|] atunci, (¢,j) € f1° Daca (la| +1,5) € f din
surjectivitatea lui f deducem exixtenta lui k& € [|a|] cu proprietatea (k, |b| + 1) € f. prin urmare (k, j) € f1°.

Asemanator se arata ca inversele de surjectii partiale formeaza un biflux notat PSu rgl.

Restul exemplelor se obtin prin intersectii. Bifluxul injectiilor finite S-sortate, notat Ing, este intersectia lui Plng cu
PSurgl. Bifluxul inverselor de injectiilor finite S-sortate, notat Ingl7 este intersectia lui PIng cu PSurg. Bifluxul bijectiilor
finite S-sortate Big este intersectia lui Ing cu Ingl.

Csms Surg a surjectiilor finite S-sortate si csms Fng a functiilor finite S-sortate nu sunt subbifluxuri deoarece nu sunt
inchise la feedback.

Se observa ca in cazul particular cind S are exact un element, identificAm S* cu monoidul aditiv al intregilor nenegativi
si, prin urmare, Relg poate fi identificat cu Rel.

Exemplul 3 Pfn si Pfns pentru programe deterministe.
Subteoria functiilor finite partiale a lui Rel, notata Pfn si definita prin familia de multimi

Pfn(m,n) = {f|f : [m] -e— [n] functie partiala}, pentru m,n € N

este Inchisa la operatiile mentionate mai sus. In schimb, teoria Fn nu este inchisa la feedback, prin urmare nu este convenabil
sa folosim Fn ca teorie suport pentru programele deterministe. Dacd f este unica functie din Fn(2,1), atunci aplicand
feedbackul ar trebui ca fT€ Fn(1,0), ceea ce este imposibil, deoarece Fn(1,0) = (). Lucrul cu Pfn ca teorie suport in cazul
determinist este echivalent cu trecerea de la programe la programe partiale. Un program partial se obtine dintr-un program
obisnuit stergand unele sageti. Lipsa unei sageti este interpretatd ca o conexiune la o bucla fara iegire. Bifluxul Pfng al
functiilor partiale finite S-sortate este subbiflux al lui Relg. Daca S are exact un element Pfng poate fi identificat cu Pfn.



Exemplul 4 Modelele semantice fundamentale Rel(S) si Pfn(S).

Modelul de baza pentru studiul semanticii in cazul determinist a fost introdus de C. C. Elgot.

Fie S multimea starilor memoriei dintr-o masina de calcul. Un program determinist F' cu m intrari si n iesiri este
interpretat cu ajutorul unei interpretari I ca o functie partiala

Fr:[m]xS-e-[n] xS

cu semnificatia: " Fy (i, s) este definita gi este egala cu (j,s’)” daca si numai dacd ”executia programului obtinut interpretand

F via I incepe la intrarea ¢ a programului cu starea initiald a memoriei s si se opreste la iegirea j a programului, starea
I »

memoriei rezultata fiind s’.
Daca, pentru m,n € N, notam

Pfn(S)(m,n) = {f|f : [m] x S -e— [n] x S functie partiald },
obtinem teoria Pfn(S), modelul semantic de bazé in cazul determinist.

Se observa ca in cazul particular cind S are exact un element, Pfn(S) poate fi identificat cu Pfn. In acest caz starea
memoriei rdmane neschimbata.

Intr-un mod similar se introduce modelul semantic pentru cazul nedeterminist. Un program nedeterminist F' cu m
intrari i n iegiri este interpretat cu ajutorul unei interpretari I ca o relatie F; C ([m] x S) x ([n] x S) cu semnificatia:
"((i,5), (4, 8")) € Fr” daca si numai dacd ”executia programului obtinut interpretand F via I incepe la intrarea ¢ a programului

cu starea initiala a memoriei s gi poate sa se opreasca la iegirea j a programului, starea memoriei rezultata fiind s’.”

Daca, pentru m,n € N, notam
Rel(S)(m,n) = {r|r C ([m] x S) x ([n] x S) relatie },
obtinem teoria Rel(S), modelul semantic de baza pentru cazul nedeterminist.
Analog, daca S are exact un element, Rel(S) poate fi identificata cu Rel.

In Rel(S), operatiile care ne intereseazi (compunerea, suma si feedback-ul) au urmétoarele definitii.
Pentru r € Rel(S)(m,n) si r’ € Rel(S)(n,p) compunerea r -1’ € Rel(S)(m, p) se definegte astfel:

rr'={((7,5),(4,5) (30, s0) € [n] x F)[((7, 5),(i0, s0)) €7 si ((i0, 50),(j, 8")) €77}
Pentru r € Rel(S)(m,n) si v’ € Rel(S)(p, q) suma r 4+ r’ € Rel(S)(m + p,n + q) se definegte astfel:

r+rt=rU{((m+is), (n+4,5))((i,s), (4, 5) € r}.

Pentru a defini feedbackul observam ca orice relatie r € Rel(S)(m, n) este data de o familie de relatii 7; ; C .S X S, pentru
i€ [m]sij € [n], unde

Tij = {(s,8)((7,8), (4,8") € T}
In egalitatea de mai sus se vede legatura intre relatiile care definesc semantica gi matricile care definesc semantica utilizate
in lectiile precedente. Cela doua forme de prezentare a semanticii pentru programele nedeterministe sunt echivalente.
Notam cu r* inchiderea reflexiva si tranzitiva a relatiei » C S x S, adica r* = 1lgUrUr?U---, unde 15 = {(s, s)|s € S}.
Pentru o relatie r € Rel(S)(m + 1,n + 1) definim feedbackul r1€ Rel(S)(m, n) astfel:
(r1)ig =7ij U (Fint1 Thi1mi1 - Tmt1,4), pentru i € [m], j € [n].
Se obtine astfel ca Rel(S) este biflux si ca Pfn(S) este subbiflux al lui Rel(.5).
Se observa ca se poate defini o scufundare naturala a lui Rel in Rel(S), datd de aplicatia

H : Rel — Rel(S), H(r) = {((i, ), (4,9))|(¢,5) € ,s € S}.

Evident H este morfism de bifluxuri. Daca relatia r este privita ca program nedeterminist fara instructiuni atunci, H(r) ne
da comportarea programului.



4 Structura algebrica a modelelor semantice fundamentale
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1 Categoria matricilor cu elemente dintr-un semiinel

Matricile cu elemente din semiinelul (R,U,0,-,1) sunt organizate ca o categorie [R] dupd cum urmeazi.
Obiectele categoriei [R] sunt numerele naturale. Pentru orice pereche de numere naturale a i b multimea
morfismelor de la a la b notatd [R](a,b) este prin definitie multimea matricilor cu « linii i b coloane.
Compunerea morfismelor este prin definitie produsul obignuit al matricilor. Matricea unitate cu n linii §i n
coloane, notata cu 1,, este morfismul identitate corespunzator obiectului n.

Observatia 1.1 Matricile patratice peste un semiinel formeaza semiinel cu adunarea $i produsul de matrici.

Vom nota cu 0§ matricea nula(plina numai cu zerouri) cu a linii i b coloane.

Definitia 1.2 Se numeste categorie strict monoidala o categorie N care satisface urmatoarele proprietdts :

— obiectele formeaza un monoid (Ob(N),-, \).
— pentru orice obiecte a, b, ¢, d se da o operatie numitd suma,
+:N(a,b) x N(c,d) — N(ac,bd) care verifici urmatoarele axiome :
Lf+(g+h)=(f+g +h
2 f41y=1y+f=f

3. 1a+1b:1ab
4. (f+g) (f'+4d)=ff"+gg pentruf:a—Db ,g:c—d, f:b—bsgig:d—4d.

Cuvantul suma va fi folosit in continuare pentru o alta operatie cu matrici care este mult diferita de adunarea
obignuita a matricilor.

Definitia 1.3 Suma matricilor A € [R](a,b) si B € [R](c,d) este matricea A+ B € [R](a + ¢, b+ d) definta
prin
_ (A 0§
ave=(g %)

Propozitie. Cu suma definitd mai sus categoria [R] a matricilor peste un semiinel R este strict monoidala.
Demonstratie Deoarece primele 3 axiome din definitia 1.2 sunt evidente, demonstram numai ultima
axioma.
Pentru A:a —-b,B:c—d,C:b—esiD:d—f

(A+B)(C+D):<‘61 g)(g 19)):(‘400 BOD>:AC+BD.D

Definitia 1.4 O categorie strict monoidala N se numeste simetrica dacd oricare ar fi obiectele a si b este
dat un morfism distins *X® € N(ab,ba), transpozitia bloc, care verificd aziomele :

1. oXbe = (@XP 4 1,)(1y + 9X°) ;



2. °X(f +1.)"X¢ = 1.+ f pentru f :a — b. O

Pentru orice pereche de numere naturale a si b definim matricea *X? prin

oy 1
axb _ b a ]
( 1, 0}
Propozitie 1.5 Cu transpunerea bloc definitd mai sus categoria [R] a matricilor peste un semiinel R este

strict monoidala simetricd .

Demonstratie Aratam ca transpunerea bloc definita pentru matrici verifica cele 2 axiome din definitia
categoriilor strict monoidale simetrice :

0 1, 09 1, 05 02 0 0% 1,
1. (°XP+ 1)1 +9X) = | 1, 05 0° 07 02 1, | = 1, 0% 02 | =
05 05 1. 0¢ 1. 0F 0¢ 1. 0F

a1
— be a _aybe
_(hm 020)‘ X

c 1 f 0° 02 1 0 1 0% 1
cyxa byec _ a c c c b _ b c c b _
wowegexe= (35 ) (g ) (06 )-(F &) (1 %)~

(L 05 ) _ .
_(OZ f>—1c—|—fundef.a—>b.D

2 Axiomatizarea repetitiei pentru matrici peste un semiinel

In continuare ne ocupam de matrici peste un semiinel R in care pentru orice n € N este data o operatie
“repetitie” :

- [Rl(n,n) — [R](n,n)
care satisface axiomele de mai jos unde U este adunarea uzuala a matricilor.

R1 (AUB)* = A*(BA*)* unde A si B sunt matrici patratice cu n linii si n coloane,
R2 (AB)* =1, UA(BA)*B oricare ar fi A € [R](n,m) si B € [R](m,n). O

2.1 Proprietatile repetitiei axiomatizate
Probam in continuare mai multe consecinte ale acestor axiome :

R3 A* =1, U AA*

R4 B* =1, UB*B
R5 B(AB)* = (BA)*B
R6 (09)" =1

Demonstratie Primele doué consecinte se obtin din R2 pentru B, respectiv A, o identitate.
Probam R5.

B(AB)* 2 B(1,, U A(BA)*B) = BUBA(BA)*B = (1, U BA(BA)*)B = (BA)*B

cea din urma egalitate rezultand din R3 prin inlocuirea lui A cu BA.

Demonstratia pentru ultima consecintd R6 este (0%)* Bi,u 02(02)* =1,U0% =1,. O

In continuare sunt prezentate doua leme ce vor fi folosite in demonstratia teoremei 2.1.



Lemal. Daca A este o matrice patratica atunci < 61 g > = (

Demonstratie.

(3 8) (G m) =) (o (3)) o -
(30 rcn o= (3 D)5 4 2>< a4 42)

YL 8
(2 8) = (()cem) = 0)u(D)(ce o)) en) -
(L)oo o= (2l e )= (e WMD; 5)

Teorema 2.1 Dacd A si D sunt matrici patratice, atunci ( > = < ATV ATBWCAT A"BW >

WCA* W
unde W = (CA*BU D)*

Lema2. Daca D este o matrice patratica atunci

Demonstratie.

wllise

Demonstratie.
A B\ _ A BN (00 ri( A B\ 0 0 A B\
c D)~ 0 0 C D “\Lo o C D 0 0
[ A A"B 0 0\[(A 4aB\) [ A AB 0 0 )
“\Lo 1 C D 0 1 “Lo 1 CA* CA*BUD
L2 [ A* A*B 1 _ [ AUABWCOAT A'BW
Lo 1 WCA* - '

WCA* w
Propozitie 2.2 .
Dacd B este o matrice pdtraticd inversabild si A o matrice pdatraticd atunci (B~*AB)* = B~'A*B.

Demonstratie.
(B~'AB)* = B"'B(B~'AB)* = B"Y(B((B~'A)B)*) & B~Y((B(B~'A))*B) = B~'A*B. O
2.2 Feedback

Fie A o matrice cu a linii i a coloane, B:a — ¢, C : b — a §i D : b — c¢. Prin definitie

o A B _ "
T(c D>—DUCAB

se numeste feedback la stanga.

Definitia 2.3 O categorie strict monoidald simetricd se numeste biflux (basic network algebra, trace monoidal
category) dacd pentru fiecare a,b,c € B se defineste o operatie 1* _ : B(ab,ac) — B(b,c) care satisface
urmdatoarele axiome :

L g(1* f) =1 ((1a + 9)f) pentru f:ab— acsig:d— b;
(1% f)g =1% (f(1a +g)) pentru f:ab —acsig:c— d ;
3. (1% f)+1q=1% (f + 14) pentru f : ab — ac ;

4. 195 f —1P1% f pentru f : abe — abd:

N

ot

ST ((@XE +1,.) f) =10 (F(*XP + 14)) pentru f : bac — abd;



6. 1% 1, =1y ;
7. 7% eX? = 1,.
Propozitie 2.4 Daca repetitia * este definita si satisface R1 si R2 atunci matricile formeaza un bifluz.

Demonstratie Verificim cele 7 axiome din definitia bifluxlui pentru feedback-ul la stanga 7% definit
pentru matrici cu elemente peste semiinelul R.

1. Prima axioma, cea a parametrilor la intrare, se demonstreaza astfel :

E(T“ <é g)) = E(CA"BUD) = ECA"BU ED =1° ( EC ED ) B

T“<<10“ r) (@ g)>=T“<(1a+E)<é g))

2. A doua axioma, cea a parametrilor la iesire, se demonstreaza astfel :

ABE)

Cc D
u A B 1l O ra A B
f ((c D)( 0 E))‘T ((c D)(1“+E)>
3. A treia axioma sub forma mai generala a parametrilor la suma se demonstreaza astfel :
A B 0
A B C D 0
T“(( )+E>:T“ C D 0 :( >A*(B 0)u< )z
Cc D 0 0 E 0 0 FE
CA*B 0 D 0 CA*BUD 0 . A B
:< 0 0>U(0 E>_( 0 E)_T(C D>+E
4. A patra axioma:
Notand W = (DA*B U E)* observam ca

T’w(é g g):ﬁ <2>A*(B C)U<I§ 1;)

(Ta<A B >>E:(CA*BUD)E:CA*BEUDE:T“(C o

b ( DA*BUE DA*CUF ) _
G H J N GA*BUH GA*CUJ )
= (GA*BUH)W(DA*CUF)UGA*CUJ
=GA*BWDA*CUGA*BWF UHWDA*CUHWFUGA*C U J si ca
M(é : %):<G (3 2)(S)u
G H J
(urmétoarea egalitate se bazeazd pe teorema 2.1)

A*UA*BWDA* A*BW \ [ C
:(GH)( WDA* W ><F>UJ

— ( G(A* UA*BWDA*)UHWDA* GA*BW UHW ) ( g > uJ
= (GA* UGA*BWDA* UHWDA*)C U (GA*BW U HW)F U J
= GA*CUGA*BWDA*CUHWDA*CUGA*BWFUHWF U.J

A B C A B C
Decittte | D E F |=teth | D E F
G H J G H J



5. A cincea axioma :

- ) A B C - D E F D EN /R
1@ (“x'+1.)| D E F =1(e A B C|=(G H)( uJ
B C
G H J G H J
A B C B A C B AN/ C
T<b+a>< D E F (aXb+1d)>=T<b+a> E D F |=(H G)(E D) <F>UJ
G H J H G J
— aybbya B A *ba F
_(H G)ox X(ED xe( 5)us

(egalitatea urmatoare rezultd folosind propozitia 2.2)

=(G H)(bxa(g g)bxa>*<g>uJ:(G H)(Z g)*(g)uJ

6. A sasea axioma rezulta din faptul cd 1 este unica matrice cu 0 linii si 0 coloane.

7. A saptea axioma :

aaya _1a 0 1(1 _ * 116
Taaxa =1 (1a 0>—Oula01a—1a

3  Matrici cu elemente intr-un semiinel de relatii

3.1 Semiinelul relatiilor

Pentru orice multime S, multimea P(S x S) a relatiilor pe S devine semiinel cu reuniunea gi compunerea.
In continuare vom utiliza acest semiinel (P(S x S),U,0,+,1s). Reamintim c4 :

p-q={(s,t) €S x S| existd u € S cu proprietatea ca (s,u) € p si (u,t) € ¢}
unde p si ¢ sunt submultimi ale lui S x S.
Observatia 3.1 Produsul(compunerea) de relalii este distributiv fatd de reuniuni arbitrare. Fie R $i R;, cu
1€ 1. Atunci:
R-|JR =|JR R
i€l i€l
3.2 Semantica programelor nedeterministe

O matrice A cu a linii si b coloane cu elemente relatii da semantica unui program nedeterminist P cu a
intrari si b iegiri. Notam cu S multimea starilor memoriei calculatorului care efectueaza calculele. Pentru
1<i<a,1<j<bseSsites

(s,t) € A;; daca si numai daca executand programul P de la intrarea i a lui P si din starea s a memoriei,
executia se poate termina la iegirea j a lui P in starea ¢ a memoriei.

3.3 Matrici peste semiinelul (P(S x 5),U,0,-, 1)

Propozitie 3.2 Produsul de matrici este distributiv fata de reuniuni arbitrare.

Demonstratie : Fie A o matrice cu a linii gi b coloane si A%, cu i € I, matrici cu b linii si ¢ coloane, cu
elemente in semiinelul P(S x §). Demonstram c&

A-((Jay=JA- 4.
iel iel
Fie 1 € [a] sk € [ (A Uiy Ak = Upepy(Aip - (Ucs Api) =
Upen (Uier(Aup - 45 1)) = Uier(Upepp (Aip - Ay 1)) = User(A- Ak = (Uie
Cum 1 si k au fost alese arbitrar va rezulta A - J,c; A* = U, (A - AY)

(Al,p ’ (Uie] A;,k)) =

Uper
LA AT



3.4 Binomul lui Newton Intr-un semiinel necomutativ

Fie (R,+,0,-,1) un semiinel necomutativ cu operatiile notate aditiv si multiplicativ. Atunci pentru orice a
si b apartinand lui R si pentru orice numéar natural n > 1 are loc egalitatea:

(a—!—b)":Z{aioba“...baik‘ [0<k<mk+ig+ii+...+ix=n}.

Demonstratie: Prin inductie dupa n probam c (a +b)" =3 {a,b}". Cazul n = 1 este evident.

Presupunem adevarata egalitatea pentru n si demonstram pentru n + 1.

(a+b)"* = (a+b)"(a+b) = (3 {a,b}")(a+b) = (3 {a,b})a+ (> {a,b}")b = ({a,b}"a)+> ({a,b}"b) =
S ({a,b}"a U {a,b}"b) = 3 {a,b}" "

Folosind comutativitatea sumei si asociativitatea putem grupa dupa numarul k de factori b ai fiecarui produs.

Prin urmare : o ,
(a+0)" =3 {a,b}" = 3 gcpcniaba™ .. ba™ |ig + i1+ ... +ip =n —k}

=Y{a%ba" ...ba'* | 0 <k <n, k+ig+ii+...+i=n}.O

3.5 Repetitia
Definitia 3.3 Pentru orice matrice A patraticd cu elemente din P(S x S) prin definitie
A=A
n>0
Proprietati Repetitia definitd mai sus are propritatile:
R1 A*- (B-A*)* = (AU B)* unde A gi B sunt matrici pétratice cu acelagi numar n de linii si coloane
R2 (A-B)*=1,UA-(B-A)* - Bunde A:n—msiB:m —n

Demonstratie:

(A-B)* = (A-B)OUUi21(A-B)i = 1nUUj20A' (B-A)J-B=1,UA-(B-A*-B.

A4* ’ (B ) A*)* = Ukzo A* ’ (B ’ A*)k = UkZO(UiOZO AZO) ’ B ) (UhZQ A“) ...B- (Uik,zo Alk) =
U{A™-B-A".B...-B-A"|k > 0,i9p > 0,...i;, > 0} = Ungo{Am B A" -B...-B-A%lig+...+ix+k=n} =
Unzo(AUB)n =(AUB)*. O

Deoarece repetitia matricilor cu elemente relatii satisface toate axiomele impuse repetitiei in sectiunea
precedenta, deducem teorema urmatoare :

Teorema 3.4 Matricile cu elemente relatii formeazd un bifluz .

4 Bifluxuri de relatii

Pe langd matricile formate din relatii cu elemente din S, o altd categorie Rel(S) a fost folositd ca model
semantic pentru cazul nedeterminist. In cele ce urmeaza vom proba ca cele doua modele semantice sunt
izomorfe. Pentru orice numér natural a notam [a] = {1,2,..,a}.

Fie S o multime. Fie a,b doua numere naturale. Prin definitie

Rel(S)(a,b) = {r | r C (S x [a]) x (S x [b])}

este multimea péartilor lui (S x [a]) x (S x [b]).

Revenind la semantica programelor nedeterministe, observam ci r € Rel(S)(a,b) da semantica unui
program P cu « intrari i b iesiri daca si numai daca pentru orice 1 <i<a,1<j<b se€ Sgites,



((s,4),(t,j)) € r daca si numai daci executand programul P de la intrarea ¢ a lui P gi din starea s a
memoriei, executia se poate termina la iegirea j a lui P in starea t a memoriei.

In Rel(S) sunt definite urmatoarele operatii:

1. Pentru r € Rel(S)(m,n) si v’ € Rel(S)(n,p) compunerea r - 1" € Rel(S)(m,p) se defineste astfel :
et ={ ((s,9), (s",5)(3(s0, i0) € [n] x 5)[((s,7), (s0-i0)) € 7 51 ((s0,0), (s",5)) € '] }.
2. Pentru r € Rel(S)(m,n) si ' € Rel(S)(p,q) suma r + 1" € Rel(S)(m + p,n + q) se definegte astfel :

r+r'=rU{((s;m+i),(s,n+5)I((s0), (s, 7)) €r'}.
3. Pentru r € Rel(S)(m +1,n+ 1) definim 1 r € Rel(S)(m,n) pentru orice s,t € S ,1<i<msi
1 <5 <n prin

((s,), (t, 7)) €7 r dacd si numai daca
((s,i+1),(t,j+1)) €rsau
(3k = 0)(3s0, -, 51 € 5) ((s,i+ 1), (s0,1)) € 7, (Vj < k)((s5,1), (s541,1)) € 781 ((sx,1), (£,5 +1)) €7

Pentru orice pereche de numere naturale a, b existd o bijectie intre Rel(S)(a,b) si matricile cu a linii i b
coloane peste semiinelul relatiilor definita pentru

r C (S x [a]) x (S x [b]) si matricea A € [P(S x S)](a,b)
prin
((s,1), (t,7)) € r daca si numai daca (s,t) € A;;.

Teorema 4.1 Rel(S) si [P(S x S)] sunt izomorfe.

Demonstratie: Aratam ci existd un morfism bijectiv de la Rel(S) la [P(S x S)]. Bijectia este cea definita
mai sus. Mai trebuie si ardtdm c& bijectia este gi un morfism. Definim functia f de la Rel(S) la [P(S x S)]
astfel :

F(r)ig = {(s,)[((s,9), (¢, 5)) € r}
cur C(Sx[a]) x (Sx[b]),1<i<a,l<j<bsisteS. Aratdm cd f este morfism.

Probam ca bijectia f este morfism pentru operatia de compunere. Pentru r € Rel(S)(m,n) si
" € Rel(S)(n,q) ar&tdm c& f(r-r') = f(r)- f(r'), adicd f(r-r")i; = Up_y f(r)ik - f(r'),; pentru orice
I1<i<msil<j<gq.

Pentru orice s,t € S observam ca

(s,t) € f(r-1")ij < ((s,), (£, 7)) €7 -7

(3(s0, k)I((s,2), (s0,k)) € 7 51 ((s0, k), (£, ) € 7]
(3k)(Fs0) (s, 50) € f(r)in si (s0,1) € f(")x]
(3k)(s, 1) € f(r)anf ()i

(5:t) € Uy F)inf (1)

Deci f(rr') = f(r)f(r').

Probam c& f este morfism pentru operatia de adunare a relatiilor adica f(r + ') = f(r) + f (') pentru
orice r € Rel(S)(m,n) si ' € Rel(S)(p,q).

=
=
=
=



Consideram urmatoarele cazuri :

o Pentru ¢ < m si j < n obtinem f(r+1');; = {(s,8)|((s,7), (¢t,5)) € r +7'}. Dar din definitia sumei
r 4 ' observam ca ((s,1), (t,j)) € r + ' dacd si numai daca ((s,1), (t,5)) € r , prin urmare f(r 4+ 1');; =
{(s,0)I((s,2), (t,5)) € 7} = f(r)i;-

e Pentrui < psij < ¢ obtinem f(r+r")myint; = {(s,8)|((s,m~+1),(t,n+7)) € r+7'}. De data aceasta
observam, tot din definitia sumei 7 + ', c& f(r + 1 )miint; = F()i; = (F(r) + FO))mtin+j-

e Pentru ¢ < psi j < n obtinem f(r + 1 )mti; = {(s,t)|((s,m + 1), (t,5)) € r+r'}. Din definitia sumei
r+r', rezultd c& f(r+ 1" )myi; =0 = (f(r) + (') m+tij-

o Pentrui < msi j < g obtinem f(r+7")m.nt+; = {(s,t)|((s,m), (t,n+j)) € r+r'} . Din definitia sumei
r+r', deducem ca f(r+r")mnt; =0 = (F(r) + (') m,ntj-

Prin urmare , din cele patru cazuri de mai sus, deducem ca f(r +1");; = (f(r) + f(r'));; pentru orice
1<i<m+psgiorice 1 <j<mn+gq,deci f(r+7r")=f(r)+ f().

Notam cu r* inchiderea reflexiva si tranzitiva a relatiei r C S x S adicd 7* = 1g Ur Ur? U ... unde
1s ={(s,s)|s € S}.

Probam ca bijectia f este morfism pentru operatia feedback, adica f(1 r) =1 f(r) pentru orice
r € Rel(S)(m+ 1,n+ 1). Pentru orice s,t € S, 1 <i<msgi 1< j<n observam ca

(s;t) € (f(T 7))y & ((s,0),(t,5) € (17) & ((5,i+1),(t,j+ 1)) € rsau
(3k > 0)(Fuo, ..., ux € )[((s,i + 1), (uo,1)) € r, (V§ < k)((uy,1), (wjt1,1)) € r st ((ug, 1), (t,j+1)) € r]
& (s,t) € f(r)it1,j+1 sau

(3k > 0)(3ug, ..., ur, € S) cu (s,ug) € f(r)ix1,1, (Vi < k)(uj,u; +1) € f(r)n st (ug,t) € f(r)1j41

& (s,t) € f(r)ig1,j+1 sau (Fu,v € S)(s,u) € f(r)ix1,1, (v, v) € (f(r)11)* si (v,t) € f(r)1,j41
& (5,t) € f(r)iv1 01 U L(r)irr, i (F(r)1n) f(r)1 41

Prin urmare pentru orice 1 <i<msgi1<j<n

FOr)ig = F)it1 41 U F(r)ipr 1 (F(r)1) " f(1)1541

Scriind f(r) = ( f(gu g ) rezultd ca f(1 r)i; = Dij U Cin (f(r)11)*B1j = Dy U (C(f(r)11)*B)sj, deci

f(rr)=DUC(f(r)n) B=1f(r)
Corolar 1. Rel(S) e biflux.

4.1  Bifluxul relatiilor finite
Oricare ar fi numerele naturale a si b prin definitie
Rel(a,b) = {r|r C [a] x [b]}.

Daca S este o multime cu un singur element S = {x}, se constatd existenta unei bijectii intre Rel(a,b) si
Rel({x})(a,b) definita prin :

b(r) = {((*,%)(*,4))|(i,4) € r} deoarece * nu are decat un rol decorativ.

Debarasandu-ne de rolul decorativ al stelutei deducem ca relatiile finite formeaza un biflux Rel. Descriem
in continuare operatiile acestui biflux obtinute prin particularizare din definitiile lui Rel(x).

e Cu operatia de compunere si identitétile 1,, = {(¢,7)|1 < i < m} Rel este o categorie.

e Cu suma definitd pentru r € Rel(a,b) si v’ € Rel(c, d) prin



r+r =rU{(a+i,b+5)|(i,5) €r'}

Rel devine o categorie strict monoidala.

e Cu transpozitia bloc *X® € Rel(a + b,b + a) definits prin
“XP={(i,b+ i1 <i<a}U{(aty, )l <j<b}
Rel devine o categorie strict monoidala simetrica.

e Cu feedback-ul definit pentru r € Rel(m + 1,n + 1) prin
Tr={@GJ) emxMni+1j+1)ersauii+1,1)ersi(lj+1)er}

Rel este biflux.

5 Determinism

Programele deterministe au semantica intr-o subcategorie a lui Rel(S), denumitda PFn(S) si formata din
toate functiile partiale.

Teorema 5.1 PFn(S) este subbiflux al lui Rel(S).

Demonstratie In pasii de mai jos ai demonstratiei, vom arata ca aplicand operatiile bifluxului unor
functii partiale rezultatul este tot o functie partiala.

1. Dacd r € PFn(S)(m,n) si ' € PFn(S)(n,q), atunci r;7" € PFn(S)(m, q) deoarece compunerea de
functii partiale este functie partiala.

2. 1,(s,4) = (s,i) pentru orice i € [n] si s € S este functie.
Prin urmare, PFn(S) este subcategorie cu aceleasi obiecte ca ale lui Rel(.S).

3. Pentru r € PFn(S)(m,n) si 7" € PFn(S)(p,q) probam c& r + ' € PFn(S)(m + p,n+ q)
Fie ((s,4),(s', 7)) € r+ 7" 51 ((s,4), (s", k) e v+

Vom trata urmatoarele 2 cazuri :

e Pentru ¢ € [m] deducem ((s,4),(s',7)) € r 51 ((s,4), (s”,k)) € r. Deoarece r € PFn(S) rezulta cd

(s',5) = (", k).

e Pentru i > m deducem j > n, ((s,i —m),(s',j —n)) €', k>nsi ((s,i —m),(s",k —n)) € r'. Deoarece
r’ € PFn(S) rezultd ca (s',j —n) = (s”,k —n). Prin urmare j = k si s’ = §” deci (s',7) = (s, k).

Prin urmare PFn(S) este subcategorie strict monoidala a lui Rel(.5).

‘ s <<
4. "XP(s,i) = { (s,p+7) dacil<i<n este functie.

(s,i—n) dacdn <i.
Prin urmare PFn(S) este subcategorie strict monoidald simetricd a lui Rel(S).

5. Pentrur € PFn(S)(m + 1,n+ 1) aratdm c& 1 r € PFn(S)(m,n). Fie ((s,7),(s',7)) €7 r si
((s,4), (s",k)) €7 r. Tindnd cont de definitia lui T r € Rel(S) vom trata urméatoarele posibilitati :

e Pentru ((s,i +1),(s,j+ 1)) €rsi((s,i+1),(s",k+1)) €r deoarece r este in PFn(S) deducem
(s',7+1)=(s"k+1)deci (¢,7) = (5", k).

e Pentru ((s,i+1)(s',7+1)) € rsi ((s,e+1),(s”,k+ 1)) ¢ r observam ci existd so € S cu proprietatea
((s,i+1),(s0,1)) € r, prin urmare deoarece r este in PFn(S) deducem (s’,j 4+ 1) = (so, 1) ceea ce este o
contradictie deoarece j +1 > 1.

e Cazul ((s,i+1),(s",7+ 1)) ¢rsi((s,i+1),(s”,k+1)) € r conduce ca mai sus la o contradictie.

e Ultimul caz ((s,i +1),(s’,7+1)) ¢ rsi((s,i+1),(s",k+1)) ¢r implica
(Fu > 0)(3so, $1, -84 € S) cu ((s,i+1),(s0,1)) € r, (Vo <u)((sp,1), (s$p+1,1)) € 751 (($u,1),(s",5+1)) €r



precum si
E?v/ > )0)((5);96, sh, ))s;, € 8)cu ((s,i+1),(s,1)) €7, (Vg <v)((s,1), (s41,1)) € 7 si
s,,1),(s", k+1)) er.

Din ((s,i +1),(s0,1)) € r si ((s,i+1),(s(,1)) € r, deoarece r este In PFn(S) deducem so = s;. Prin
inductie probam ca s, = s;, atata timp cat p < wu g p <w.
Din ((sp, 1)(sp +1,1)) € rsi ((s},, 1)(s},41, 1)) € r deoarece s, = s;, conform ipotezei de inductie si r este in
PFn(S) deducem 41 = s, ;.

Probam cd u = v. Presupunem prin absurd, de exemplu ca u < v. Din cele de mai sus deducem
Sy = s),. Din

((su,1), (s, 5+ 1)) €7 51 ((su,1), (5,41, 1)) €7

deoarece r este in PFn(S) deducem j 4+ 1 =1, o contradictie.
Deoarece u = v, s, = s}, i r este in PFn(S) din

((su,1), (5,5 +1)) € rsi ((5,1), (" k+1)) er
rezulta cd (s, + 1) = (s”,k+ 1), deci (s',5) = (s", k).
Deci PFn(s) este subiflux al lui Rel(S).

5.1 Bifluxul functiilor partiale

Functiile partiale finite formeaza o categorie PFn avand numere naturale drept obiecte si morfismele
definite prin :

PEn(m,n) = {f | f : [m] -=— [n] functie partiald } pentru m,n € N.

Daci S este o multime cu un singur element S = {x}, se constatd existenta unei bijectii intre
PFn(m,n) si PFn(S)(m,n) definitd pentru orice f € PFn(m,n) prin :

h(f)((*,2)) = (x, f(7)) pentru orice 1 < i < m deoarece * nu are decat rol decorativ.

Debarasandu-ne de rolul decorativ al stelutei deducem ca functiile partiale formeaza un biflux. Descriem in
continuare operatiile acestui biflux, operatii obtinute prin particularizare din definitiile lui PFn(x).

e Cu operatia de compunere a functiilor partiale gi functiile 1,, : [m] — [m] cu 1,,(¢) = @ pentru orice
1 <¢ < m, PFn este o categorie.

e Cusuma f+ g € PFn(a 4 ¢,b + d) definita pentru f € PFn(a,b) si g € PFn(c,d) prin :
o0 ={ {500y eaisa
pentru orice i € [a + ¢|, PFn devine o categorie strict monoidala.
e Cu transpozitia bloc *X® € PFn(a + b, b+ a) definita prin
*XP={(i,b+)[1 <i<a}U{(a+y,5)1 <j<b}
PFn devine o categorie strict monoidala simetrica.

e Cu feedback-ul definit pentru r € PFn(m + 1,7+ 1) prin

) r(i+1)—1 dacar(i+1)#1
(1)) :{ r()—1  dacar(i+1)=1

PFn este biflux.
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6 Relatii si functii S-sortate

Relatiile finite S-sortate le vom nota cu Rels. Ele formeaza un biflux. Monoidul obiectelor este S*. Un
cuvant a € S* se scrie a = a103...0|q| unde |a| este lungimea sa si a; sunt literele sale pentru i € [|a].
Pentru a,b € S* prin definitie :
Rels(a,b) = {f C [la]] x [Ib[] (i,]) € f = ai = b;}

Operatiile in Rels sunt descrise in cele ce urmeaza.

Compunerea este definita pentru f € Rels(a,b) si g € Rels(b,c) prin :

f9=A@k)[(Ej) cu (i,j) € f sl (4, k) € g}.

Verificam ci fg € Rels. Dacé (i, k) € fg atunci (35)(¢,7) € f si (4, k) € g. Din (4,5) € f rezultd a; = b; iar
din (j, k) € g deducem b; = ¢ deci a; = ¢. Rezultd ca fg € Rels.

Observam cd 1, = {(4,4)|¢ € [|a]]} este in Rels.

Suma este definitd pentru f € Rels(a, b) si g € Rels(c,d) prin:

f+g=fu{lal+1[bl+ ) 5) € g}

Aratdm cd f + g € Rels(ac, bd) pentru f € Rels(a,b) si g € Rels(c,d). Fie (m,n) € f + g. Se arata ca

f + g € Rels(ac, bd) demonstrand ca (ac),, = (bd),.

Exista doué cazuri : daca (m,n) € f € Rels(a,b) ceea ce implicd m < |a|, atunci (ac)m = am = by, = (bd)y.
Al doilea caz presupune (m,n) € {(|a| + 4, |b| + j|(i,j) € g)}, adicA m = |a| + i, n = |b| + j si (4,7) € g.
Prin urmare , (ac)m = ¢; iar (bd), = d;. Dar (i,j) € g implica ¢; = d; ceea ce asigura egalitatea

(ac)jal+i = (bd)p45, deci (ac)m = (bd),.

Transpozitia bloc este definita prin :

X" = {(i, bl + )l € [lal]} U {(lal +14,3)|i € [|b[]}-

Pentru s € S gi f € Rels(sa, sb) prin definitie:

1 f={GJ) €llal] < [plll(i + 1,7+ 1) € fsau [(i +1,1) € fsi (1,j+1) € f]}
In primul caz (i + 1,7+ 1) € f implicd a; = b; iar in al doilea caz observam cé
a; = (sa)i4+; = (sb)1 = s = (sa)1 = (sb);11 = b;.

Exista un morfism U care actioneaza ca un functor atat pe obiecte cat si pe sageti :

U : Rels — Rel.
Pe obiecte morfismul de monoizi U : S* — N este definit prin U(a) = |a| pentru orice a € S*.
Deoarece Rels(a,b) C Rel(|al, |b]), daca f € Rels(a,b) atunci U(f) = f € Rel(|al, |b|), U actionand de la
Rels(a,b) la Rel(|al,|b|) ca o functie incluziune.
Ca morfism, U indeplinegte conditiile :
U(fg) =UNHU(g), Ula)=1p, U(f+9)=U(f)+Ul(g),.. etc

Verificarea axiomei (f + g)(u +v) = fu+ gv in Rels se face astfel :
(f +9)(u+0) =U((f +9)(u+0) = (U) + U(@HU(u) + U(v)) si fu=gv=U(f)U(u) + U(g)U(v) si

fu+gv=U(fu+gv) =U(f)U(u)+ U(g)U(v). Dar deoarece Rel este categorie strict monoidala
(U(f) + U()(U(w) + U(v)) = U(F)U(w) + U(g)U(v) prin urmare se obtine (f +g)(u+v) = fu+ go.

In acest stil se pot verifica toate axiomele conceptului de biflux pentru Rels.

Se observa ca in cazul particular cand S are exact un element, identificam S* cu monoidul aditiv al
numerelor naturale gi, prin urmare, Rels poate fi identificat cu Rel (relatiile finite).
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5 Reprezentarea programelor abstracte

VEC
February 14, 2010

Fie B un M-flux i X un monoid cu elementul neutru . Fie i,0: X — M doua morfisme de monoizi. Cu mici exceptii
acesta este cadrul folosit in aceasta lectie.
In cazurile concrete X este monoidul liber al instructiunilor gi M este monoidul aditiv al numerelor naturale.

1 Sintaxa
Definition 1 Fie a,b € M. Se numeste reprezentant de program cu a intrari gi b iesiri o pereche ordonata (z, f) unde z € X
si f € B(ao(x),bi(x)).
Multimea tuturor reprezentantilor de programe cu « intrari si b iegiri se noteaza cu Flx g(a,b). O
Principalele operatii cu reprezentantii de programe sunt compunerea, suma si feedbackul.
Definition 2 Compunerea lui (x, f) din Flx g(a,b) cu (y, g) din Fix g(b,c) este in Flx p(a,c) si este definitd prin
(@, 1) (s 9) = (@y, (f + Log)) (1o + “OXW) (g + 1)) (1e + T @X@)).0
Definition 3 Suma lui (z, f) din Fix g(a,b) cu (y, g) din Flx g(c,d) este in Fix g(ac,bd) si este definitd prin
(@, f)+ (g, 9) = (wy, (Lo + X+ 1o0))(f +9) (1o + DX+ 1()).0
Definition 4 Feedbackul lui (z, f) din Fix g(ab,ac) este in Flx p(b,c) si este definit prin
1z, f) = (z, 1% f).0

Pentru f € B(a,b) definim Ep(f) € Fix g(a,b) prin Eg(f) = (e, f).
Aceste definitii sunt sursa de inspiratie a urmatoarelor fapte.

1.1 M-fluxul instructiunilor
M-fluxul instructiunilor Q(X) este definit prin
e Q(X)(a,b) ={{a,x,b): x € X} pentru a,b € M,

d Compunerea’ <a‘a €L, b>7 <ba Y, C> = <Cl, LY, C>,

Identitate 1, = {(a,¢,a)

e suma (a,z,b) + (c,y,d) = (ac, xy, bd),

e permutarea “X’ = (ab, e, bay,

o feedbackul la stanga 1% (ab,z,ac) = (b,z,c).

Observam ca daca X este comutativ, atunci Q(X) este biflux.



1.2 Fluxul conexiunilor
1.2.1 Cazul aciclic

In acest paragraf presupunem numai ci B este o M-csmns. Definim in cele ce urmeaza o alta M-csmns K (B).
Pentru a,b € M definim
K(B)(a,b) = {{f,i,0): i,0 € M, [ € Bao,bi)}.

Pentru (f,4,0) in K(B)(a,b) si (f',¢,0") in K(B)(b,c) definim compunerea lor prin
(fris0) (F 7,0y = ((F + 1)1y + XN + 1) (1e + "X, i, 00).

Probam asociativitatea compunerii. Presupunem in plus ca (f”,i",0”) este in K(B)(c,d).

(i 0)s (£, 4,0)): (717, 07) =
([0 + 1) (1 XV + 1) (LX) L] (Le o+ 7 XY+ L) (La + T X, (@807, (00)o") =
(F + Toror) (1 X7 4 Lo (4 Ligr) (e + X 1) (Lo 7 XN (7 4 X7 VX0 (g + 7 X, i(0'07), 0(0/0")) =

((f +1o0) (Lo + X7 + 1) (f + X5 X (Lo + “IXT ) (Leo + 7X)
(f” 7X7 )(1(“77 + i’Xz)(ld + < + 11")(1(11 40 Xz) ( - 77) O(O/O”)> —

<(f + 10’0”)(117 + iX014+]_ ”)(1170 iXO”)(f/ ]-o”z)( ci! + O”Xi)(lc + i/iXO”)
(f7 4 L) (La + 77X (L + T X7, i(837), 0(0d'0”)) =

((f + Lo ) (Lo + XN+ 1) (e + “XT + 1) (7 + L) (Lo + TX7 + 1) (1g + “7X7),i(1'37), 0(00”)) =
((f + Loror) (Lo + X + L) (Le + XY (7 + Li)(La+ 7X7) + L)(La+ 77X, i(i37), 0(0'0")) =
(21,003 ((f' + Lo ) (e + “X)(f7 4 L) (g + TX7),i137,0'07) = (f,3, 005 ((f',,0); (£7,77, 7))
Pentru orice f € B(a,b) definim Iz(f) € K(B)(a,b) prin
In(f) = (£, A N).
Mentionim urméatoarele reguli de calcul
(Foi o) Ip(f) = (F(F +1i)viso)  si Ip(f)i(f7,0) = (f +1o)f 7', 0).

Deducem ca 1, = Ig(1,) este morfism identitate, deci K(B) este o categorie. Mai observam ca Ig: B — K(B) este
functor.
Pentru (f,i,0) in K(B)(a,b) si (f',i',0) in K(B)(c,d) definim suma lor prin

(fri,0) 4+ (f',i',0") = (1a + X+ 1) (f + f)(Ap + X+ 1), 47, 00').
Probam asociativitatea sumei. Presupunem in plus ca (f”,i”,0") este in K(B)(u,v).
((fri,0) + (fi,070) + (7,77, 07) =
((Lae + "X 4+ 1) [(La + X° + 1o)(f + f/) (Lo + X+ 1i) + 7] (Loa + XY + 1), (id')i7”, (00')0") =

((Lae + “X°+ Loo)(Laco + “X + 157)(1a + X + 1 w) I+ )+ [
(1b =+ 7‘Xd =+ 1i’1)i”)(1bdi + v XY + 1i”)(1bd + XY + 1, 77) (7, 7 ) 0(0/0”)> =

<(1ac + TXO + 10’0”)(111 + X+ Tuor 0”)(11100 + uXOI +1 ”)[f + (fl f”)]
(1bid + XY 4+ 1{7)(1}, + le + 11;1’1”)(1bd + XY + 1, 77) (7,/7,”) 0(0’0”)> =

((1g + X4+ 1) [f + (1c + ux 4 1) (f + f7)(1q + XY 4 1 (1 + X 41, »),4(i'1”),0(0'0”)) =

(£,1,0) + ((Le + “X + 1) (f + f7)(La+ X"+ 1)1, 0'0") = (f,3,0) + (17", 0) + (f7,i",0"))



Mentionam cazul particular
Ig(f) +(f',d o) = (f + [/, ).

Demonstram ci K(B) este o csmn. Este ugor de ardtat cd 1, este element neutru pentru suma morfismelor gi ci
1(1 +1, = 1(L+b'

Pentru (f,4,0) in K(B)(a,b) si (f',i,0") in K(B)(c,d) observidm c&
((f18,0) + 1o); (Lp + (f7,17,01)) = (Lo + X)(f + 1) (L + 'X), 4, 0); (Ly + [, 0') =
(Lo + XY (f + 1)Ly + X) + Lo) (Lo + X)Ly + f/ + 1) (1pg + “X0), i, 00) =
(Lo + X+ 1) (f + Leo) (1 + X+ 1) (Lpe + XY (1p + [/ + 1) (Loa + “X7), i, 00') =
(Lo + °X°+ 1) (f + Lo )Ly + XY (1o + f' + 1) (Lpa + X7, id", 00') =
(Lo + X+ 1o)(f + Leo) (i + F)(1p + "X ) (Lpa + 7X7),id", 00') =
(Lo + X+ 1) (f + )1y + X+ 140),44', 00"y = (f,i,0) + (f',i',0)
Pentru (f,i,0) in K(B)(a,b) si (f',i',0') in K(B)(b,c) observim ci
(fris0) + 1a): (F,0") +1a) = (Lo + UXO)(f +1a) (1 + X9, 4,00 (1 + IXO)(f' + La) (Lo + X, 0", 0) =
(Lo + XV (f +1a) (1o + XY + 1o) (Tpg + XY (1p + XV + 1a)Ae + "X + 1) Aeq + 7X7), it 00') =
(Lo + X+ 1o)(f + Lao)(1p + "X+ 1) (Lpa + X)Ly + X+ 1,)(f" + Lai) (Lo + “X? 4 1,)(Lea + “X0), i, 00') =
(Lo + BX°+ 16/)(f + Laor) (1 + X ) (1 + 9X7 + 1) (f + X7 XY (Lo + X+ 1) (1eg + 7X0), i’ 00) =
(Lo 4+ ¥X° 4 1o)(f + Laor) (1oi + X)Ly + X7 (Lpor + XN (' + Lia) (Lo + VX (Log + “X0), i, 00') =
(1g + 9X° + 1) (f + Lao ) (Lps + XV (1p + X + 1) (' + Lia)(Le + X 4+ 1) (1o + XY, i’ 00') =
(1o + 9X° + 1) (Lao + XV + Lora) (Lo + X7 + 1) (f' + Lia) Lo + "X+ 10)(1es + “ X (Lo + X+ 1,0), ', 00') =
(1o + X)(f + 1o)Xy + XN + 1)+ "X + 1a) e+ 7XY), i, 00') =
(f + 1)Ly + X)) + 1) (e + “X7), i’ 00) + 1a = ((f,,0); (f,7',0')) + La
Mai observam ca
(la+(f.i,0)); (Qa+ {f',7,0) = (La+ f,i,0); (La + f', ', 0') =
((La+ f + 1) (T + XY (Mg + f 4+ 1) (Lae + “X), i, 00") = (Lg + (f + 1o ) (1 + X7)(f + 1) (1 + "X, i, 00') =
Lo+ ((f + 1o) (1o + "XV + 1) (Lo + VX7, i, 00') = 1a + (f. 0, 0); (', 7', 0)

In concluzie K (B) este o csmn.
Este ugor de ardtat cd Ip: B — K(B) este un morfism de M-csmn.
Pentru a,b € M definim
axb _ IB( aXb)

si probam cd K (B) este o csmuns.
Pentru (f,i,0) din K(B)(a,b) observam ca

XU(f,0,0) + 1) X = (X + 1) (14 + XO)(f + 1) (1p + X)X+ 1;),4,0) = (X (f + 1.) X i,0) =
<]-c+fai70> =1+ <f7i70>'
Pentru (f,4,0) din K(B)(a,b) si ¢,d € M observam cd

(Lea + (f,3,0)); (X + 1p) = ((Lea + /) (X + 1), 3, 0) = (X! + f,i,0) = X! + (£, 0).



Restul axiomelor fiind ugor de demonstrat, concluzionam ca K (B) este o csmns. Mai observam ca Ip: B — K(B) este
un morfism de M-csmns.

1.2.2 Cazul ciclic
In ipoteza initiald ¢ B este un M-flux vom arta c& si K (B) devine un M-flux.

Pentru (f,4,0) din K (B)(ab,ac) feedbackul este definit prin

14 (f,i,0) = (1% f,i,0).

Pentru (f,4,0) din K (B)(ab,ac) si (f,i,0') din K(B)(d,b) observim ci

(f1,0,0); 1% (friy0) = (f1,4,0): (1 £, 0) = ((f + 1o) (Lo + “X°)(19 f + Li)(Le + X¥), ", 0/0) =
(1% (L + £+ 1) (Lap + “X)(f + L) (Lae + 'X¥)),43,0'0) =19 {(La + ' + Lo)(Lap + " X)(f + L) (Lae + X7, "4, 0'0) =
T ((La + f',4,0"); (f,4,0)) =1% (Lo + (f', 4", 0")); {f. 1, 0))

Pentru (f,4,0) din K (B)(ab,ac) si (f',i,0') din K(B)(c,d) observim ci

(19 (f,i,0); (f53",0') = (1% friy0); (1,4, 0) = (1% £+ Lor) (Lo + XN (' + 1) (1a + 7X7), id, 00') =
(19 ((f + Lo) (Lae + XY (Lo + '+ 1) (Lag + ¥X7)), i, 00") =19 {(f + Lor)(Lae + X ) (Lo + f/ + 1)(Laa + “X), i, 00) =
T ((f. 4,00 (Lo + f/,1,0")) =1% ({f,4,0); (1a + (f',7, 0)))

Pentru (f,4,0) din K (B)(ab,ac) si d € M observim ci

(1% (f,4,0)) + La = (1% f,4,0) + Lo = ((1p + *X°) (1% f + La)(Le + 'X%),4,0) =17 ((Lap + “X°)(f + 1a)(Lae + 'X%),i,0) =
T ({f.i,0) + 1a)

Pentru (f,4,0) din K (B)(abc, abd) observim ci

11 (f,1,0) = (11 f,i,0) = (1% f,i,0) =1 (f,4,0)

Pentru (f,4,0) din K (B)(bac, abd) observim ci

198 ((*X" + 1o)(f,3,0)) = (10 [(*X" + Leo) f1, 4, 0) = (10 [F(*X" + Laa)], 4, 0) =17 ((f,4,0); (X" + 1a)).

Deoarece egalitatile 7% 1, = 1y si T X = 1, sunt usor de probat concluzionim ci K (B) este un M-flux. Mai observim
i Ip: B — K(B) este un morfism de M-fluxuri.
1.3 Fluxul reprezentarilor de programe abstracte
Produsul cartezian Q(X) x K(B) cu operatiile pe componente este un M-flux. Pentru a,b € M definim

P(a,b) = {{{a,z,b),(f,i(x),0(x))): v € X, (f,i(z),0(x)) € K(B)(a,b)}.

Deoarece P este o submultime a lui Q(X) x K(B) care este inchisd la compunere, suma, feedback gi include constantele 1,
si aX® pentru orice a,b € M, deducem c& P este un M-flux.

Functia care duce ((a,z,b), (f,i(x),o(z))) € P(a,b) in (z, f) din Fix g(a,b) este un izomorfism cu privire la compunere,
sumi, feedback si constantele 1, si *X°. Prin urmare Flx p este un M-flux.

Reamintim ci pentru orice f € B(a,b) prin definitia Eg(f) = (e, f) din Fix p(a,b). mentionam urmétoarele reguli de
calcul

i <J3, f>;EB(g) = <Z‘, f(g+ 1z(m))> pentru <J3, f> € FZX7B(aab) sige B(b7 C)a
i EB(f); <Z‘, g> = <Z‘, (f+ 1o(m))g> pentru f € B(avb) si <J3, f> € FZX7B(baC)7
o Eg(f)+(z, g) = (z, f+g) pentru f € B(a,b) si (z, g) € Fix 5(c,d).



Deducem ca Ep: B — Flx p este un morfism de M-fluxuri.
Mentionam si regula de calcul a feedbackului la dreapta. Daca (z, f) € Flx g(ba,ca), atunci

(@, f) 19= (@, (1o + "OX)f(Le + XN 1) = (@, 1 [(“X° + Lo) f( X + Ligay)])-

2 Semantica

Remarcam ca morfismele unei csmn B formeaza impreuna cu operatia suma un monoid pe care-1 notam tot cu B.
Se stie ca interpretarea da semantica instructiunilor din care se construesc programele. Interpretarea atageaza fiecarei
instructiuni ¢ € 3 o functie partiala

I(o) € Pfn(S)(i(a),0(9))

unde i(o) gi o(c) sunt numéarul intrarilor, respectiv iegirilor lui o. Extinzénd functiile 7,0 si Z la morfisme de monoizi
1:%* — (w,+,0), 0: % — (w,+,0) s Z : ¥* — Pfn(S) se observa ci Z devine un morfism de monoizi de la monoidul
liber al instructiunilor la monoidul morfismelor lui Pfn(S). Mai remarcam ca

(Vz € £*)I(x) € Pfn(S)(i(x), o(x)).
Aceste fapte constituie motivatia pentru definitia urméatoare.
Definition 5 O interpretare a monoidului X in csmn B este un morfism de monoizi
I:X — (B,+,1))

cu valori iIn monoidul morfismelor lui B.
Notand cu s : (B,+,1)) — M, respectiv cu ¢ : (B,+,15) — M morfismele de monoizi care atageaza fiecarui morfism
din B sursa, respectiv cosursa sa, vom spune ca I este o interpretare cu privire la Is gi Ic. O

Fie u,v : X — Ob(B) sunt doud morfisme de monoizi. Daci I este o interpretare a monoidului X in csmn B cu privire la u
si v atunci (Vo € X)I(z) € B(u(z),v(x)).

Dupa aceasta introducere revenim la cadrul general al acestei lectii.
Fie B un M-flux i ¢,0: X — M doua morfisme de monoizi.

Proposition 6 Pentru orice x € X definim Ex(z) € Filx p(i(x),o(z)) prin
Ex(z) = (z, i(?l:)xo(q;)>.

Ex este o interpretare a lui X in Flx p cu privire la i i o care este numita interpretarea standard a lui X in Flx p. In
plus Ep(f) permutd cu Ex (x) pentru orice f € B(a,b) si x € X.

Proof: Probam ca Ex este morfism de monoizi.

Evident Ex(1.) = (g, ‘X)) = (¢, 1,) = 1,.
Pentru z,y € X

Ex(x) + Ex(y) = (x, “@X°@) 4 (y, ‘WXW) =
(zy, (11.(30) 4+ iwxel) 4 1O(y))(i(m)xo(m) + i(y)XO(y))(lo(w) + i(z) o) L 1i(y))> = (zy, i(my)XO(my)> = Ex(zy).
Mai observam ca

(Lo + Ex(@)(Es(f) + o) = (2, Lo+ "@X N Ep(f + 1o()) =
(@, (Lo + " OXO)(f + Loy + Liw)) = (@, f+ DX = Ep(f) + (z, @X*W) = Ep(f) + Ex(z). D
Proposition 7 Pentru orice (z, f) din Flx p(a,b)

(@, f) = (1o + Ex(2))Ep () 1.

Proof: ((la+ Ex(2))Es(f)) 1= ((z, Lo + "@X@)Eg(f)) 11 = (2, (1o + @XO)(f + 1iir)) 17 =

(@, [(f + Lige)) (Lp + “OX)] 11®) = (a, f).0



Lemma 8 Fie B un M-flux. Pentru morfismele
x:i—osiy:i — 0,
fiao—bisig:bo —ci

daca fPy, atunci

(Lo +2)F) 15 (1o + 1)) 1= (Lo + 2 + 9)(f + 1o) (1 + XY (g + 1) (1 + “ X)) 17

/Tii,.
) 1=

Proof: ((Lo+ o +4)(f + 1o)(1 + XY (g + L)(Le + “X) 1= (Lo + 2)f +5)(1s + X)) (g + L) (Le + 'X))
(Lo +2)f + 1)Ly + XY (1 +y)g + 1) (Le + X)) 1717= (Lo +2) F[(1p + X (1 + y)g + 1) (1e + 7X)] 1
(Lo +2)f[((1o +y)g) T° +1:]) T'= (1o +2)f) T5 (1o +y)g) 1" . O

Lemma 9 Fie B un M-flux. Pentru morfismele
x:i—osiy:i — 0,
fiao—bisig:co — di
daca fPy, atunci

(L +2)F) 1" +((Le + 1)) 1°= ((Lae + 7 + y) (1o + X° + 1o)(f +9)(1p + 'X? + 15)) 17

Proof: ((lac+ +y)(la + X+ 1o)(f + g)(1p + X + 151)) 1=
(Lo + X' + 1) (Lo +2)f + (L +9)g) (1o + 'X? + 1)) 1717= )
(Lo + XY ((La +2)f + [(Ae +1)g] 1) (Lo + X)) 1= (1o +2)f) TP +((1o +y)g) 17 . O

Theorem 10 Pentru orice morfism de fluxuri H: B — B’ si pentru orice interpretare I a lui X in B’ cu privire la i; H si
o; H dacd H(f) permuta cu I(x) pentru orice morfism f din B si orice € X, atunci existd un unic morfism de fluxuri

<I, H>f: FlX7B — B
cu proprietatile Ex; (I, H)f =1 i Eg; (I, H)f = H.

Proof: Probim unicitatea. Presupunem ca morfismul (I, H)/ din enunt exista si are proprietitile cerute. Daca a € M,
atunci (I, H)Y (a) = (I, H)/ (Ep(a)) = H(a). Pentru orice (z, f) din Flx p(a,b), utilizdnd propozitia precedenti deducem

(I, ) ((z, f)) = ((Lg(a) + I(@)) H(f)) 170D

ceea ce probeaza unicitatea morfismului cerut in enunt.
Probam existenta. Definim (I, H)/ prin

e pentru orice a € M, (I, H) (a) = H(a)
e pentru orice (z, f) din Flx p(a,b)
(L H)Y (2, 1) = (Laga) + 1(2)H(f)) 170
Daca (x, f) este din Flx p(a,b) si (y, g) este din Fix g(b,c), atunci utilizand lema 8 deducem
(L, ) (@, £){ys 9)) = (Ligay + T(@y)) H((f + Log)) (Lo + “@XG) (g + Ligy) (Le + TWXID))) pHEE0)—
(Lergay + (@) + T (H(f) + Laoy) (Luey + FEEDXTCOD)VH (g) + Ly (iay)) (La(ey + HO@XITC@))) pHE@)HGW) —

[(Lrray + L@)H ()] 1D (Lo + L) H ()] 17O = (1, H) ({z, £)); (I, H) (4, 9)).

Daca (z, f) este din Flx p(a,b) si (y, g) este din Flx p(c,d), atunci utilizand lema 9 deducem
(L H) (@, f)+ (9, 9) = ((Largae) + L@y)) H((Ta + X + 1)) (f + 9)(1p + “@XT 4 1)) 1HOE0)=

((Ler(ayrcey + 1) + I() (Lar(ay + TOXACE) 115 0VHE) + H(9)) (L) + TEEIXID 115 0000)) THEEHEW) =



[(Lergay + (@) H ()] 17D [y + L)) H ()] 17O = (1, H) ((z, f)) + (I, H) ({y, 9)).

Dacé (z, f) este din Fly g(ab,ac), atunci
(L, H)YF (1% {z, f)) = (L, H) (2, 1% ) = [Qae) + L@)HQ® O] THEED=17@O (1) + () H(f)] 170D =
M@ AL HY (2, f))-

Daca f € B(a,b), atunci
(I, B (B (f)) = (L) + 1) H ()] 17U = H(f),

prin urmare (I, H)/(1,) = 1, si (I, H)f (*X?) = X"
Daca z € X, atunci

(I, H) (Bx (2)) = (L) + (@) H(@XOO)] HE@) = (HEEDXTCO) (I (@) + 1p60y)) 170D = 1(2). O



7 PROGRAME ABSTRACTE

VEC
February 14, 2010

Deoarece un program poate avea mai multe reprezentari, vom considera ca echivalente diversele reprezentari ale aceluiasi
program. Mai mult, doud programe reprezentate prin grafuri etichetate se considera egale daca cele doud grafuri sunt izomorfe.

Pentru a formaliza aceste idei vom discuta despre programe nedeterministe (conexiunile sunt din Rel) cu instuctiuni din
multimea Y. Fie deci doud morfisme de monoizi i: ¥* — (N,+,0) gi 0: ¥* — (N, +,0) care indica numérul intrarilor,
respectiv numarul iegirilor. Reamintim ca aceste morfisme se prelungesc in mod unic la morfisme de csms de la Biy la Rel,
morfisme pe care in cele ce urmeaza le notam tot cu ¢ si 0. De exemplu pentru j € Bix(x,y) morfismul i(j) € Bi(i(z),i(y))
poate fi definit prin

Z(])(Z(J?ll‘g .. .Jﬁm_l) =+ t) = i(ylyg ... yj(m)fl) +t (1)

pentru orice m € [|z]] si t € [i(zm)]-
Programul reprezentat prin (z, f) din Fis rei(a,b) poate fi vazut ca un graf etichetat astfel:

1. Sunt a noduri pentru intrarile programului, b noduri pentru iesirile programului si || noduri interne etichetate cu literele
lui x.

2. Relatia f € Rel(a+ o(x),b+i(x)) da sagetile programului dupa cum urmeaza

1. pentru p € [a] siq € [b],
(p,q) € f

daca gi numai daca exista o sageata de la intrarea p a programului la iegirea ¢ a programului,
2. pentrup € [a], m € [|x]|] sit € [i(xm)],
(P, b+i(ry +a2+ -+ xm1)+t)Ef

daca i numai daca exista o sageata de la intrarea p a programului la intrarea ¢ a instructiunii z,, care eticheteaza
varful m,

3. pentrun € [|z|], s € [o(zn)] si ¢ € [b],
(a+o(ry+ax2 4+ +xn_1)+5,q) € f
daca gi numai daca exista o sageata de la iegirea s a instructiunii x,, care eticheteaza varful n la iegirea g a programului.
4. pentrun € [|z]], s € [o(xn)], m € [|z|] si t € [i(zm)],
(a+o(xyi+xa+- - +xp_1)+s,bti(xs +a2+ - +xmo1)+t)ef

daca si numai daca exista o sageata de la iegirea s a instructiunii x,, care eticheteaza varful n la intrarea ¢ a instructiunii
Ty, care eticheteaza varful m.

Proposition 1 Programele reprezentate prin (z, f) si (y, g) din Fls ge(a,b) sunt izomorfe daca gi numai daca exista
j € Bix(z,y) astfel incét
f(y+1i(4)) = (1a + 0(4))g- (2)

Proof: Daca cele doua programe sunt izomorfe, atunci exista o bijectie j intre nodurile interne ale lor astfel incat nodurile
care corespund prin j sunt etichetate cu aceeasi instructiune, adicd j € Bix(z,y). In continuare vom presupune existenta
bijectiei j € Bix(z,y) gl vom arita ci aceastd bijectie stabilegte un izomorfism intre cele doud scheme daci gi numai daca
egalitatea (2) este adevarata.



Pentru inceput sa explicam care este semnificatia bijectiilor

i(j) € Bi(i(x),i(y)) si o(j) € Bi(o(x),0(y)).

In (1) i(z1 + 22+ -+ xm—1) + ¢ reprezintd intrarea ¢ a instructiunii x,, care eticheteaza nodul m din programul reprezentat
prin (z, f) sii(y1 +y2+- - +Yjum)—1) +1t reprezinta intrarea t a instructiunii y;(,,) = m care eticheteaza varful corespunzator
j(m) din programul reprezentat de (y, g).

Prin urmare i(j) este o bijectie intre toate intrarile instructiunilor programului reprezentat prin (x, f) si toate intrarile
instructiunilor programului reprezentat prin (y, g) astfel incat doud intrari corespund prin i(j) dacd si numai daci sunt
intrarile cu acelagi numéar a unei instructiuni care eticheteaza doud varfuri care corespund prin j.

Analog, o(j) este o bijectie intre toate iegirile instructiunilor programului reprezentat prin (z, f) si toate iesirile instructiunilor
programului reprezentat prin (y, g) astfel incat doud iesiri corespund prin o(j) dacd si numai dacd sunt iegirile cu acelagi
numar a unei instructiuni care eticheteaza doua varfuri care corespund prin j.

Egalitatea (2) este echivaventa cu urmatoarele patru egalitati:

L (Lo + Tog@) (L +i() (1o + L @) = (1o + To@)) (1a + 0(5))g(1p + L'

2. 1a+T f(ly+1 1, +To(m) 1o +0(j gJ_b—Fll(y)

) (
( ) (
3. (Ta+ o) f g(1p + L1W)
( ) (

(
(
(
4. (

) )
( ( = ( ) (4)) )
(1p +i(j = (Ta + o)) (La +0(5)) )
Ta+ Lo)f (1o + i = (Ta+ Lo@)) (Lo + 0(5))g(L? + Ligy)).

Prima egalitate este adevaratd daca si numai dacd pentru orice p € [a] si ¢ € [b] urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
e in programul reprezentat prin (z, f) existd o sdgeatd de la intrarea p a programului la iegirea ¢ a programului
e in programul reprezentat prin (y, g) existd o sigeatd de la intrarea p a programului la iegirea ¢ a programului.

intr—adevér, deoarece
(P a) € f & (pa) € FLo+i(7) < (@) € (Lo + Tog@) (1 +i()(1p + L'W)

si
(p, @) € g (p, @) € (la+0(j))g < (0, @) € (Lo + Tow))(La + 0(j))g(Ly + L'¥))

rezulta ca prima egalitate este echivalenta cu
(Vp € [a])(Vg € [b])[(p, @) € f <= (p, @) € 9],
adica cu enuntul de mai sus.

A doua egalitate este adevératd dacd gi numai dacd pentru orice p € [a], m € [|z]] si t € [i(z,)] urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

e in programul reprezentat prin (z, f) exista o sageata de la intrarea p a programului la intrarea ¢ a instructiunii z,, care
eticheteaza nodul m

e in programul reprezentat prin (y, g) exista o sageata de la intrarea p a programului la intrarea t a instructiunii y;(,,) =
Zm care eticheteaza varful corespunzator j(m).

intr—adevér, deoarece prima afirmatie este echivalenta succesiv cu
(p, b+i(r1+ a2+ -+ xma1) +t) € f
(P, b+i(j)(i(x1 + a2+ -+ xm—1) + 1)) € f(1p+1i()))
D iyr+ 2+ + Yjmy—1) + 1) € (Lo + Toga)) f (Lo + (1)) (LY + Ligy))

si a doua afirmatie este echivalenta succesiv cu
(P, b+i(yr +y2+ -+ Yjm-1) +1) €g

(. b+i(yr + Y2+ 4 Yjm)—1) +1) € (Lo +0(j))g



i +y2 4+ Yjem—1) + ) € (la + To@)(La +0(3))g(L" + L)

rezulta enuntul de mai sus.

A treia egalitate este adevirata dacd gi numai daci pentru orice n € [|z|], s € [o(z,)] §i ¢ € [b] urmétoarele afirmatii
sunt echivalente:

e in programul reprezentat prin (z, f) existd o sigeata de la iegirea s a instructiunii z,, care eticheteaza varful n la iegirea
q a programului

e in programul reprezentat prin (y, g) exista o sageata de la iesirea s a instructiunii y;(,) = x, care eticheteaza varful
corespunzator j(n) la iegirea ¢ a programului.

Intr-adevir, deoarece prima afirmatie este echivalenta succesiv cu
(a+o(xy+x2+-+xp_1)+s,q €f

(a+o(xy + a2+ +x0m1) +5, q) € f(1p +i(5))
(o1 + @2+ -+ xn1) + 5, 4) € (Ta + Lo f (1p + () (1p + L)
si a doua afirmatie este echivalenta succesiv cu
(ato(yr+y2+-+yjm-1)+s 9 €g
(a+o(j)(o(x1 + @24+ an-1)+5),q) €9
(a+o(x1+xo+ - 4 zn-1)+5,q) € (1a+0(j))g
(o(@1 +x2 4+ @0 1) +5,9) € (Ta+ Log)) (Lo +0(5))g(1s + L'V)
rezulta enuntul de mai sus.

A patra egalitate este adevaratd dacd si numai dacd pentru orice n € [|z|], s € [o(xn)], m € [|z]|] si t € [i(zm)]
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

e in programul reprezentat prin (x, f) existd o sigeatd de la iegirea s a instructiunii =, care eticheteaza varful n la
intrarea ¢ a instructiunii x,, care eticheteaza nodul m

e in programul reprezentat prin (y, g) exista o sageata de la iesirea s a instructiunii y;(,) = x, care eticheteaza varful
corespunzator j(n) la intrarea t a instructiunii y;(,,) = &, care eticheteaza varful corespunzator j(m).

intr—adevér, deoarece prima afirmatie este echivalenta succesiv cu
(a+o(xy+xa+ - +xp_1)+s,bti(xs +a2+ - +xTmo1)+t)ef
(a+o(zy 4 +an1)+s b+i(f)(i(z1 + -+ Tm-1) + 1)) € f(Lo +i()))
<0({E1 +xo+ -+ xnfl) + s, Z.(yl +y2+---+ yj(m)—l) + t> € (Ta + 1o(m))f(]-b + Z(J))(J-b + 1z(y))
si a doua afirmatie este echivalenta succesiv cu
(at+oyr +ya+ -+ Yjmy—1) + 5, b+ilyr +y2 + -+ Yjmy—1) +t) €g
(a+o(j)(o(zr + - +an_1)+3s),b+ilyr + - +Yjmy-1) +1) €y
<a‘ + O(xl + -+ xnfl) + s, b+ Z(yl +- 1+ yj(m,)—l) + t> € (]-a + O(J))g
(o1 + a2+ F@n1) + 5, iy +y2 + -+ Y1) +1) € (Ta+ Log)) (Lo +0(5))g(L° + Ligy))
rezulta enuntul de mai sus. O

In propozitia anterioara este vorba despre ceea ce in continuare se va numi simulare prin bijectii. Simularea, asa cum este
prezentata in paragraful urmator este un concept abstract rezultat din studiul mai multor tipuri de simulari, printre care si
simularea prin bijectii.

Studiul simularii prin bijectii va fi reluat in celalalt paragraf unde va fi prezentata simularea prin bijectii abstracte, adica
simulalea prin ac-morfisme.



1 Simulare

Fixam ipotezele in care lucram. Fie X un monoid si Y o X-csms. Fie B un biflux. Fiei: ¥ — B sgio: Y — B doua
morfisme de csms.

Definition 2 Fie (z, f) si (y, g) din Flx p(a,b). Spunem ca (z, f) simuleaza prin j € Y (x,y) in (y, g) si scriem

(x, ) —j v, 9)

daca f(1, +i(j)) = (1a + 0(j))g-
Spunem ca (z, f) simuleaza prin Y in (y, g) si scriem

<J3, f> Y <ya g>

daca exista j € Y(x,y) astfel incat (x, f) —; (y, g). O

Proposition 3 Relatia —y este o preordine compatibild cu structura de flux a lui Flx p.

Proof: Pentru reflexivitate observam ca

<Z‘, f> 1, <J3, f>
Pentru tranzitivitate demonstram ca (z, f) —; (v, g) si (¥, ) —« (2, h) implicd (x, f) —jx (2, h).
Intr-adevar din f(1, +i(j)) = (1o + 0(j))g si g(1p +i(k)) = (14 + o(k))h deducem

f(Lp +i(Gk)) = f(Lo +i(7)(1p +i(k)) = (1o + 0(4))9(1s + i(K)) = (Lo + o(jF))h.

Pentru compatibilitatea cu compunerea demonstram ca (z, f) —; (2/, ') in Flx g(a,b) si (y, g9) —& (¥, ¢') In Fix g(b,c)
1mphca < f> <ya g> —j+k <£E/, fl>; <ylv g/>

Intr-adevir din f(1y +i(5)) = (1o + 0(j))f" si g(1c +i(k)) = (1, + o(k))g’ deducem

[(f + Logy)) (1o + “’"’X"(y))(g + i) (e + TOXEN (1, +i(j + k) =

( (1 + "X W) (g + Lig)[Le + XD (i() + (k)] =

(f + Logy)) (Lo + "X [g(L, +i(k)) +i(5)] (Le + ¢IXE)) =

(f + Logy) (s + “@XO)[(1, + o(k))g’ +i(5)](1e + @IKCD) =

( [ (o )

[ ()
7))

—

)
Ly + {OXW (o(k) +i(7)))(g + Lien) (Le + "@IXE) =
)+ o(k)](1y + HEIXWD) (g + 15(0) (1o + 1@IXI) =
[ I+ o(k)] (1 + i(a’) oy ))(g + 11(30 N (1 + i(y’)Xi(m’)) _

(Lo + o(g F RN+ o) (1 + XY (g + L) (L + 1@IXIED)),

Pentru compatibilitatea cu suma demonstram ca (z, f) —; (&', f') in Flx g(a,b) si (y, 9) —& (v, ¢') In Flx g(c,d)
1mphcé <£E, f> + <ya g> —j+k <£E/, fl> + <y/a gl>

Intr-adevar din f(1, +i(j)) = (1o + 0(j))f" si g(1a +i(k)) = (1. + o(k))g" deducem

[(La + X 4 100))(f +9) (Lo + "X+ 1i0))] (Loa +i(] + k) =

(Lo + X2 + 1) (Lo +i(5)) + g(La + (k)] (1p + “@IXT + 1) =

(Lo + X 4 1o0))[(La + 0(N))S + (Le + 0(k))g/I(1s + DX + 1)) =

(Lac +0(j + k)[(La + XD 4 L) (f +9) (1o + X 4 L))

Pentru compatibilitatea cu feedbackul demonstram ca& (z, f) —; (y, g) in Flx g(ab,ac) implica 1% (z, f) —,; 1% (y, 9).
Intr-adevir din f(lae +4(5)) = (1ap + 0(4))g deducem

(1 e +1(7) =1 [f (Lae + ()] =1 [(Lap + 0(5))g] = (1o + 0(5))(1* 9). B

In cele ce urmeazi vom utiliza o simplificare a scrierii bazata pe faptul ca Ex si Ep sunt injective. Pentru z € X in loc de
Ex(x) vom scrie pur si simplu z gi pentru un morfism f din B in loc de Eg(f) vom scrie pur gi simplu f.



Fact 4 In Flx p pentru orice z,y € X

(x +y)o("XY) —axv i("XY)(y + 2)

Proof: Observam ca A

(z +y)o(“XY) = (z +y, T (6(TXY) + 1i(44)))
sica )

i("XY)(y +2) = (y+x, ((("XY) + Loyq)) @TIXWED),
Prin urmare
(DX (0 7X) + Lo Loy a) + (X)) = TEHIXAHD (X0 4 1IXI0))
(DX 4 o@XAW) WX = (1 )+ o "XE(XY) + Loy a9) @HIXOH)] O

Lemma 5 Fiei: Y — Bsio: Y — B doua morfisme de csmns si I o interpretare a monoidului obiectelor lui Y in B cu
privire la restrictiile lui 4 si o la obiectele lui Y cu proprietatea ca orice morfism din imaginea lui I permuta cu orice morfism
din imaginea lui ¢ gi din imaginea lui o.
Fie = o preordine compatibila cu operatiile din B. Daca
I(z +y)o(*XY) = i(*XY)I(y + x) oricare ar fi obiectele x,y din Y,

atunci
I(z)o(h) = i(h)I(y) pentru orice h € Yy (z,vy).

Proof: Pentru obiectele arbitrare = si y din Y notam

S(,y) = {h e Y(z,y): I(x)o(h) = i(h)I(y)}-

Vom arata ca S este o subcategorie strict monoidala nepermutabila simetrica a lui Y.
Daca h € S(z,y) si f € S(y, z), atunci I(z)o(h) =i(h)I(y) si I(y)o(f) = i(f)I(z), prin urmare

I(z)o(hf) = I(z)o(h)o(f) = i(M)I(y)o(f) = i(h)i(f)I(z) = i(hf)I(2)

deci S este stabila la compunere. Din reflexivitatea lui = rezulta ca S include morfismele identitate deci este o subcategorie.
Dacd h € S(x,y) si f € S(z,w), atunci I(x)o(h) = i(h)I(y) si I(2)o(f) = i(f)I(w), prin urmare

Iz + 2)o(h + f) = I(x)o(h) + I(2)o(f) = i(R)I(y) + i(/)I(w) = i(h + [)I(y + w)

deci S este stabila la suma. Folosind si ipoteza deducem ca S este subcategorie strict monoidald nepermutabila simetrica
a lui Y. Deoarece Y, este cea mai mica subcategorie strict monoidala nepermutabila simetrica a lui Y rezulta ca Y,, este
inclusa in S, ceea ce probeaza concluzia. O

In cazul particular al csms i al egalitatii enuntul lemei devine:

Corollary 6 Fie i,0:Y — B doud morfisme de csms si I o interpretare a lui Ob(Y') in B cu privire la restrictiile lui i si o
la obiecte.
Daca f € Yya(a,b), atunci I(a)o(f) = i(f)I(D).

Proof: Pentru a deduce concluzia aplicand lema 5 egali‘;ét;ii din B in rolul preordinei = este suficient sa probam ipoteza
lemei. Intradevir I(ab)o(*X®) = (I(a) + I(b)) ®@X°®) = i@OXO) (1(p) 4 I(a)) = i(*X®)I(ba). O

Lemma 7 Daca = este o congruentd in Flx g cu proprietatea (x +y)o(*XY) = i(*XY)(y + x) pentru orice z,y € X, atunci
1. Simularea prin Y, este inclusa in =.

2. Céatul lui Flx g prin = este un biflux.



Proof: Din lema 5 aplicata interpretarii standard Ex si congruentei = deducem pentru orice j € Yy (x,y) ca

zo(j) =i(j) v-
1. Presupunem ci (z, f) —; (y, g) in Fix g(a,b) cu j € Yyu(z,y). Deducem f = (1, + 0(j))g(1p +i(51)) prin urmare

gx, f>> = [(La +2)f] 1@ = [(La + z0())g(Le +i(51)] 17 = [(1a + (1)) (La + zo(7))g] T'®= [(La +i(5)"i()y)g] 17V =
Y, 9)-

2. Este suficient s& aratam pentru orice (x, f) in Fix g(a,b) si pentru orice (y, g) in Fix p(c,d) ca

(z, f) + {y, 9) = “X((y, g) + (=, f))?X".

Avand in vedere prima parte a demonstratiei este suficient s& aritam pentru orice (z, f) in Flx p(a,b) si pentru orice (y, g)
in Flx p(c,d) ci (z, f) + (y, g) simuleaza prin *XY in *X°((y, g) + (z, f)) X",

Decarece “X*((y, g) + (&, £))“X° = (yz, ("X + Logyey) (Lo + "X + 1ogey) (g + F)(La+ DX + 1)) (UX0 + 1)) =
(ya, (“XW 4+ 150)(g + H(TOX + 1))

afirmatia de mai sus rezultd din urmatoarele egalitati

[(Ta + X 4 1o0)(f + g)(lb + {OXT 4+ 150)) (Loa + i( TX”))
(v)
(Lo + X 4 1,(,)) @0@XOW (g 4 f) WX (1, 4 WD XEW) =
(Lo + X 4 1o0))(1g + oWXW)(ax0W) i Lo@)(g + H(TOX" + 1)) =
(Lae + o "X [(* XY + 1,0))(g + /(DX + 1)) O

Fie ~y congruenta generata de simularea prin Y. Notdm cu Fx : X — Flx p/~y compunerea lui Ex cu morfismul de
factorizare canonic. Notdm cu Fg: B — Flx p/~y compunerea lui Ep cu morfismul de factorizare canonic.

Theorem 8 Flx p/~y este un biflux, Fip este un morfism de bifluxuri si Fix este o interpretare a lui X in Flx p/~y cu
privire la 7 si o.

Proof: Din observatia 4 deducem c& ~y verifica ipoteza lemei 7, deci conform acesteia Flx g/~y este un biflux. O

Definition 9 Intr-un flux morfismul j: a — b se numeste functorial daca pentru orice f: ca — da si orice g: ¢b — db

f(la+3) = (1. +4)g implica f 1%=g 1.0

Theorem 10 Fie H: B — B’ un morfism de bifluxuri si I o interpretare a lui X in B’ cu privire la i; H si o; H. Daci
pentru orice j € Y (z,y)

L I(z)H(o(j)) = H(i(5))1(y)
2. H(i(j)) este morfism functorial,

atunci exista un unic morfism de bifluxuri
<I, H> FlX7B/NY — B/

cu proprietatile Fx; (I, H) =1 i Fp;{I, H) = H.
Proof: Din proprietatea de universalitate a fluxului Flx p stim ca exista un unic morfism de fluxuri

G: FlX’B—>BI

cu proprietétile Ex; G = I si Ep; G = H. Reamintim c& pentru (z, f) din Flx g(a,b) are loc egalitatea

G, ) = ((Liray + T@)H(f)) 170

Pentru a putea aplica teorema de universalitate a algebrei cat este suficient sa aratam ca ~y este inclusa in congruenta
nucleara a lui G. Deoarece ~y este generata de simularea prin Y este suficient sa dovedim ca simularea prin Y este inclusa in
congruenta nucleara a lui G. Pentru (x, f) si (y, g) in Fix g(a,b) presupunem ca (z, f) —vy (y, g), adicd existd j € Y (z,y)
astfel incat f(1, +1i(j)) = (1o + 0(j))g. Deoarece H(i(j)) este functorial din egalitatile

(ae) + HG@G)) [ a@ + I H(9)] = (a@ + H@G)I()H(9) = (La@ + 1(@)H(0(j))H(g) =



(La(a) +1(2) (L (a) + H(0(5)))H(9) = (La(e) + 1(@))H((La + 0(j))9) = (Lae) + 1(@)H(f (1o +i(5))) =
() + 1(@) H (P An ey + H(i(5)))

deducem
(L) + T@)H(F)) 170D = (g 0) + I(y))H (g)) 170D,

deci G(z,f) = G(y,g). Din proprietatea de universalitate a algebrei cat rezultd existenta morfismului de bifluxuri
(I, H): Flx p/~y— B’. Celelalte proprietéti sunt usor de probat. O

2 Bifluxul programelor abstracte

2.1 Preliminarii
Proposition 11 Intr-un flux orice izomorfism care permuta cu orice alt morfism este functorial.

Proof: Fie j: a — b un izomorfism care permuta cu orice alt morfism. Presupunem f: ca — da, g: ¢b — db si
fla+j) = (1c +j)g. Rezulta ca f 1= [(1c + j)g(la+ 5] 1= [9(la + i) (La + )] 1= g 1°. O

Corollary 12 Intr-un flux orice aa-morfism este functorial. O

Fact 13 Daca orice morfism din Y este izomorfism, atunci —y este o congruenta.

Proof: Probam ci —y este simetricid. Presupunem ca (z, f) —; (y, g) in Fix g(a,b). Deoarece j este izomorfism din
fy +1i(7)) = (1a + 0(j))g deducem g(1y +i(j 1)) = (1o +o(j ")) f deci (y, g) —;-1 (@, f). O

2.2 Proprietatea de universalitate

Studiul simularii prin aa-morfisme este facut aplicand teoria din paragraful precedent pentru restictiile morfismelor de csms
i giola Y.

Deoarece orice aa-morfism este un izomorfism, din observatia precedentd deducem ca simularea prin acq-morfisme —y,
este o congruenta.

Fie Px p catul lui Flx g prin —vy,_ si PP Flx p — Px g morfismul de factorizare canonic. Bifluxul Px g va fi numit
in cele ce urmaza bifluxul programelor abstracte cu instructiuni din X si conexiuni din B.

Fie Px = EX;pb si Pp = EB;pb. Observam ca Px este o interpretare a lui X in Py p si cd Pg: B — Px p este un
morfism de bifluxuri.

Theorem 14 Pentru orice biflux B’, pentru orice morfism de fluxuri H: B — B’ si pentru orice interpretare I a lui X in
B’ cu privire la 4; H si 0; H existd un unic morfism de bifluxuri (I, H)*: Px g — B’ cu proprietatile Px; (I, H)® = I si
Pp; (I, H)®* = H.

Proof: Vom aplica teorema 10. Din corolarele 6 si 12 rezulta ca ipotezele teoremei 10 sunt verificate. O



8 CATEGORII STRICT MONOIDALE SIMETRICE IMBOGATITE

VEC
February 14, 2010

Fie B o csms. Structura de csms se imbogateste pentru fiecare obiect a din B cu nigte constante

To € B(A\,a) 1%€ B(a,\)
Vq € B(aa,a) A® € Bla,aa)

Vom folosi in continuare doi parametri « € {a,b,c,d} si y € {a,3,7,d}. Pentru fiecare pereche de parametri zy se alege o
anumita multime de operatii distinse. In cazul aa nu se adaua operatii, deoarece acesta coincide cu cazul deja studiat. O
aa-csms coincide cu o csms.

Definition 1 O xy-csms este o csms la care se adauga operatiile distinse alese dintre cele de mai sus in conformitate cu
tabelul

X | operatii || v | operatii
a o

b 1e 16} Ta

c A ol Va

d| L%siA® || § | Tqsi V.

Aceste operatii trebuie sa satisfaca nigte axiome. Ele se aleg din tabelul urmator pentru fiecare caz in parte dupa regula: se
iau toate axiomele care contin numai operatii care se gasesc printre cele corespunzatoare cazului in discutie.

Al (Va+10);Va=1a+Va);Va || A° | Aa; (Na+ 1) = Aa; (1o + Aa)
B X% Va = Va B Aa; “X* = Aq
C (Ta+1a);Va = 1a ce NG (L4 1) =1,
D Vgl =1041° De T A =T+ T,
E Ta;l®=1,
F | Vo A% = (A + AY) (1 + XY+ 14)(Va + Va)
G AV, = 1,4
SvV1 Ta=1, Svie 12 =1,
SV2 Tao=Toe+ Ty SV2e 1o = jao4 |0
SV3 V= 1y SV3° A =1y

SVA4 | Vap = (1o + "X +15)(Va + Vo) || SV4° | A% = (A% + AD) (14 + *XP +13). O

Proposition 2 Relg este o dd-csms.

Proof: Relatiile
Ta € Relg(A\,a) L% € Relg(a, A)
Vo € Relg(aa,a) A®* € Rels(a,aa)

sunt definite prin

Ta=0 Lo=10
Vo ={(@,9)li € [lall}U{(lal+i,9)li € [la|]} A" ={(@Dli € [[a]]} UL, [al +9)|i € [[al]}-

Se arata ugor ca sunt verificate axiomele.O



1 Extinderea operatiilor distinse
Fie B o xy-csms. Pentru orice obiect a din B definim morfismele
Ay € Bla,a™) si Vi € B(a",a)

pentru numele naturale m si n care satisfac, in functie de valorile parametrilor zy, conditiile date in tabelul urmator

X | restrictii || y | restrictii
a m=1 o n=1
b m<1 J6] n<l1
c m>1 ol n>1
d )
In cazurile z € {b,d} prin definitie
Ay = L%
In cazurile = € {a,b, ¢} prin definitie
a
= 1q.
1 a

In cazurile z € {¢,d} prin inductie
Ai1 = N (Ag, + 1a).

Mai observam c& pentru x € {d} egalitatea A = 1, este o consecintd a definitiei de mai sus gi a axiomei C°, deci ea este
valabila in toate cazurile. Mai observam cé pentru z € {c,d}

Ag = A%
In cazurile y € {B, 6} prin definitie

Ve ="T,.
In cazurile y € {a, 0,7} prin definitie

vi=1,.

In cazurile y € {7, 8} prin inductie
VI = (V2 4 14) Vg -

Mai observim c& pentru y € {0} egalitatea V. = 1, este o consecintd a definitiei de mai sus gi a axiomei C, deci ea este
valabila in toate cazurile. Mai observam ca pentru y € {v,d}
VZi=v,.

Vom demonstra in continuare diverse proprietati ale operatiilor definite mai sus. Pentru a micgora numarul cazurilor
analizate fapt ce duce la simplificarea demonstratiilor vom fave unele observatii.

1) Putem folosi principiul dualitatii. Conceptul de csms este autodual. Dualizam schiband aX? cu X®. Pentru Ty-csms
dualizam permutand V, cu A® gi T, cu L%

2) Dacé o egalitate contine numai operatiile A, (respectiv V"), putem reduce studiul acesteia numai la cazul za(respectiv
ay).

3) Daca intr-o egalitate toate constantele A (respectiv V) apar la aceeasi putere m (respectiv n) studiul cazului dy
(respectiv zd) poate fi redus la cazurile by si cy (respectiv z( si 7).

Mai mentionam faptul cd vom folosi > in cazul necomutativ avind grija s utilizdm o multime total ordonata de indici
care indica ordinea termenilor.

Proposition 3 Asociativitatea generalizata.
J

A Z Ao | = /\“Z: ~daca m; si m satisfac « si
jem e ™

v | yn = \/Zie[n] i dacs n, si e
E a a = Va aca n; si n satisfac y.
i1€[n]



Proof: Folosind principiul dualitatii este suficient s& demonstram numai a doua egalitate.

Pentru n = 0 remarcam ca suma din membrul stang este 1., ceea ce implica adevarul egalitatii. Pentru n = 1 egalitatea
este evidenta.

Utilizand a doua observatie de mai sus este suficient s& analizim cazurile ay. Deoarece pentru n € {0, 1} egalitatea este
demonstrata ramane sa studiem cazurile a7y si ad.

In cazul ay demonstratia se face prin inductie dupa n folosind numai axioma A si este inclusa in demonstratia cazului ad
pe care-1 demonstram in continuare.

Pentru n = 2 probam prin inductie dupa j ca

(Ve + VIV, = Vitd,

Din axioma C utilizind axioma B deducem (1, + T,); Ve = 14, fapt care implicd egalitatea de mai sus pentru j = 0.
Pentru j = 1 egalitatea este evident adevarata.
Pasul inductiv este

(Ve VI v, = (VE VI 4+ 1,)(1a + Va)Va = (VL VI 1) (Ve + 10)Ve = (VI 4 1,)V, = ViTITL
Pentru n > 3 pasul inductiv este

Sova|vae= X verver | (Vi +1)Va = (va
i€[n] i€[n—1]

d

Proposition 4 Comutativitatea generalizata rezulta din axiomele A B si dualele lor.
Daci F : Big — B este un morfism de csms, s € S si F(s) = a, atunci:

AL F(f) = AL, pentru orice f € Big(s™,s™), dacd m satisface z;
F(f)vy = V2 pentru orice f € Big(s",s"), dacd n satisface y.

Proof: Utilizand dualitatea probadm numai a doua egalitate. Deoarece orice f € Big(s™, s™) poate fi scris ca 0 compunere
de bijectii de forma 14 + *X°® + 14n—i—2 unde 0 < 7 < n — 2, este suficient s probam egalitatea numai pentru o astfel de
bijectie.

F(ly + *X5 4 1gn-i2)V? = (140 4+ X+ 1gn-i2)(1gi + Vo + Lgn-i2)V' 1 = (1gi + Vo + Lgni2)V27 =7
a
Pentru generalizarea axiomei F este necesar sa introducem bijectia
#5m € Bis((mn)s, (nm)s)
definita pentru s € S, n >0 ¢i m > 0 prin
a) Y5 m = Pno = I
b) pentrun > 1gim > 1
Onm(j) = (r—1)n+k+1 daca si numai daca j =km +7rsi 1 <r <m.
Observam ca ¢ ,,, si ¢, | sunt identitati. Mai remarcam ca
05 a1 = (Lms + °X™ + 1,)(45 ,, + 125).

Proposition 5 Axioma F generalizata.
Daca F : Big — B este un morfism de csms, s € S si F'(s) = a, atunci:

Varm = D A | F@nm) | D Vi

i€ln] i€[m]



daca m satisface x gi n satisface y.

Proof: Observam ca pentru m = 1 sau n = 1 egalitatea este adevarata. Prin urmare cazurile z = a sau y = « sunt
demonstrate. Raméan 9 cazuri. Tinadnd cont de observatia a treia raman cazurile b3, by, ¢8 ¢i ¢y. Folosind dualitatea
categoriald raman numai cazurile b3, by si ¢y.

Cazul bf care trebuie probat numai pentru n = 0 = m este acoperit de axioma E.

Cazul by trebuie deasemenea probat numai m = 0. Vom utiliza numai axioma D. Facem inductie dupa n:

VIFLLO = (VP 4 1,) Vg L% = (VP 4 1,) (L% + 19) = ZNJFN— >
i€[n+1]

Cazul ¢y se demonstreaza utilizand axioma F.
Incepem prin a introduce o alta functie auxiliara

U,, € Big(m(ns) + ms,m((n+1)s)) unde m,n > 1.

Prin definitie
U,(in+k)=in+1)+k dacd 0<i<msike[n]
U, (mn+1i) =i(n+1) daca ¢ € [m]

Remarcam ca
\Ill = ]-(n—i-l)s
\I’m-i—l = (1m(ns) + nexXme + 1@)(\I’m + 1(n+1)s)

Probam prin inductie dupa m ca

i€[m] i€[m]

Deoarece pentru m = 1 egalitatea este evident adevarata trecem la pasul inductiv

Do Vet Ymsna | F(@3min) = | D Vit (Vi + Lina) X" 4 Lo | (F(5,,) + 120) =

i€[m+1] i€[m]

(]-m(na) + naxma + ]-a) Z \/Z + ]-ma F(@;,m) + \/Z + ]-a =
i€[m]

F((Linns) + ™X™ 4+ 1) (T + Lingns) | D, Vot 1a) | = F(@mpa) [ D0 (Vi +1a)
i€[m+1] i€[m+1]

Demonstratia generalizarii lui F se face prin inductie. Prin inductie dupa m vom face demonstratia pentru n = 2. Deoarece
cazul m = n = 2 e acoperit de F trecem la pasul inductiv

V?z/\ran-H =Va A" (A +1a) = (A" + A") (Lo + “X* + 1a)(Va + Vo) (A, + 1a) =

(A" + A" (T + "X+ 1a) [ (A, + ARIF@5,) | Y Va | +Val| =
i€[m]

(A + ADY(AL + TXUAL +10) + 1) (F(93 ) +120) | D Va| =

i€[m+1]
(A" + A" (Agy + L+ Ay + L) (Lina + X+ 1) (F(95,) + 12a) | D Ve | =
i€[m+1]
(A1 + AR ) F(Ls + X" + 1005 0) +12)) | D Va | = D Air | F@3mp) | D, Ve
i€[m+1] i€[2] i€[m+1]



In final facem o inductie dupd n pentru m fixat.

VaTAL = (Vi + 1) V = (Vi + L) (A + A F@3) | D Va | =

ZA“ Flg) | Sove ] +an| Fesn) | D va =

icn ie[m] i€[m]

Z A | [F(e5,m) + Lma Z Va + lma | F(95,) Z Va | =

1€[n+1] i€[m] i€[m]

i€[n+1] i€[m]

Z /\a Spn,m) =+ 1ms)\l’m) Z (\/Z + 1(1)\/(1 = Z /\“

1€[n+1] 1€[m] i€[n+1]

> A (@5 m) + Lmal F(Wm) | Y (Vi +14) (Z Ve | =

O
Proposition 6 Axioma G generalizata.

A Vit =1, daca m > 1 satisface x si y

Prin inductie dupa m: @ VL= AT(AL + 1) (VI + 14)Ve = A% (1g + 10) Ve = 1. O

2 Morfisme de zy-csms

Definition 7 Fie B si B’ doud zy-csms. Un morfisme de csms H : B — B’ se numegte morfism de xy-csms dacd pentru
orice obiect a din B satisface conditiile:

H(Ta) = T dacaye {30},
H(L%) = 1H(® daci x € {b,d},
H(Va) =V dacdye {v,6}si
H(A%) = AH@9) daci z € {¢,d}.O
Proposition 8 Daci H : B — B’ este un morfism de xy-csms, atunci pentru orice obiect a din B:
H(Vg) = Vi, daca n satisface y si
H(Ae) = AR dacs m satisface .
Demonstratia se face usor prin inductie. O

Definition 9 O xy-csms in care monoidul obiectelor este M se numeste M-xy-csms. Un morfism H de xy-csms intre doua
M-zy-csms se numegte morfism de M-xy-csms dacd H(a) = a pentru orice a € M. O

Proposition 10 Dacd B este o zy-csms, atunci Flx g/ ~y este o xy-csms si Fip este un morfism de zy-csms.

Proof: Constantele distinse din structura cat sunt imaginea prin Fp a constantelor distinse din B. O



3 zy-morfisme intr-o ry-csms

Definition 11 O sub-csms a unei xy-csms B se numeste sub-zy-csms daca contine toate morfismele distinse corespunzatoare
parametrilor zy. O

Definition 12 Intr-o zy-csms B vom nota cu B, cea mai micd sub-zy-csms a lui B. Morfismele din B,, se vor numi
zy-morfisme. O

Byy — B

Fact 13 Imaginea unui xy-morfism printr-un morfism de xy-csms este un xy-morfism.

Proof: Se stie ca orice zy-morfism este o compunere de morfisme de forma 1, + f + 15 unde f este un morfism distins.
Prin inductie dupa numarul factorilor compunerii. O

Proposition 14 Daci H: B — B’ este un morfism de M-zy-csms atunci, orice zy-morfism din B’ este imaginea prin H
a unui zy-morfism din B.

Proof: Acelasi argument ca in propozitia anterioara. O



