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Programare functionala



Lambda-calcul

Limbajele de programare functionale (Haskell, ML etc.) sunt
caracterizate, Tn primul rand, prin faptul c3 functiile sunt , cetateni
de prim rang” (“first-class citizens”), ele fiind obiecte ca oricare
altele (cum sunt numerele sau valorile booleene), iar aceastd
trasatura deriva direct din limbajul din care au fost ele inspirate
initial, anume lambda-calculul (A-calculul) lui Church, pomenit
in Introducerea istorica.

Lambda-calculul a fost conceput, dupd cum am zis, pentru a
reprezenta un model de calcul universal, capabil s3 reprezinte toate
functiile informal calculabile, si de aceea a si fost gandit ca fiind un
calcul al functiilor. El este prezent azi in felurite variante, in special
cu tipuri, avand diverse restrictii si expansiuni. Noi vom Tncepe cu
prezentarea calculului original, fara tipuri.



Lambda-calcul fara tipuri

Fixdam o multime num3arabild de variabile V = {x, | n € N}.

Un A-termen (fara tipuri) are exact una dintre urm3toarele
forme:

@ o variabila x € V;

@ o (\)-abstractiune: dacd x € V si M este un A-termen,
atunci Ax.M este un A-termen;

@ o aplicatie: daca M si N sunt A-termeni, atunci MN este un
A-termen.

Cum arat3 principiile de inductie/recursie corespunzitoare?



Variabile si variabile libere

Putem defini recursiv multimea variabilelor unui termen prin
clauzele:

o Var(v) = {v};
o Var(Ax.M) = Var(M) U {x};
e Var(MN) = Var(M) U Var(N);
iar pe cea a variabilelor libere prin:
e FV(v)={v};
o FV(Ax.M) = FV(M)\ {x};
e FV(MN) = FV(M)UFV(N).



Interpretarea informala

Dupa cum am zis, A-termenii au fost ganditi ca reprezentand
functii. Mai exact (fixdnd x, y, z € V distincte doud cate doud):

@ Un termen de forma Ax.M este gandit ca reprezentand functia
care duce pe x in M (M fiind un termen in a carui
componentd poate sau nu s3 aparad variabila x).

De exemplu: Ax.x ar reprezenta functia identitate, Ax.y ar
reprezenta o functie constant egala cu y.

@ Un termen de forma MN reprezinta rezultatul aplicarii
»functiei” M pe ,argumentul” N.
De exemplu: am vrea ca (Ax.x)z s3 reprezinte z, iar (Ax.y)z
sa reprezinte y.
Remarcam c3 aceste interpretari sunt aici pur informale: a le face
riguroase a fost mult timp o problema aproape insurmontabila.
Situatia devine mai usoard dacd nu ne propunem s3 formalizim
termenii ca functii (,,semantica denotational3”), ci doar sa stabilim
regulile prin care ei sunt manipulati (,,semanticd operationald”).



Spre substitutie

De exemplu, cand spunem c3d (Ax.x)z am vrea sa reprezinte z,
sugeram ca x-ul din ,,corpul functiei” am vrea sa fie substituit cu
z. Pentru aceasta, avem nevoie de o definitie a substitutiei. Nu
putem substitui naiv variabilele cu A-termeni din aceleasi
considerente ca la logica de ordinul I: am putea s3 ne trezim cu
urmari nedorite, de exemplu, daca in A-termenul

AX.Y,

reprezentand functia ,constant egald cu y”, substituim fara atentie
y cu x, ajungem la A-termenul

AX.X,

care reprezintd o functie identitate (variabila x fiind , capturata
accidental” de cdtre Ax). Or, aceasta contravine intuitiei care ne
spune ca o functie compus3 cu una constanta nu poate fi
neconstanta.



Spre substitutie

Observam urmatorul fapt: termeni ca Ax.x si Az.z am dori s3
denote aceeasi functie, functia identitate; la fel si Ax.y si Az.y
aceeasi functie, functia constant egald cu y. Asadar, vom
transforma intai Ax.y in

Az.y,

pentru a putea substitui apoi y cu x, obtinand
Az.X,

care este tot o functie constanta.

Practic, ideea este ca denumirile variabilelor legate nu conteaza,
atata timp cat ele sunt folosite consecvent: de aceea, ele se pot si
substitui una cu alta atata timp cat si substitutia este consecventa.
Dat fiind ca Tn acest principiu se aminteste de substitutie, el se va
putea formaliza abia dupa definirea substitutiei. Totusi, acea parte
a sa care este relevantd pentru definirea substitutiei poate fi
inclusa n definitie, folosind recursivitatea.



Definirea substitutiei

Pentru orice A-termeni M, N si orice x € V, vom defini termenul

M|[x := N], reprezentand M fin care x a fost inlocuit cu N. O vom
face recursiv, in felul urmator (unde x, y € V cu x # y, iar N, P,
Q sunt A-termeni):

e x[x:=N]:=N;

e x[y = N]:=x;

e (PQ)[x := N] := (P[x := N])(Q[x := N]);

o (Ax.P)[x := N] := \x.P;

e (A\y.P)[x := N] := A\y.(P[x := N]), dacd y & FV(N);

o (A\y.P)[x := N] := Az.(P[y := z][x := N]), dacd y € FV(N),
unde z este variabila de indice minim care nu apartine lui

Var(Ax.(NP)), caz care corespunde fenomenului prezentat
mai devreme.



Care sunt urmatorii A-termeni (presupunem u, v, w, x, y, z € V,
distincte doud cate doud)?

o (Ay.(x(Aw.((w)x))))lx := uvl;
(- (x(Axx)))Ix = Ay-(xy)];
(y(Av-(xv)))lx == Ay (w)l;
(Ax.(zy))Ix = uv].

(]
*]
(*]



Alpha-echivalenta

In acest moment, putem formaliza intuitia de mai devreme legat3
de substitutia variabilelor legate. Numim a-echivalenta si o notam
cu =, cea mai mica relatie de echivalenta = pe A-termeni care
satisface urmatoarele:
@ pentru orice x, y € V si orice \-termen M cu y ¢ FV (M),
Ax.M = Ay (M[x :=y]);
@ pentru orice x € V si orice A-termeni M, N cu M = N, avem
AxX.M = \x.N;
@ pentru orice A\-termeni M, N, P cu M = N, avem MP = NP
si PM = PN.



Spre reductie

Am spus mai devreme c3d (Ax.x)z am vrea s3 reprezinte z, iar
pentru aceasta am introdus o definitie a substitutiei astfel incat
x[x 1= z] = z. Totusi, mai trebuie s spunem si de ce putem face
trecerea

(Ax.x)z = x[x := 2]

sau, in celdlalt exemplu,
(Ax.y)z = y[x = 2]

si, in general,
(A.M)N — M[x := N].

Pentru aceasta, vom introduce o noua relatie pe A-termeni, care va
reprezenta aceastd procedura de reductie.



Beta-reductie

Numim (-reductie si o notam cu —3 cea mai mica relatie — pe
A-termeni care satisface urmatoarele, pentru orice A\-termeni M, N,
P si orice x € V:
o (AMX.M)N — M[x := NJ;
@ daca M — N, atunci Ax.M — Ax.N, MP — NP si
PM — PN.

Notam cu —>; inchiderea reflexiv-tranzitiva a lui — 4.

Un A-termen M se numeste forma normala daca nu exista N cu
M — 5 N. Daca M si N sunt A-termeni, N se numeste forma
normala a lui M dacd M —5 N si N este formd normala.



Normalizare si confluenta

Daca notdm / := Ax.x, w := Ax.(xx) si Q := ww, se observa c3,
pentru orice M,

IM = (Axx)M =3 x[x :=M] =M

I wM = (Ax.(xx))M — 3 (xx)[x == M] = MM.

Asadar, Q = ww — ww = €, deci exista siruri infinite de B-reductii.
Aceasta face ca A-calculul far3 tipuri sa nu fie normalizant.

El are, Tn schimb, o proprietate pozitiva, anume aceea de
confluenta (modulo a-echivalentd): pentru orice M, Ny, Ny cu
M —)E Ny Si M —)E N>, exista P1, P> cu N —)E P, N> —); P> Si
P]_ =« P2.



Valori booleene

Am spus ca A-calculul se vrea sa fie un model de calcul, asadar ne
punem problema de a reprezenta date si operatii pe ele in el. Cel
mai simplu tip de date este cel boolean. Daca notam cu true
A-termenul Ax.A\y.x, iar cu false A-termenul Ax.\y.y, atunci ideea
de if M then P else Q se poate reprezenta prin (MP)Q, avand in
vedere ca, pentru orice A-termeni M, P, si Q, avem ca, daca
M —7 true, atunci

(MP)Q —5 P,

jar, daca M HE false, atunci

(MP)Q =} Q.



Numere naturale

Trecem acum la Tntrebarea: cum putem reprezenta numere
naturale? Dat fiind ca A-calculul este un calcul al functiilor,
intrebarea se reduce la: cum putem privi un numar ca o functie
care actioneaza asupra altor functii? Un raspuns posibil, dat de
Church, este urmatorul: un n € N este privit ca functia

fis £,

unde notatia f(") reprezinti compunerea lui f cu ea ins3si de n ori.
Asadar, num3rul n va fi reprezentat de A-termenul A\f. Ax.(f("x).



Numere naturale

Riguros vorbind, luam f, x € V cu f # x, punem Dy := x si,
pentru orice n € N, D11 := fD,. Punem, apoi, pentru orice
neN, G, := M. x.D, si 1l numim numeralul Church asociat lui
n.

Putem acum defini un ,predicat” care verifica daca un numar este
zero, prin:
iszero := An.\x.\y.((n(Az.y))x).

Observam ca, de exemplu,

iszero Cp = iszero (Af.Ax.x) =3 Ax.Ay.(((Af.Ax.x)(Az.y))x)
—g A AY.((Ax.x)x) =g Ax.Ay.x = true.

Similar, iszero (; —>E false.



Succesorul

Dat fiind c3, intuitiv vorbind, pentru orice n,
Cal(F)(x) = F7(x)

si
Cos1(F)(x) = FD (x) = F(CalF)(x)),

putem defini un A-termen care sa reprezinte functia succesor, prin
succ := An. A x.(f((nf)x)).

Testati comportamentul acestui A-termen!



Alte operatii pe numere

Pentru adunare, observdm c3, la fel ca Tnainte, pentru orice n,
m € N, intuitiv vorbind

Coem(F)(x) = £ (x) = F(FM(x)) = ColF)(Cin(F)(x)),
ceea ce ne conduce la definitia:
add := An.AmAf . Ax.((nf)((mf)x)).
Similar, putem defini:
mul := An.Am.Af.(n(mf)).

pow := \b.)\e.(eb).
pred := An Af. Ax.(((n(Ag.Ah.(h(gf))))(Au.x))(Au.u)).



Cum definim functii recursive? Spre exemplu, functia factorial ar
satisface intuitiv ecuatia

fact = An.(((iszero n)Cy)((mul n)(fact(pred n)))),
sau, altfel spus,
fact = (Af.(An.(((iszero n)Cy)((mul n)(f(pred n))))))fact.

Dacad am avea la dispozitie un operator de punct fix, adica un
A-termen Y astfel incat, pentru orice M, YM —7% M(YM), atunci
am putea, ca in Laboratorul 3, s3 definim

fact := Y(\f.(An.(((iszero n)Cy)((mul n)(f(pred n)))))).



Dacd punem U := Au.Ax.(x((uu)x)), atunci Y := UU este un
asemenea operator de punct fix, avand Tn vedere c3, pentru orice

M, avem
YM = (UU)M
=5 (Ax.(x((vu)x)))[u = U])M
= (Ax.(x((UU)x)))M
= (Mx.(x(Yx))M
=5 (x(Yx))[x :== M]
= M(YM).

Aceasta solutie a fost data de Alan Turing. Alt3 solutie, datad de
Haskell Curry, este Y := Au.((Ax.u(xx))(Ax.u(xx))).



Functii reprezentabile

In general, spunem, pentru orice k € N, c3 o functie

f:NK — NU{L} este \-reprezentabild dac3 existd un \-termen
M astfel incat, pentru orice ny,...,nx € N, daca

f(m,...,nk) €N, atunci

MCn1 R an —>Z) Cf(,.,l,_“’nk),
iar, dacd f(nq,...,nk) = L, atunci
MGy, ... GCp,

nu are forma normala.



Calculabilitate

Se poate demonstra ca aceste functii coincid exact cu functiile
calculabile de o masinad Turing (si, in general, de orice alt model de
calcul universal care a fost conceput de om), ceea ce d3 crezare
tezei Church-Turing, care spune ca aceasta clasd captureaza
exact clasa functiilor calculabile la modul informal (mai multe
despre aceasta se va spune la cursul ,,Calculabilitate si
complexitate™).

Totusi, vedem ca acest A-calcul fara tipuri cuprinde n el si termeni
care nu au form3a normald, si de aceea in definirea functiilor
reprezentabile am inclus si functii partiale. Exista, oare, un mod de
a ne restrange la functiile calculabile care sunt totale? Mai multe
despre aceasta vom vedea n cursul urmator.



