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Feluri de limbaje funcţionale

Până acum am studiat două modele matematice ale programării
funcţionale:

λ-calculul fără tipuri
un model de calcul complet, având şi parţialitate
un limbaj de programare modelat oarecum pe baza lui: Lisp

λ-calcul cu tipuri (simple sau mai complicate)
modelează o subclasă strictă a clasei funcţiilor calculabile
totale
un limbaj de programare oarecum în acest stil: Agda

Pentru a modela limbajul Haskell, avem nevoie de un model de
calcul complet care să includă şi un sistem de tipuri. În continuare,
vom prezenta un exemplu de aşa ceva, anume PCF (Programming
Computable Functions), introdus de Scott şi Plotkin în anii ’70.
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Tipuri şi termeni

Tipurile vor fi următoarele:
un singur tip de bază, N (reprezentând numerele naturale);
pentru orice tipuri ρ, τ , avem un tip ρÑ τ (reprezentând
funcţiile parţiale „de la ρ la τ”).

Vom defini termenii fără tipuri asociate, şi apoi le vom aloca tipuri
„à la Curry”:

avem variabile, λ-abstracţiuni şi aplicaţii exact ca la λ-calculul
fără tipuri;
z este termen („zero”);
dacă M este termen, atunci spMq este termen („succesor”);
dacă M, N, P sunt termeni, iar w este variabilă, atunci
ifzpM,N,w ,Pq este termen;
dacă M este termen, iar w este variabilă, atunci fixpw ,Mq
este termen.
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Alocarea tipurilor

Acestea sunt regulile de deducţie pentru alocarea de tipuri
termenilor:

ΓY tx : σu $ x : σ

ΓY tx : σu $ M : τ
Γ $ λx .M : σ Ñ τ

Γ $ M : σ Ñ τ Γ $ N : σ
Γ $ MN : τ

Γ $ z : N
Γ $ M : N

Γ $ spMq : N

Γ $ M : N Γ $ N : τ ΓY tw : Nu $ P : τ
Γ $ ifzpM,N,w ,Pq : τ

ΓY tw : τu $ M : τ
Γ $ fixpw ,Mq : τ
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Valori

Următoarele reguli stabilesc „când ceva este valoare”:

valpzq
valpMq

valpspMqq valpλx .Mq
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Reguli de evaluare

Următoarele reguli stabilesc evaluarea termenilor în regim eager:

M Ñ M 1

spMq Ñ spM 1q

M Ñ M 1

ifzpM,N,w ,Pq Ñ ifzpM 1,N,w ,Pq

ifzpz ,N,w ,Pq Ñ N
valpspMqq

ifzpspMq,N,w ,Pq Ñ Prw :“ Ms

M Ñ M 1

MN Ñ M 1N
valpMq N Ñ N 1

MN Ñ MN 1

valpNq
pλx .MqN Ñ Mrx :“ Ns fixpw ,Mq Ñ Mrw :“ fixpw ,Mqs
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Exemple de termeni

Operaţia de adunare este reprezentată de următorul termen PCF
(de ce?):

fixpf , λx .λy .ifzpy , x ,w , sppfxqwqqq.

Putem defini operaţia de „scădere cu punct”, pentru orice x ,
y P N, prin:

x ´ y “
#

x ´ y , dacă x ě y ,
0, altfel.

Ea se poate reprezenta prin (de ce?):

fixpf , λx .λy .ifzpy , x ,w , ifzpx , z , u, pfuqwqqq.

Notăm acest termen tot cu ´.
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Exemple de termeni

Un termen care reprezintă funcţia de cel mai mare divizor comun,
obţinut prin algoritmul lui Euclid, este:

fixpf , λx .λy .ifzpx , y ,w , ifzpy , x , u, ifzpp´yqx , f pp´xqyqy , v ,

pf pxqqppp´yqxqqqqqq.

În sfârşit, definim operatorul de minimizare nemărginită, µ, pentru
orice funcţie parţială f , punând µpf q ca fiind, în caz că există
(altfel, rămâne nedefinit), cel mai mic număr natural n cu
proprietatea că f pnq “ 0 şi că f este definită pentru toate
numerele mai mici decât n. Un termen care îl reprezintă pe µ este:

λf .ppfixpg , λn.λf .ifzpfn, n,w , pgpSnqqf qqzqf q.


