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Programare logica



Logica si programare

In anul |, la disciplina ,, Logici matematic3 si computational3”, s-au
studiat, pe de o parte, logica de ordinul | ca teorie matematica, iar,
pe de alta, programarea logica din punct de vedere practic, sub
forma limbajului Prolog. Asemandrile dintre sintaxa limbajului si
logica studiata la cursuri si seminare au fost evidentiate doar la
modul intuitiv.

In continuare, vom arita cum functionarea acestui limbaj de
programare poate fi modelata teoretic, extinzand teoria deja
dezvoltata pentru logica de ordinul I. Vom recapitula, dintre
lucrurile deja studiate din logica, pe cele care ne vor folosi acum,
eventual introducand notatii noi.



Logica de ordinul |

Vom fixa patru obiecte |, —, V, =, diferite doud cate doud si o
multime num3rabild (de variabile logice)

V = {X(),Xl7 .. .},

cu VNn{Ll = Vv,=}=0



Signaturi si structuri

Definim o signatura de ordinul | ca fiind un triplet o = (F, R, r)
astfel incdt FNR =0, (FUR)N(VU{L,—,V,=}) =0 si
r: FUR— N.

Dacd o = (F, R, r) este o signatura de ordinul |, atunci numim
elementele lui R simbolurile de relatie ale lui o, iar elementele lui
F simbolurile de functie ale lui o; pentru orice s € FUR, numim
r(s) aritatea lui s; in particular, acele s € F pentru care r(s) =0
se numesc constantele lui . Mai definim si multimea

Sy ={L,—»V,=}UVUFUR.

Dacd o = (F, R, r) este o signaturd de ordinul |, atunci o
o-structura va fi o pereche (A, {As}scrur), unde A # () (si se va
numi universul, multimea suport sau multimea subiacenta a
structurii), pentru orice s € F, As : Ar(s) 5 A si pentru orice

se R, A; C A"(S). Structurile vor reprezenta domeniile despre care
vor vorbi formulele corespunzatoare signaturilor.



Putem obtine diverse signaturi dacd punem o := (F, R, r), iar F,
R, r sunt, pe rand:

o F={,0,1}, R=0, r(-) =2, r(0) = r(1) = 0 — atunci
o-structurile vor fi tuplurile (A,-,0,1) unde - : A2 — A, iar 0,
1€ A, de exemplu (Z,+,2,7). Observdam cad nu impunem fin
definitia structurii ca ea sa respecte anumite legi — acest lucru
se va face eventual ulterior, dupd ce vom defini riguros
formulele si satisfacerea lor.

o F =10, R={<}, r(<) =2 - atunci o-structurile vor fi
perechi (A, <) unde < este o relatie binard pe A, de exemplu
(N, >).
o F=0, R={I,A,B}, r(l) =r(A)=r(B) =1.
Dac3 punem F = R = (), atunci obtinem o signatur3 care, dat fiind

cd singurele fapte pe care le vom putea exprima peste ea vor folosi
semnul =, se va numi signatura egalitatii.



Signatura aritmeticii

De asemenea, vom defini signatura aritmeticii ca fiind

oar = ({4, %, 5,0}, {<}, ),

unde r(+) = r(x) = r(<) =2, r(S) =1, iar r(0) = 0. Dac3
definim functia S : N — N, pentru orice n € N, prin S(n) :== n+1,
iar

N = (Na (NS)SEFUR)7

unde /er = 4, IV>'< =, NS =S, NO =0, iar /V< =<, avem ca N
este o o,-structura.

De remarcat c3 exista si alte o, -structuri, de exemplu putem
inzestra multimea {0,1} cu A, V, =, 0 si < pentru a obtine o altd
Oar-Structura.



Termeni

Formulele corespunzatoare unei signaturi o = (F, R, r) vor fi
cuvinte peste alfabetul S,. Tnainte de a defini formulele, va trebui
sa definim termenii. Ei se definesc ca fiind cea mai mica multime
A de siruri de simboluri din S, astfel incat:
o VCA
@ pentru orice s € F si orice t1,...,t, (5 € A, avem
St1...tys) € A (In particular, dacd r(s) =0, s € A).

Multimea termenilor peste o se va nota cu T,.



Inductie si recursie pe termeni

Principiul inductiei pe termeni
Fie B C T, astfel incat:
e VCB;

@ pentru orice s € F si orice t1,..., t(s) € B, avem
Sty ... tr(s) € B.
Atunci B=T,.

Principiul recursiei pe termeni

Fie A o multime si Go : V — A, iar pentru orice s € F,
Gs : A"9) 5 A. Atunci exist3 si este unic3 F : T, — A astfel

incat:
@ pentru orice x € V, F(x) = Go(x);
@ pentru orice s € F si orice ty,...,t (5 € Ty,

F(Stl R tr(s)) = GS(F(tl), aoag F(t,(s))).




Multimea variabilelor unui termen

Ca exemplu, putem defini recursiv multimea variabilelor unui
termen. Practic, definim functia Var : T, — P(V), prin:

@ pentru orice x € V, Var(x) := {x};

@ pentru orice s € F si orice ty,...,t (5 € Ty,
Var(sty ... ty(s)) = Var(t1) U... U Var(t,s)) (in particular,
dacd r(s) =0, Var(s) = 0).

Notam cu T, multimea termenilor fara variabile.



Evaluarea termenilor

Fie A = (A, (As)seFur) 0 o-structurd. Atunci pentru orice
v: V — Aexistd si este unic3 o functie () : T, — A astfel incat
e pentru orice x € V, x;' = v(x);
@ pentru orice s € F si orice t1,...,tys) € Ty,
(sty... tr(s)){,4 = As((t)4, ..., (tr(s))(,“) ("n particular, dac3
r(s) =0, st = Aq).

Atentie, din nou: functia v din definitia de mai sus nu are un rol
similar cu cel al functiilor e : @ — 2 din logica propozitionald, cu
toate c3 ar putea parea astfel.



Formule

Fie 0 = (F, R, r) o signaturd. Numim formula atomica peste o
un sir de forma = tu, cu t, u € T, (numitd formuld atomicd
ecuationala sau doar ecuatie) sau un sir de forma sty ... t, cu
seR n=r(s)sity,...,tp € Ty (numitd formuld atomica
relationala). Multimea formulelor atomice peste ¢ se va nota cu
Fa,. Multimea formulelor peste o se defineste ca fiind cea mai
mica multime A de siruri de simboluri din S, astfel incat:

@ formulele atomice apartin lui A;

e 1L cA

@ daca ¢, ¥ € A, atunci — Y € A;

@ daca ¢ € Asi x € V, atunci Vxp € A.

Multimea formulelor peste o se va nota cu F,.

De asemenea, vom defini formulele relationale in acelasi mod, cu
exceptia cd acceptam n cadrul lor doar formule atomice relationale.



Notatie infixata si conectori derivati

Vom folosi aceeasi metoda pe care am folosit-o la logica
propozitionala pentru a putea nota formulele infixat — pentru orice

p, ¥ € Fsy o — 1 in loc de — 1), dar si, pentru orice t, u € T,,
t = un loc de = tu.

De asemenea, vom nota, ca mai inainte, pentru orice p, 1 € F,,
T=1l—=1, ~po=p—=>1, pA:==(p—= ),

V= (mp) =1, povi=(e2>Y)A (Y =)
dar si, pentru orice x € V' si ¢ € F,,

Ixp 1= Vx—p.



Inductie pe formule

Principiul inductiei pe formule

Fie B C F, astfel incat:
o formulele atomice apartin lui B;
e |l €B;
@ daca ¢, ¥ € B, atunci p — ¢ € B;

@ daca p € Bsi x € V, atunci Vxp € B.
Atunci B = F,.




Recursie pe formule

Principiul recursiei pe formule

Fie A o multimesi Gy : Fa, = A, G| € A, G_, : A> = A,
Gy : V x A— A. Atunci exista si este unica F : F, — A astfel
incat:

@ pentru orice ¢ € Fa,, F(p) = Go(p);

o F(L)=Gy;

@ pentru orice ¢, ¥ € F,, F(p — ¥) = GL(F(p), F(v));
@ pentru orice ¢ € F, si x € V, F(Vxyp) = Gy(x, F(p)).




Multimea variabilelor libere ale unei formule

Ca exemplu, putem defini recursiv multimea variabilelor libere ale
unei formule. Definim functia FV : F, — P(V), prin:

@ pentru orice t, u € T,, FV(t = u) := Var(t) U Var(u);

@ pentru orice s € R si orice t1,...,t(s) € T5,
F\/(Stl ce tr(s)) = Var(tl) Uu...u Var(t,(s));
o FV(L):=1;

@ pentru orice ¢, ¥ € F,, FV (¢ — ¢) := FV(p) U FV (),
@ pentru orice p € F, si x € V, FV(Vxyp) := FV(p) \ {x}.

Dacd ¢ € F, cu FV(p) =0, atunci ¢ se numeste enunt.
Multimea enunturilor peste o se noteaza cu E,.



Spre evaluarea formulelor

Fie A = (A, (As)seFur) 0 o-structurd. Pentru orice v : V — A,
x €V, acA, definim vy, : V — A, pentru orice y € V, prin

_fvly), daciy #x,
VX<—a()/) = o
a, daca y = x.

Observam ca pentru orice variabile x, y cu x # y, orice v: V — A
si orice a, b € A, avem ca

(Vy<—b)x<—a = (Vx<—a)y<—b-

In acest caz, notam valoarea lor comund cu vy, . Asadar,
pentru orice z € V,

v(z) dacdz#xsiz#y,
Vieayeb(z) =14 a dacd z = x,

b daca z=y.



Evaluarea formulelor

v R A Y] . v
Avem c3 exist3 si este unic3 o functie || - |4 : F, — {0,1}A" astfel
incat, pentru orice v : V — A, avem:

e pentruorice t, u€ T,, ||t = u|t =1 &t = ul;

@ pentru orice s € R si orice t1,...,t(s) € T5,
”Stl s tr(s)”f/“ =le ((t1)§7 s (tr(s)) ) € As;
o Llf=L=0,

pentru orice @, 1 € Fy, |l = ¥||2 = |||l = |||

pentru orice p € F, si x € V,
[Vxep|[{! = 1 < pentru orice a € A, |¢|l;t, , = 1.

Daci ¢ € F, este astfel incit pentru orice A si v, ||¢||2 =1,
spunem ca ¢ este valida.



Evaluarea conectorilor derivati

Fie A = (A, (As)seFuRr) 0 o-structurd. Este acum imediat c3
pentru orice v : V — A, avem:

o [TI¢'=T=1,
o pentru orice ¢, ¥ € Fo, o A0l = [l AWl
o pentru orice o, ¥ € Fy, [l¢ VOIR = [lolls' v w17
o pentru orice ¢, ¥ € Fo, [lg ¢ 9IS = [l e [0
@ pentru orice p € F,six €V,

[Fxpd =1 existiac Acu o2 =1

Vx<—a



Evaluarea enunturilor

Asadar, dacd A = (A, (As)scFur) este o o-structurd si ¢ este
enunt, pentru orice vi, vo : V — A, avem [¢|[{d = [l¢|l1, deci este

echivalent faptul c3 pentru orice v: V — A, ||| = 1 cu faptul
cdexisti v: V — Acu |l¢||2t = 1. Numim aceast3 stare de fapt cu

Ao

si spunem ca A satisface ¢ sau c3 A este model pentru .

lat3, deci, c3 structurile de ordinul | reprezinta analogul functiilor
de evaluare intélnite Tn logica propozitionald. De aici provine si
numele acelei ramuri a logicii care studiaza structurile de ordinul |
in conjunctie cu enunturile satisfacute de ele: teoria modelelor.



Semnul = in logica de ordinul |

Vom defini urm3toarele concepte, precum si noi semnificatii ale
semnului |=, prin analogie cu logica propozitionala:
e Daci ¢ € E, si ¢ este valid, vom scrie = .
@ Spunem c3d ¢ € E, este satisfiabil daca existd A cu A = ¢.
@ Spunem ca un enunt ¢ este nesatisfiabil daca ¢ nu este
satisfiabil.
e Fie , ¥ € E,. Spunem ca din ¢ se deduce semantic ¢ si
scriem ¢ = 1 dacd pentru orice A cu A = ¢ avem A = 9.
Clar, L este enunt, iar pentru orice o-structurd A, avem A [~ L,
i.e. L este nesatisfiabil.



Multimi de enunturi

Complet analog celor din logica propozitionala, vom introduce
notiuni de satisfiabilitate pentru multimi de formule, precum si
semnificatii corespunzdtoare ale semnului |=.

Fie I C E,. Pentru orice o-structurd A, spunem ca A satisface I’
sau cad A este model pentru I, si scriem A =T, daca pentru orice

pel, AEp.

Spunem c3 I este satisfiabila dac3 exista o o-structura A cu
A [=T; ca este nesatisfiabila dac3 nu este satisfiabil3.



Proprietati

Urmatoarele proprietati se demonstreaza perfect analog celor din
logica propozitional3.

Proprietati

Fiel C E,;, A CT si A o o-structura. Avem urmatoarele:
e Dacd A =T, atunci A E A.
@ Daca A este nesatisfiabila, atunci I este nesatisfiabila.

@ Avem c3 A =T dacd si numai dacd pentru orice X C I finita,

AET.




Deductie semantica din multimi

Fiel C E, si ¢ € E,. Spunem ca din [ se deduce semantic ¢, si
scriem [ |= ¢, dacd pentru orice o-structurd A cu A =T avem

A | . Aceastd notiune are urm3toarele proprietdti analoage celor
din logica propozitionala si demonstrabile similar.

Proprietati
Fiel C E,;, A CT siy, ¢ € E;. Avem urmatoarele:

@ Dacd A = ¢, atunci I = .
@ Multimea I este nesatisfiabild dacd si numai daca I' = L.

e Avem I |= ¢ dacd si numai dacd I' U {—p} este nesatisfiabil3.




Substitutia termenilor

Vom numi substitutie o functie 6 : V — T,. Folosind Principiul
de recutgie pe termeni, ea se extinde natural in mod unic la o
functie 6 : T, — T,.

Se observa, folosind unicitatea, c3, pentru orice doua substitutii 6,
0,

0ol =6000.



Clauze

Dacd avem o formuld ¢, n € Nsi ki < ... < k, cu
FV(p) = {Xk,- -+ Xk, }, notdm cu Yo enuntul Vx, ... Vxy, .

Numim literal o formula de forma ¢ sau =, unde ¢ este o
formuld atomica relationald (literalul este, respectiv, pozitiv sau
negativ). Numim clauza o formuld de forma V(L1 V...V L),
unde Lq,..., Ly sunt literali. Numim clauza definita o clauza
unde apare exact un literal pozitiv, anume pe prima pozitie. Dac3
Ao, ... A, sunt formule atomice relationale, atunci clauza

V(Ao VoA V...V —|Am)
se scrie si sub forma (cunoscuta din limbajul Prolog)
Ao <—A1,...,Am.

Un program va fi o multime finit3 de clauze definite. Un scop
definit este o clauza in care apar doar literali negativi.



Structuri Herbrand

De acum incolo, vom face presupunerea ca exista macar o
constanta in signaturd, asadar T, # (. Notdm cu B, (numit3
baza Herbrand) mul{imea tuturor o-formulelor atomice relationale
fara variabile.

Spunem cd o o-structurd este Herbrand atunci cand universul ei
este T, iar simbolurile de functie sunt interpretate , de ele insele”.
Observam ca o o-structura Herbrand este complet determinat3 de
multimea J a acelor formule din B, adevarate in ea. Pentru orice
submultime J a lui B, si orice enunt ¢, spunem c3 J =y ¢ atunci
cand structura Herbrand asociata lui J satisface ¢.

Dacd A este o o-structurd, vom nota J4 :={¢ € B, | A = ¢}.



Proprietati

Fie A o o-structurd si ¢ o clauza definitd (sau un scop definit) cu
A ¢. Atunci J4 Eh p.

Demonstratie

Presupunem ¢ clauza definita. Avem ca exista m, n € N, formule
atomice relationale Ag, A, ..., An si variabile x1,...,x, cu

(p:Vxl...VXn(Ao\/—\Al\/...\/—|Am).

Fie t1,...,t, € 7'0. Notdam, pentru orice i,
A= Ailxi = t1] .. [xn = ta] s ¢ = Ag VDAL VLV DAL
Vrem J4 = ¢ Presupunem c3, pentru orice i > 1, J4 Epy Al
Ardtam cd J4 Ey Ap. Deci, pentru orice i > 1, cum Al € By,
Al € Jy, deci A E AL Cum A |= ¢, avem A = ¢/, iar, cum,
pentru orice i > 1, A = Al avem A = Aj. Cum Aj € By,

0 € Ja, deci Ja EH Ap.




Proprietati

Teorema

Fie P un program. Atunci Kp :={J C B, | J =y P} este o
multime Moore pe B,.

Demonstratie

Faptul cd B, =y P rdmane ca exercitiu. Fie acum K C Kp cu

K #0. Vrem K =y P. Fie o € P. Fie t1,...,t, € T,. Folosim
aceleasi notatii ca in demonstratia precedentd. Presupunem c3,
pentru orice i > 1, N K [=n Al Ardtdm cd K =n Ajy. Deci,
pentru orice i > 1, cum A} € B,, A} € K, deci, pentru orice
Je K, Al e J, adicsd J =y Al Fie J € K. Avem J =y ¢, deci

J En ¢, iar, cum, pentru orice i > 1, J Ey A}, avem J =y Aj,
deci, cum Aj € By, Ay € J. Asadar, Ay € K, deci NK =4 Ap.

Pentru orice program P, notam Mp := N Kp € Kp.



Proprietati

Teorema
Pentru orice program P, Mp = {p € B, | P = ¢}.

Demonstratie

Pentru ,, D", fie p € B, cu P |= . Fie J € Kp. Vrem ¢ € J. Cum
JEy P, avem J |y @, iar, cum o € B;, p € J.

Pentru ,C", fie ¢ € Mp. Fie Acu A= P. Vrem A= . Cum P
este o multime de clauze definite, dintr-o teorema anterioara avem
Ja En P, deci J4 € Kp. Rezultda Mp C Jy, deci ¢ € J4, adica
Ja En @. Rezultd A = .




Motivatia unificarii

S3 zicem c3 avem un program Prolog care contine regula

p(f(x),y) < p(x,y)

si vrem s3 interogdm p(z, f(t)). Pentru a gdsi o solutie a acestei
interogari folosind regula de mai sus, trebuie s3 substituim x — x,
z+— f(x), y — f(t), t — t, interogarea devenind p(f(x), f(t)),
care este redusd, conform regulii, la p(x, f(t)), care devine practic
0 noua interogare.

Observam ca o parte esentiala a procesului de rulare a unui
program Prolog (pe care il vom studia data viitoare, cand vom
vedea exact care este legatura dintre regulile/interogarile afisate
mai sus si teoria prezentatd astazi) este gasirea acelei substitutii.
Acest procedeu se va numi unificare.



Daca £ este o multime de ecuatii, numim unificator pentru ea o
substitutie 6 astfel incat, pentru orice (s = t) € £, avem

0(s) = O(t); el se numeste cel mai general unificator (cgu; most
general unifier, mgu) dac3, pentru orice unificator §' pentru &,

avem c3 existd o substitutie w cu 0’ = W o 0.

Propozitie

FieneN, z,...,z, € V (diferite doud cate douad) si

t1,...,ty € T, astfel incat, pentru orice i, j, z; ¢ Var(t;). Atunci
substitutia 6 care duce, pentru orice i, z; In t; este cgu pentru
{zi=ti|ie{l,...,n}}.

Demonstratie

Faptul c3 este unificator este evident. Fie acum 6" un unificator.
Vrem wcu @ =wof. Ludm w :=60'. Avem, Intr-adevir, c3,
pentru orice i, (6" 0 0)(z;) = 0/(t;) = 0'(z;) = 0'(z) si, pentru orice
alt3 variabild y, (67 0 0)(y) = 0'(y) = ¢'(y).




Algoritm de unificare

Vom descrie acum un algoritm de unificare. El are ca intrare o
multime de ecuatii £, iar la iesire, un cgu dat de o multime de
ecuatii ca n propozitia precedentd, sau ,,esec”, dacd un cgu nu
exista. Algoritmul trece printr-un ciclu care, la fiecare pas, verifica
dac3 existd vreo ecuatie in multime caruia i se poate aplica vreuna
dintre urm3toarele operatii — in caz contrar, el se opreste:

@ o ecuatie de forma f(s1,...,s,) = f(t1,...,t,) este inlocuita
de ecuatiile s; = t1,...,5, = ty;
@ o ecuatie de forma f(s1,...,s,) = g(t1,...,tm), unde f # g,

produce ,esec”;

o ecuatie de forma x = x, cu x € V, este eliminata;

o ecuatie de forma t = x cu x € V si t ¢ V este inlocuitd cu

X =t

o ecuatie de forma x =t cu x € V, t # x si x € Var(t)

produce ,esec”;

@ o ecuatie de forma x =t cu x € V, t # x, x ¢ Var(t), dar cu
x aparand si in alte ecuatii din multime, face ca toate celelalte
sale aparitii s3 fie substituite cu t.



Corectitudine

Algoritmul de unificare prezentat se termind mereu si produce
rezultatul corect.

Demonstratie

Pentru terminare, observam ca doar ultimul pas creste numarul de
simboluri, dar acela poate fi aplicat doar o data pentru fiecare
variabila.

Pentru corectitudine, observam intai ca multimile care produc
»esec” nu au unificator si cd, atunci cand algoritmul se terming,
multimea are exact forma din propozitia precedenta. Apoi, trebuie
sa ardtam ca la fiecare pas, multimea rezultanta are aceiasi
unificatori ca cea precedentd. Tratam ultimul caz doar. Notand cu
1 substitutia x — t, avem ca ecuatiile s = v care nu sunt x = t
sunt Tnlocuite de ¥ (s) = ¥ (u).




Corectitudine

Demonstratie (cont.)

Fie 6 un unificator pentru multimea initiald, in particular
0(x) = 0(t). Fie s = u o ecuatie din ea care nu este x = t. Vrem
0(¢(s)) = 0(v»(u)). Se aratd usor ca 0 o 1p) = 6, de unde rezultd

concluzia.

Fie acum 6 un unificator pentru multimea rezultanta, in particular
(din nou) 6(x) = 6(t). Se arat, din nou, usor, c3 6 o ¢ = 0, iar
concluzia rezulta analog, scriind egalitatile invers.




