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Preliminarii matematice



Obiectele matematice despre care vom vorbi la acest curs vor fi
formalizate n teoria multimilor: asadar, cum se intampla n general
in acest caz, orice obiect cu care lucram va fi o multime.

Vom presupune oarecum cunoscut modul uzual de a lucra cu
multimi si de aceea vom parcurge acum sumar doar eventualele
puncte care pot parea mai subtile.

Vom fncerca sa justificam cat mai multe fapte, dar, pentru
demonstratii complete si riguroase, facem din nou trimitere la
cursul ,,Logica matematica”, disponibil la adresa:

https://cs.unibuc.ro/~asipos/1lm/


https://cs.unibuc.ro/~asipos/lm/

Operatii pe multimi

Conform axiomelor teoriei multimilor, urmatoarele operatii sunt
bine definite:
xNy ={zex|zey}

x\y:={zex|[z¢y}
UF={z|existi yc Fcuzey}
xUy = J{x. v}
F#@éﬂF::{ZEUF|pentruoricexcuxeF,aveszx}
P(x):={z|z C x}



Multimi Moore

Fie X o multime. Numim o multime A C P(X) multime Moore
pe X dacd X € A, iar, pentru orice B C A nevid3, avem (B € A. )

Teorema

Fie X o multime si A o multime Moore pe X. Atunci existd si este
unic C € A, numit minimul lui A, astfel incat pentru orice D € A,
avem C C D.

Demonstratie

Unicitatea rezulta imediat: dacd avem C;, C; € A cu acea
proprietate, atunci G; C G, si G C (q, deci G; = G,. Pentru
existentd, cum X € A, avem A # (), deci VA € A. Luam C :=NA
si verificam c3 are proprietatea cautata.




Perechi ordonate

In matematic3, se foloseste deseori notiunea de pereche ordonata
a lui x si y, notatd cu (x,y). Cum am spus, in universul nostru de
discurs exista doar multimi, deci trebuie si ca (x, y) sa fie tot o
multime. Ea trebuie s3 , codifice” ideea de pereche ordonatd, adica
pentru orice x, y sa existe (x, y), iar aceasta s3 poata fi distinsd de
(y,x), cand x # y, sau in general de vreun (a, b) cu a # x sau

b # y. Nu va conta ce definitie alegem, atat timp cat va avea
proprietatile dorite si o vom folosi In mod consecvent.

Definitia cea mai frecvent folositd este cea data de Kazimierz
Kuratowski in 1921: (x,y) := {{x}, {x,y}}. Putem apoi verifica:

Proprietatea perechilor ordonate

Fie x, y, u, v cu (x,y) = (u,v). Atunci x =usiy = v.




Produsul cartezian

Propozitie
Fie x, y, X, Y cux € Xsiy € Y. Atunci (x,y) € P(P(X U Y)).

Demonstratie

Trebuie s3 ardtam c3 pentru orice z € (x, y), avem z € P(X U Y).
Fie z € (x,y). Atunci trebuie sd ardtam c3 pentru orice t € z,
te XUY,adicate Xsaute VY. Fiet e z. Cum

(x,y) ={{x},{x,y}}, avem z = {x} sau z = {x,y}. Cum t € z,
avemt=xsaut=y. Decit€ XsauteY.

Ca urmare, pentru orice X si Y, multimea definit3 prin
XxY :={w e P(P(XUY)) |existi x € Xsiy € Y cuw = (x,y)}

contine toate perechile ordonate de elemente din X cu elemente
din Y. O numim produsul cartezian al lui X si Y.



Propozitie-Definitie

Relatii binare

Fie R o multime. Urm3atoarele afirmatii sunt echivalente:
@ exista A si B astfel incdt R C A x B;
@ elementele lui R sunt perechi ordonate, adica pentru orice
z € Rexistd x, y cu z = (x,y).

In acest caz, R se numeste relatie (binard), iar daci A si B sunt
ca mai sus, spunem ca R este o relatie intre A si B. Daca A este
astfel incat R este intre A si A, spunem c3 R este o relatie pe A.

Demonstratie

Implicatia ,,=" este evidenta. Pentru implicatia ,<", notam
multimea | J|J R atat cu A, cat si cu B. Fie z € R. Atunci exista
x,ycuz={{x},{x,y}} € R. Asadar, {x}, {x,y} € UR si deci
x,y € UUR. Caurmare, (x,y) e UURXxUUR=AXB.

Observam si cd A si B nu sunt unice cu acea proprietate! De
exemplu, () este o relatie pe ), dar si pe {0}.



Grafice si functii

Definitie

Daca A este o multime, notam cu A4 si denumim relatia
diagonala pe A acea relatie pe A definita prin

{pEAxA|existd acup=(a,a)}.

Definitie

Fie A, B multimi si R o relatie intre A si B. Spunem ca R este
grafic intre A si B daca pentru orice a € A exista si este unic
b € B astfel incét (a, b) € R.

Fie A, B multimi. Spunem c3 f este functie intre A si B (si
notdm acest fapt cu f : A — B) daca existd R, un grafic intre A si
B, astfel incat f = (A, B, R). A se numeste domeniul lui f, B
codomeniul lui f, iar R graficul lui f. Pentru orice a € A vom
nota cu f(a) acel unic b € B cu (a,b) € R.




Detalii de codificare

Un grafic si o functie sunt multimi, dar ele nu sunt aceeasi
multime! Avem nevoie de includerea codomeniului in ,,codificarea”
notiunii de functie pentru a putea mai tarziu formaliza corect
surjectivitatea.

Propozitie

Fie R o relatie binara. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
@ exista A si B astfel incit R este grafic intre A si B;

@ pentru orice x, y, z cu (x,y), (x,z) € R, avem y = z.

\,

Propozitie
Fie R o relatie binara si A, B, C, D astfel incat R este grafic atat
intre A si B, cat si intre C si D. Atunci A= C.

Aceste doud propozitii (I3sate ca exercitiu) ne aratd c3 domeniul
unei functii este complet determinat de grafic (si il putem numi

domeniul graficului), ca urmare el ar fi putut sd nu fie inclus in
modul de definitie. El este inclus, totusi, prin traditie.



Notatii despre functii

Pentru orice multime A, avem c3 (A, A, A,) este functie. O
numim functia identica pe A sau functia identitate pe A si o
notam cu idg.

Observam ca dacd A, B sunt multimi, iar f : A — B, atunci
f € ({A} x {B}) x P(A x B), ca urmare putem defini multimea
tuturor functiilor de la A la B, notata cu BA, prin

{f € ({A} x {B}) x P(A x B) | f functie}.



Imagini

Definitie
Fie A, Bsif: A— B. Fie X C Asi Y C B. Atunci:
@ notdm cu f,(X) si numim imaginea directa a lui X prin f
multimea

{y € Blexistd x € X cu f(x) =y},

@ notdm cu *(Y) si numim imaginea inversa a lui Y prin f
multimea
{xeA|f(x)e Y}

@ notdm cu Imf si numim imaginea lui f muljimea £.(A).

Mai definim imaginea unui grafic ca fiind imaginea unei functii
care 1l are ca grafic. Stim din cele anterioare ca exista o asemenea
functie si putem ardta c3 imaginea nu depinde de functia aleasa.



Proprietati ale functiilor

Definitie
Fie A, Bsi f : A— B. Spunem ca:
e f este injectiva sau injectie dac3d pentru orice x, y € A cu
x # y, avem £(x) # f(y);
@ f este surjectiva sau surjectie dacd Imf = B, mai exact
daca pentru orice y € B exista x € A cu f(x) = y;
o f este bijectiva sau bijectie daca este injectiva si surjectiva.




Compunerea si restrictia functiilor

Fie A, B, Csif:A— B, g: B— C. Definim functia
gof:A— C (citim,g compus cu f"; ea se noteaza uneori cu
f; g, caz in care citim ,,f succedat de g"), pentru orice x € A, prin

(g o f)(x) := g(f(x)).

Proprietati elementare

FieA B, C,Dsif:A—B,g:B— C, h: C— D. Atunci:
@ (hog)of =ho(gof);
@ foidga=f;idgof ="f.

Fie A, B, f : A— B si X C A. Definim functia f|X : X — B (citim
.f restrictionat la X"), pentru orice x € X, prin fix(x) := f(x).

v




Functii inversabile

FieA B, f:A— B. Dacag: B— A gof =idysi fog=idg,
spunem ca f este inversabila iar g este inversa sa.

O invers3, dac3 existd, este unicad. Mai exact, daca avem A, B,
f:A— B,iar g1, & : B — A sunt inverse ale lui f, atunci

g1 = &, iar aceasta se poate demonstra doar folosind proprietatile
elementare ale compunerii:

gr=gioidg=gio(fog)=(giof)og =idaog = g&.

Urmatorul rezultat se demonstreaza usor:

Propozitie

O functie este inversabild daca si numai daca este bijectiva.




Comportamentul multimii vide fata de functii

Fie A o multime. Se pune intrebarea: existd f : ) — A? Daca da,
cum arata? Presupunem c3 ar exista o asemenea f. Atunci exista
Rcuf=(0,AR)siRCOxA=0deci R=0sif=(0,A0).
Aceasta este Tntr-adevar o functie. Ca urmare, exista o unica
functie de la () la A, anume (), A, (), pe care o numim functia vida
a lui A. Asadar, avem c3 A? = A® este un singleton (o multime cu
un singur element). Spunem c3 () este multimea initiala.

Dar invers? Exist3 o functie g : A — ()? Dac3 A este nevid3,
atunci existd a € A, si deci g(a) € 0, o contradictie, dat fiind c3 nu
existd b € (). Ca urmare, functia existd doar cand A = (), si atunci
g =(0,0,0) (caz particular al celui din paragraful precedent).



Comportamentul singleton-urilor fata de functii

Fixdam X un singleton (repetdm, o multime cu un singur element)
— de exemplu, putem lua X := 1 = {00}, dar alegerea precisa a lui
X nu va conta.

Fie A o multime. Atunci exista o unica functie de la A la X,
anume cea care duce orice element din A in unicul element al lui
X. De aceea, spunem ca orice singleton este multime terminala
(notiune duala celei de multime initiald).

Vrem acum, invers, s3 gasim toate functiile de la X la A. Pentru a
gasi o asemenea functie, trebuie doar sa selectam elementul din A
n care va fi dus acel unic element al lui X. Asadar, functiile de la
X la A sunt n corespondentd biunivoca cu elementele lui A.
Deseori, in acest curs, vom identifica tacit AX cu A (indiferent
care este precis singleton-ul X; de pilda, vom identifica Al cu A).



Fie I o multime. Numim familie indexata dupa / un grafic al
cadrui domeniu este /. Dac3 F este o familie indexata dup3 /, vom
nota, pentru orice i € /, acea unica multime x pentru care

(i,x) € F cu F;. De asemenea, vom mai scrie (F;)iecs n loc de F.

Definim reuniunea si intersectia, ca familie, ale lui F — notate cu
Uies Fi. respectiv cu (;¢; Fi — ca fiind reuniunea, respectiv
intersectia (ultima doar in cazul in care | # () a imaginii ca grafic
alui F.

Mai definim produsul cartezian al lui F, notat cu [];c, F;, ca fiind
multimea tuturor familiilor f indexate dupa / cu proprietatea ca
pentru orice i € I, f; € F;. Aceastd multime exista deoarece orice
asemenea f este element al lui

PlIx|JF

iel



Tipuri de relatii binare pe o multime

Definitie

Fie A o multime si R o relatie pe A. Pentru orice x, y € A, vom
scrie xRy in loc de (x,y) € R. Spunem c3 R este:

o reflexiva daca pentru orice x € A, xRx;
@ simetrica daca pentru orice x, y € A cu xRy, avem yRXx;

@ tranzitiva daca pentru orice x, y, z € A cu xRy si yRz, avem
xRz;

@ de echivalenta daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva;

@ totala dac3 pentru orice x, y € A, avem xRy sau yRXx;

e antisimetrica daca pentru orice x, y € A cu xRy si yRx avem
X =y;

e de ordine partiala (de obicei ele sunt notate cu <) dac3 este
reflexiva, antisimetric3 si tranzitiva;

o ireflexiva daca pentru orice x € A, nu avem xRx;

@ asimetrica daca pentru orice x, ¥y € A cu xRy, nu avem yRx.




Tipuri de date abstracte, inductive

Panad acum s-a mai lucrat cu diverse formalizari ale unor tipuri de
date inductive. De exemplu, in Haskell defineam asemenea tipuri
cu o sintaxa specifica (cu constructori). De asemenea, la cursul
»Logica matematica si computationala” s-au introdus, printre
altele, formulele logicii propozitionale intr-un mod inductiv, Tntr-un

fel care semana cu urmatorul:
@ orice variabila este o formul3;
@ daca ¢ este formuld, atunci -y este formul3;
@ daca ¢ si ¥ sunt formule, atunci ¢ — 1 este formul3;

@ doar expresiile obtinute prin aplicari ale acestor reguli sunt
formule.
Dat fiind ca vom lucra cu multe asemenea definitii in cadrul
acestui curs, vom explora in continuare cum pot fi facute riguroase
rationamentele cu asemenea tipuri, pentru a nu mai intra in detalii
la momentul respectiv.



Formule

Formulele sunt expresii peste multimea dat3d de simboluri (variabile
si conectori, toate diferite), iar proprietatile pe care o multime A de
expresii trebuie sa le verifice pentru ca ea sa fie multime de formule
vor fi:

e V C A (adica variabilele ,;sunt” formule);
@ dacd ¢ € A, atunci ~p € A;
@ dacd ¢, ¥ € A, atunci — oy € A.

Submultimile multimii expresiilor care verifica aceste proprietati
formeazad o multime Moore. Asadar, putem lua minimul ei, pe care
il notam cu Form. Numim elementele acestei multimi formule sau
enunturi.

Observam ca am folosit forma prefixata a formulelor pentru a le
defini — am scris — 1 in loc de ¢ — 1) — deoarece ne va fi mai
comod la unele demonstratii. In scurt timp, vom oferi un mod prin
care vom putea folosi 1n discursul nostru forma obisnuit3, i.e.
infixata.



Principiul inductiei pe formule

Urmatoarea teorema reprezinta o forma de inductie structurala pe
multimea formulelor.
Principiul inductiei pe formule
Fie B C Form astfel incat:
e VCB;
@ daca ¢ € B, atunci —p € B;

@ daca ¢, ¢ € B, atunci — py € B.
Atunci B = Form.

.

Enuntul rezultd imediat din faptul ca B este una din multimile ce
participa la intersectia prin care a fost definit Form.



Citirea formulelor

Proprietatea de citire

Fie x € Form. Atunci se intampla exact una dintre urm3toarele
alternative:

e Y eV,
@ exista ¢ € Form cu x = —y;

@ exista ¢, ¥ € Form cu x =— @.

Demonstratie

Notam cu B multimea formulelor ce se pot scrie sub acele forme.
Atunci, clar, B verifica conditiile Principiului de inductie si, deci,
B = Form. Faptul ca se intdmpla cel mult una dintre alternative
rezulta din faptul cd am fixat simbolurile ca fiind diferite.




Despre segmente initiale

Fie x € Form. Atunci nu exista o € Form care sa fie segment
initial strict al lui .

Demonstratie

Demonstram prin inductie, dar nu structurald, ci inductie completa
pe numere dupa lungimea lui x. Presupunem c3 exista o ca n
enunt. Din proprietatea de citire, distingem trei cazuri. Tratam
doar cazul cand exista ¢, ¥ cu x =— 1. Atunci, fie o este vid,
ceea ce nu se poate, fie existd ¢/, ¢ cu a =— ©’)'. Dacd ¢ si ¢’
ar avea lungimi diferite, atunci unul ar fi segment initial strict al
celuilalt, contradictie cu ipoteza de inductie. Asadar, p = ¢’ si
deci 1 si ¢’ au lungimi diferite, de unde rezult3 din nou o
contradictie cu ipoteza de inductie.

\,




Citirea unica a formulelor

Proprietatea de citire unica

Fie ¢, ¥, ¢/, ¥’ € Form cu — pip =— @', Atunci p = ¢’ si
p=9.

Demonstratie

Dac3 ¢ si ¢ ar avea lungimi diferite, atunci unul ar fi segment
initial strict al celuilalt, contradictie. Rezult3 c3 ¢ si ¢’ au aceeasi
lungime. Dar de aici rezultd imediat concluzia dorita.




Scrierea infixata

Pentru a putea folosi, dupa cum am anuntat, o notatie infixata,
definim pe Form operatia —: Form?® — Form, pentru orice ¢,
1 € Form, prin

o= Y= = ey

Atentie: — reprezinta obiecte complet diferite Tn stdnga si in
dreapta respectivei ecuatii — anume, n stdnga este vorba de
operatia pe care o definim acum, iar in dreapta este vorba de
simbolul fixat mai devreme. Ele sunt, ins3, utilizate in contexte
destul de asemanadtoare cit s3 folosim acelasi semn grafic.



Principiul recursiei pe formule

Principiul recursiei pe formule
Fie Ao multimesi Gop: V — A, G- : A— A, G, : A> > A
Atunci existd si este unica F : Form — A astfel Tncat:

@ pentru orice v € V, F(v) = Go(v);
@ pentru orice ¢ € Form, F(—y) = G-(F(p));
@ pentru orice ¢, ¥ € Form, F(p — ) = G (F(¢), F(¥)).

.




Principiul recursiei pe formule

Demonstratie
Unicitatea rezultd imediat prin inductie structurald (exercitiu!).
Pentru existenta, vom construi S C Form x A astfel incat sa
verifice:
@ pentru orice v € V, (v, Go(v)) € S;
@ pentru orice ¢ € Formsi a € A cu (p,a) € S, avem
(—p, G-(a)) € S;
@ pentru orice ¢, P € Formsi a, b€ Acu (p,a) € S si
(v, b) € S, avem (p — ¥, G_,(a, b)) € S,
si sa fie cea mai mic3 cu aceste proprietati — ca mai inainte, o
construim luand intersectia, la care participa Form x A, a tuturor
submultimilor ce verifica proprietatile.

Ramane de ardtat ca S este grafic intre Form si A — atunci, clar,
F := (Form, A, S) va fi functia cdutata.




Principiul recursiei pe formule

Demonstratie (cont.)

Trebuie sa ardatam ca, pentru orice ¢ € Form, existd si este unic
a€ Acu (p,a) €S. Existenta rezultd prin inductie structurald
(exercitiu!), astfel cd vom demonstra in continuare unicitatea.

Fie B multimea acelor ¢ € Form cu proprietatea c3 exista si este
unic a € A cu (¢,a) € S. Presupunem prin absurd c3 B # Form.
Atunci, din contrapusa principiului de inductie pe formule, avem ca
fie V € B, fie exista g € B cu = € B, fie exista ¢g, 1o € B cu
wo — Yo & B. Ultimul caz este cel mai complex si de aceea il vom
demonstra doar pe acela, primele doua ramanand ca exercitiu.

Presupunem, deci, ca avem g, %o € B cu 9 — o € B. Cum o,
1o € B, exista si sunt unice ag, by cu (¢o,a0) € S si (¢o, bo) € S,
deci avem (o — o, Gs(a0, bp)) € S. Cum @o — g & B, existd

q # G-(a0, bo) cu (wo — to,q) € S.




Principiul recursiei pe formule

Demonstratie (cont.)

lau T := S\ {(po — ¥0,q)}. Vom ardta cd T verificd cele trei
proprietati, ceea ce va contrazice faptul cd S este cea mai mica
asemenea multime.

Fie v € V. Atunci (v, Go(v)) € S, iar cum
(v, Go(v)) # (vo — 0, q), avem (v, Go(v)) € T. Cea de-a doua
proprietate se arata analog.

Pentru a treia, fie ¢, ©» € Formsi a, b€ Acu (p,a) € T si
(¢,b) € T. Vrem (¢ — ¢, G_,(a,b)) € T.

Cum (¢p,a) € Ssi (¥, b) € S, avem (¢ — 1, G_(a, b)) € S. Dac3
(¢ — ¥, G(a,b)) ¢ T, inseamn3 ca
(p = ¥, G (a, b)) = (o — o, q), deci ¢ — ¥ = o — o i




Principiul recursiei pe formule

Demonstratie (cont.)

Cum ¢ — ¥ = g — 1Yo, din Proprietatea de citire unica avem
© = o si ¥ = 1. Cum p = o, (¢o,a) = (p,a) € S. Dar cum
(¢0,a0) € S si po € B, avem a = agp. Analog, b = by. Deci

q = G_,(a,b) = G_(ap, bp), contradictie cu presupunerea initial3
q 75 Gﬂ(ao, bo).

Demonstratia este acum incheiata.




Aplicatie: multimea variabilelor

Exist3 si este unicd Var : Form — P(V) astfel incat:

@ pentru orice v € V, Var(v) = {v};
@ pentru orice ¢ € Form, Var(—p) = Var(p);
@ pentru orice ¢, ¢ € Form, Var(¢ — 1) = Var(p) U Var(v).

De exemplu,
Var(—vp — v1) = Var(—w) U Var(v1) =
Var(vp) U Var(v1) = {w} U{vi} = {w, w1}



