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Programare imperativa



Programarea imperativa

Paradigma de programare cel mai transparent de descris formal
este cea imperativa, avand n vedere c3 posedd foarte putine
constructii care au inerent nevoie de un aparat matematic complex
(cum ar fi rezolutia, functiile de ordin inalt etc. pe care le vom
vedea n alte paradigme), si de aceea poate servi drept caz de
jucdrie pentru abstractiunile pe care le vom dezvolta ulterior.

Vom descrie un limbaj imperativ auster, numit IMP, o varianta
simplificat3? a limbajelor imperative folosite in mod uzual (cum ar
fi C, Go etc.).

2Denumirea IMP isi are originea, cel mai probabil, in cartea (indicat3 in
bibliografie): G. Winskel, The Formal Semantics of Programming Languages:
An Introduction, The MIT Press, 1993.



Limbajul IMP

Fixdm o multime (probabil num3arabil3, dar nu intram in detalii) L,
ale carei elemente vor fi numite variabile, unde cuvantul se vrea s3
aiba acelasi sens ca intr-un limbaj de programare imperativ uzual:
practic, ne referim la locuri Tn memorie.

Descrierea limbajului va cuprinde diverse ,tipuri de date”: expresii
aritmetice, expresii booleene, instructiuni (asa cum aveam si la
logica de ordinul | inti termeni si abia apoi formule), pe care le
vom descrie pe rand.



Expresii aritmetice

O expresie aritmetica are exact una dintre urmatoarele forme:

@ un numar intreg n;

@ o variabild X (element al lui L);

@ ag+ a1, ag — a1, ap * ai, unde ag si a1 sunt expresii aritmetice.
Acesta si cele care vor urma sunt (la modul informal) tipuri de date
inductive, iar, in genere, principiile exprimate si demonstrate in
cursul trecut pentru exemplul particular al formulelor logicii
propozitionale (inductie structurald, recursie structurald, citire

unic3 etc.) vor fi valabile si aici, mutatis mutandis, si ca atare nu
le vom mai mentiona.



Expresii booleene

O expresie booleana are exact una dintre urmatoarele forme:
@ o valoare boolean3 (true sau false);
@ 39 = a1, ap < a1, unde ap Si a; sunt expresii aritmetice;
@ —bg, by A b1, by V by, unde by si by sunt expresii booleene.



Instructiuni

O instructiune are exact una dintre urmatoarele forme:
o skip;
@ X :=a, unde X € L, iar a este o expresie aritmetica;
@ (p; c1, unde ¢p si ¢ sunt instructiuni;
o

if b then ¢ else cj, unde b este expresie boolean3, iar ¢ si
Co sunt instructiuni;

@ while b do ¢, unde b este expresie booleand, iar ¢ este
instructiune.



Vom numi stare o functie de la L la Z. Practic, fiecarui loc din
memorie i se va asocia o valoare, in mod aseman3ator cu functiile

de evaluare din logica. Multimea starilor o vom nota cu X. Asadar,
¥ =175

Tot ca in logic3, pentru orice 0 € X, X € Lsi N € Z, definim
starea ox..n, pentru orice Y € L, prin:

N, daca Y = X,

oxn(Y) = {O‘(Y), altfel.



Evaluarea expresiilor aritmetice

Fie 0 € . Definim o functie e, care evalueaza expresii aritmetice
in numere intregi, in mod recursiv, n felul urmator:
@ pentru orice N € Z, e,(N) := N,
@ pentru orice X € L, e,(X) := o(X);
@ pentru orice expresii aritmetice ag, a;, avem
es(a0 + a1) := ey(a0) + es(a1),
e-(ap — a1) = es(a0) — es(a1),
es(ap * a1) = es(ap) * e,(a1).



Evaluarea expresiilor booleene

Tot pentru un o € X, vom defini o functie notata tot e, care
evalueazd expresii booleene in multimea {0, 1}, Tn mod recursiv, in
felul urmator:

o e,(true) =1, e, (false) = 0;
@ pentru orice expresii aritmetice ag, ai, avem
es-(ap = a1) = 1 daca si numai dac3 e,(ap) = e,(a1),
e-(ap < a1) = 1 dacd si numai dac3 e;(ap) < es(a1);
@ pentru orice expresii booleene by, by, avem
ea(_‘bO) = _'ea(bO)y
eg(bo A bl) = eg(bo) A eg(bl),
eg(bo V bl) = eg(bo) \% eo'(bl).



Semantica operationala structurald

In acest moment, putem trece la definirea primei semantici pentru
limbajul IMP. Ea va fi o semantica operationala, mai precis
semanticad operationald structurald big-step, in sensurile urmatoare:

@ operationala: seamana cu executia de cdtre o masing;

@ structurald: este definita conform principiului de recursie
structurald (pe instructiuni);

@ big-step: se va referi la starea finald dup3 executia unui
fragment de cod (de aceea vom folosi semnul |}).



Semantica instructiunilor

Vom considera asertiuni de forma (c,o) || o/, unde c este o
instructiune, iar o, ¢/ € ¥, cu semnificatia informal3 , instructiunea
¢ executat3 in starea o produce starea o’".

Vom prezenta niste reguli de deductie (de fapt, scheme de reguli)
care ne vor permite s3 derivdm asemenea asertiuni. Am putea nota
faptul c3 asertiunea (c, o) |} o’ este derivabild prin - (¢, 0) | o/,
dar o notdm, mai simplu, doar cu (¢,0) |} o’

Vom putea face si inductie pe derivari/demonstratii (ori structural,
ori dupd lungime), precum si pe asertiuni derivabile (putem face si
recursie? n ce sens? dacd da/nu in vreun sens, de ce?).



Regulile de deductie big-step

(skip,0) |} o

(co,o) " (c1,0") o’

(X:=23,0) ¥ 0xse, (a) (co;c1,0) 4 o’
eo‘(b) =1 (C07U) ‘U’ o’ eo’(b) =0 (C17o-) ‘U o’
(if b then ¢ else ¢,0) | o’ (if b then ¢ else ¢;,0) | o’
e(b)=0

(while b do c,0) | o

es(b)=1 (c,0)o” (while bdo c,o") | o
(while b do c¢,0) | o’




Un exemplu de rationament

In acest moment, putem vedea cum folosim semantica pentru a
rationa despre programe.

Propozitie

Fie w := while true do skip. Nu existd o, ¢’ cu (w,0) || o’

Demonstratie

Presupunem c3 ar exista derivari de asertiuni de acea forma.
Consideram una de lungime minima. Ultima regula a derivarii
trebuie s3 fie a doua reguld pentru while, asadar trebuie s3 existe o
stare o’ astfel incat ultima premis3 a regulii sa fie (w,o”) | o’
Dar aceea este tot o asertiune de forma despre care vorbim,
contrazicandu-se minimalitatea lungimii derivarii.




Echivalenta intre programe

Pe instructiuni, putem defini relatia de echivalentd ~ in felul
urmator: pentru orice ¢y, ¢1, avem ¢y ~ €1 exact atunci cand,
pentru orice o, 0’ € ¥, (cp,0) |} o’ dacd si numai dac3

(c1,0) | o

Propozitie

Fie b o expresie booleana si ¢ o instructiune. Notam
w := while b do c. Atunci w ~ (if b then (c; w) else skip).

Demonstratie

Fie o, 0/ € ¥. Vrem s3 aritim c3
(w,0) | o’ & (if b then (c; w) else skip, o) |} o'

Demonstrdm implicatia ,=". Presupunem c3 avem (w,o) || o’. In
primul caz, avem e,(b) =0 si o = ¢, iar, folosind faptul c3
(skip,0) | o, deducem c3 (if b then (c; w) else skip, o) | o.




Echivalenta intre programe

Demonstratie (cont.)

in al doilea caz, avem c3 e,(b) = 1 si existd o’ cu (c,0) || o si
(w,0”) | o/. Putem deduce c3 (c;w,o) || o’ si apoi c3

(if b then (c; w) else skip, o) |} o'

Demonstram acum implicatia ,,<=". Presupunem c3 avem

(if b then (c; w) else skip, o) |} o'

In primul caz, avem e, (b) =0 si o = ¢’, de unde deducem imediat
(w,0) | o.

In al doilea caz, avem e, (b) = 1si (¢; w, o) |} o, de unde scoatem
c3 existd ¢” cu (¢,0) |} 0" si (w,0”) || o’. Putem apoi deduce
imediat c3 (w,0) |} o'




Propozitie

Fie ¢ o instructiune si o, ¢/, 0’ € ¥ cu (¢,0) | ¢’ si (¢c,0) | o”.

Atunci ¢/ = o”.

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupd demonstratia lui ,,(¢,0) | o’".

Tratam (pentru ilustratie) doar cazul cel mai greu, anume cel in
care ultima reguld aplicatad este a doua regula pentru while.
Notdm w := while b do c. Avem c3 e,(b) = 1. Avem c3 existd
o', p’ € X astfel incat (w, o) || ¢’ este dedus din (¢,0) || p si
(w,p') I o, iar (w,0) | 0" este dedus din (c,c) |} p si

(w, p") | o”. Aplicand ipoteza de inductie, obtinem p' = p” si,
apoi, o/ = o”.




Semantica small-step

Exista si un mod ,;small-step” de a defini semantica operational3d
structurald, care se refera la modul in care se modifica starea dupa
rularea ,,unui pas” din program (cat anume reprezintd un pas este
la latitudinea celui care defineste semantica; de exemplu, aici am
facut deja o asemenea alegere prin faptul ca expresiile sunt
evaluate functional, iar nu prin reguli de deductie).

Ne vom referi acum la asertiuni de forma (c,0) — (c,0’) unde ¢
si ¢/ sunt instructiuni, iar o, ¢’ € X, cu semnificatia informald
,dup3 ce executdm instructiunea c in starea o, starea devine ¢’, iar
instructiunea care mai rdimane de executat este ¢’”. Vom nota cu
—* inchiderea reflexiv-tranzitiva a relatiei — (cum o putem defini
formal? discutie!).

Prezentam in continuare regulile de deductie.



Regulile de deductie small-step

(X:=a,0)— (SkianX»—wa(a))

(c0,0) = (co,0”)
(skip; c1,0) — (c1,0) (coic1,0) = (cgi a1, o)

e-(b) =1

(if b then ¢ else ci,0) — (co,0)
e(b)=0

(if b then ¢ else ¢1,0) — (c1,0)

(while b do c¢,0) — (if b then (c; (while b do ¢)) else skip, o)



Echivalenta intre semantici

Teorema

Fie ¢ o instructiune si o, o/ € . Atunci

(c,0) | o’ daci si numai daci (c, o) —* (skip, o’).

Demonstratie

Demonstram implicatia ,=-". Facem inductie dupa regulile pentru
relatia .

Tratam cazul regulii (skip, o) |} o. Atunci, clar,
(skip, o) —* (skip, o). Cazul regulii pentru atribuire este similar.

La regula pentru secventiere, deducem, din ipoteza de inductie,
(co,0) =™ (skip,d”) si (c1,0”) —* (skip,c’), de unde scoatem

(co; c1,0) —* (skip; c1,0") — (c1,0") = (skip, o’).




Echivalenta intre semantici

Demonstratie (cont.)

La prima reguld pentru if (cea de-a doua se trateaza similar),
deducem, din ipoteza de inductie, (co, o) —* (skip,c’), de unde
scoatem

(if b then ¢ else c¢1,0) — (co,0) —* (skip,d’).

Notam w := while b do c. La prima reguld pentru while, unde
e-(b) = 0, scoatem

(w, o) — (if b then (c; w) else skip, o) — (skip, o).

La a doua, stim (¢,0) —* (skip, ") si (w,c”) —* (skip,d’) si
scoatem

(w,0) — (if b then (c; w) else skip, o)
— (c; w, o) —=* (skip; w, ") = (w, 0”) —* (skip, o).




Echivalenta intre semantici

Demonstratie (cont.)

Demonstram implicatia ,,<=". Acum vom face inductie structuralad
dupa c.

Pentru instructiunea skip, dacd avem (skip, o) —* (skip,d’),

atunci neapdrat o = ¢’ si, clar, avem (skip, o) || o. Cazul
instructiunii de atribuire este similar.

Dac3 stim (co; c1,0) —* (skip, '), clar trebuie s3 avem
(co; c1,0) =" (skip; c1,0”) — (c1,0”) =" (skip, o)

si in particular (cp, o) —* (skip,o”). De aici scoatem (cg,0) | o”
si (c1,0") || o/, deci (co; c1,0) | 0.

Cazul instructiunii if ramane ca exercitiu.




Echivalenta intre semantici

Demonstratie (cont.)

Tratam cazul instructiunii while. Presupunem ca avem
(while b do ¢,0) —* (skip,0’). Notdam w := while b do c. Vom
face inductie dupa numarul de pasi din ,,—*".

Pentru cazul e,(b) =0, avem (while b do c,o) —* (skip, o), deci
o' = o si scoatem usor (w,o) |} o.

Pentru cazul e,(b) = 1, avem (while b do c,0) —=* (¢c; w,0) —*
(skip; w, ") — (w,0") —* (skip,c’). In particular, avem

(c,0) —* (skip,d”) si (w,0”) —* (skip,o’). Din ipoteza de
inductie structurald pentru ¢, avem (c, o) |} ¢”. Din ipoteza de
inductie pe num3rul de pasi, avem (w,c”) || ¢’. Acum scoatem
imediat (w,0) | o’




