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Din nou despre echivalenta intre programe

Reamintim ca relatia de echivalenta pe instructiuni ~ a fost
definitd Tn felul urmator: pentru orice ¢y, ¢1, avem ¢y ~ ¢ exact
atunci cand, pentru orice o, o’/ € L, (co,0) || ¢’ dacd si numai
dac3 (¢1,0) | o'

Observam ca ultima conditie poate fi exprimata si ca:
{(0,0") €22 [ (c0,0) 4 0"} = {(0,0") € 22| (c1,0) 4 o'},
sau chiar, notand cele doua multimi corespunzator,

[co] = [e]-

Aceasta ne conduce la ideea de a defini aceste multimi fara a face
apel la vreo semantic3 operational3, dand practic un Tnteles fiecarei
instructiuni, inteles care se va numi semantica denotational3,
traditional notatd cu semnul [-].



Definirea semanticii denotationale: expresii

Pentru evaluarea expresiilor aritmetice, definim pur si simplu
[-] : ExprArit — Z*, pentru orice expresie aritmetici a si orice
o € X, prin [a] := 0 — es(a).

Similar, pentru evaluarea expresiilor booleene, definim
-] : ExprBool — {0,1}%, pentru orice expresie boolean3 b si orice
o € X, prin [b] := 0+ e;(b).



Definirea semanticii denotationale: instructiuni

Pentru instructiuni, vom defini o functie
[-] : Instructiuni — P(X?),
n mod recursiv, Tn felul urmator:

[skip] := Ay [X :=a]:= {(a, UXH[[a](U)) |o € Z}

[co; e1] == [e1] o [«o]
={(0,0") | existd 0" cu (0,0") € [co] si (¢”,0") € [a1]}

[if b then ¢ else c¢i] := {(0,0") € [co] | [b](c) = 1}
U{(e,0") € [a] | [b](s) = 0}

Definirea semanticii lui while va fi mai problematica, dat fiind ca
ambele semantici operationale o definesc in functie de ea Tnsasi,
nerespectand principiul recursiei structurale. Acest lucru a fost
posibil doar cu pretul introducerii structurii inductive a deductiilor.
Avantajul semanticii denotationale va fi c3 se va baza exclusiv pe
principiile de inductie si recursie pe instructiuni in sine.



Despre while

Reamintim c3 am demonstrat (si apoi am si inclus in definitia
semanticii small-step) c&, pentru orice expresii potrivite b, c,

while b do ¢ ~ if b then (c; (while b do ¢)) else skip,
asadar am dori:
[while b do c]| = [if b then (c; (while b do ¢)) else skip].

Notand, ca mai Thainte, w := while b do ¢, am avea:

[w] = {(e,0") € [c;w] | [b](c) =1} U{(o,0) | [b](o) = O}
={(0.0') € [wl o [c] | [b](0) = 1} U{(0,0) | [b](¢) = O}
={(0,0") | [b](c) = 1,existd o” cu (o,0") € [c] si (¢”,0") € [w]}

U{(o,0) | [b](0) =0}



Pentru orice h: ¥ — {0,1} si orice C C X2, definim un operator

M. P(xX2) — P(X2), pentru orice A C X2, prin:

M(A) = {(0,0") | h(c) =1, existd 0" cu (0,0") € Csi (0", 0") € A}
U {(o,0) | h(o) = 0}.

Atunci va trebui s3 avem r%ﬁ]]]]([[w]]) = [w].

in general, pentru orice multime X si orice F : P(X) — P(X),
spunem c3 un Y C X este punct fix al lui F dacd F(Y) =Y si
cel mai mic punct fix (least fixed point, Ifp; dac3 exist3, se
noteaza cu uF) dacd e punct fix si, pentru orice punct fix Z, avem
Y C Z. Vom vrea, deci, ca [while b do c] s3 fie punct fix al lui

F%f]]]]. Vom arata ca acest operator are chiar Ifp si vom defini

: — Lt
[while b do c] := 1l

Alegerea va fi justificatd prin faptul ca semantica astfel definita va
coincide cu semantica operationala structurala.



Operatori monotoni

Pentru orice multime X si orice F : P(X) — P(X), spunem c3 F
este monoton daca, pentru orice A, BC X cu AC B, avem
F(A) C F(B). Se observa imediat c&, pentru orice h: ¥ — {0,1}
si orice C C Y2, FZ este monoton.

Teorema Knaster-Tarski

Fie X o multime si F : P(X) — P(X) monoton. Atunci F are Ifp.
Mai mult, pentru orice Y C X cu F(Y)C Y, uF C Y.

.

Demonstratie

Notim Z :=({Y C X | F(Y) C Y} (bine definita, de ce?). Este
suficient s3 argtam c3 Z este punct fix (ultima parte, si implicit c3
este Ifp, este imediatd). Ardtam c3 F(Z) C Z. Fie x € F(Z) si
YCXcuF(Y)CY. Viemxe€Y. Cum ZC Y, avem
F(Z)CF(Y)C Y, deci x € Y. Ardtdam ca Z C F(Z). Fie x € Z,
deci, pentru orice Y C X cu F(Y) C Y, x € Y. E suficient, deci,
sa aratam F(F(Z)) C F(Z), care rezultd din monotonie si din
faptul cd F(Z) C Z.




Din nou despre echivalenta intre semantici

Fie ¢ o instructiune si o, o’ € ¥. Atunci

(c,0) |} o' daci si numai dac3 (o, 0’) € [c].

€

Demonstratie

Demonstram implicatia ,,=". Facem inductie dupa regulile pentru
relatia ||. Tratam doar cazul ultimei reguli pentru while.

Fie b, ¢, o, ¢/, 0 ca acolo, cu e,(b) = 1. Notdm

w := while b do c. Din ipoteza de inductie, avem (o, c”) € [c] si
(¢”,0") € [w]. Vrem (0,0") € [w]. Dar aceasta rezultd exact din
ecuatia de punct fix pe care o satisface [w] (a se observa ca aici
nu avem nevoie de faptul cd este chiar cel mai mic punct fix).




Din nou despre echivalenta intre semantici

Demonstratie (cont.)

Demonstram implicatia ,<". Vom ardta, deci, prin inductie
structurald dup3 c, c3, pentru orice o, o/ € X cu (0,0’) € [c],
avem (c,0) | o’.

Din nou, cazul instructiunii while este cel mai complex. Fie b, c si
notdm w := while b do c. Notand W := {(o,0") | (w,0) || o'},
vrem s3 aratam [w] C W. Cum [w] = ur%g}]]}, e suficient sd
arstim [2(W) C W.

Fie (0,0') € F%S]]]](W) si tratdm cazul e,(b) = 1. Atunci existd o”
cu (o,0") € [c] si (¢”,0") € W. AplicAnd ipoteza de inductie,
avem (c,a) | " si (w,d”) || ¢/, de unde scoatem (w, o) || o/,
adic3 (0,0") € W.




Caracterizare

Teorema

Fie b, ¢ si notam w := while b do c. Notam cu W multimea
tuturor acelor (o, 0’) € X2 astfel incat existd n > 0 si un sir finit de
stari (07)i<n cu 09 =0, op =0, [b](cn) = 0 si, pentru orice i cu
0<i<n,[b](ci)=1si(oj,0it1) € [c]. Atunci [w] = W.

Demonstratie

Cum [w] = /LFE]], e suficient, precum n demonstratia anterioara,
sa aratam F%’C’]}]](W) cw.
Fie (0,0") € F%S]]]](W) si tratdm cazul e,(b) = 1. Atunci exist3 o”

cu (o,0") € [c] si (6”,0") € W. Din definitia lui W, scoatem
imediat c3 (o,0’) € W.




Domenii

In cursul trecut, am ar3tat c3, pentru orice instructiune ¢ si orice
o,0,0"€Xcu(c,o)l o si(c,o)l o’ avem o’ =o". Asadar,
din echivalenta intre semantici, rezultd ca [c] este graficul unei
functii partiale, adica un element al multimii

R :={R C X2 | pentru orice o, 0/, ¢’ € X cu (0,0"), (0,0") € R,

avem o' = o).

Apare intrebarea: putem defini din start semantica denotationala a
unei instructiuni ca element al lui R? Ideea este c3, n acest caz,
nu vom mai putea folosi teorema Knaster-Tarski, care se aplicd (in
forma dat3 aici) doar pentru intreaga multime a partilor. Ca
urmare, va trebui sa studiem mai mult structura lui R. Aceasta
observatie sta la temelia teoriei domeniilor.



Multimi partial ordonate

Definitie

bz

O multime partial ordonata (mpo) este o pereche (D, <), unde
<C D? astfel incat:

@ pentru orice x € D, x < x;

@ pentruorice x, ye Dcux<ysiy<x, x=y;

@ pentruorice x, y,ze€Dcux<ysiy<z x<z

Fie (D, <) o mpo, X C D si x € D. Spunem c3 x este supremum
pentru X (si notdam x = sup X, el fiind unic) dac3 este majorant
pentru X (pentru orice y € X, y < x) si, pentru orice majorant z
pentru X, x < z.

Fie (D, <) o mpo. Un w-lant este un sir (a)nen in D astfel incat,
pentru orice n € N, a, < ap41.

.




Definitie

O mpo (D, <) se numeste cpo dacd are minim (notat de obicei cu
1) si, pentru orice w-lant (a,) in D, exista sup{a, | n € N}, notat
CU SUP,cp an-

Exemplu: (R, C) este cpo (exercitiu!).
Definitie
Fie (D, <), (E,<) mposi f : D — E. Spunem c3 f este

monotona dacd, pentru orice x, y € D cu x < y, avem
f(x) < f(y).

.

Definitie

Fie (D, <), (E,<) cposi f: D — E. Spunem ca f este
w-continua dac3 este monotona si, pentru orice w-lant (a,) in D,
f(supaeN an) = SUP4eN f(an)'




Punct fix in cpo

Pentru orice mpo (D, <) si orice f : D — D, spunem cd un d € D
este punct fix al lui f dacad f(d) = d si cel mai mic punct fix
(least fixed point, Ifp; dac3 existd, se noteazd cu uf) dacd e
punct fix si, pentru orice punct fix e, avem d < e.

Teorema Kleene

Fie (D,<) o cposi f : D — D w-continud. Atunci f are Ifp. Mai
mult, pentru orice e € D cu f(e) < e, uf <e.

Demonstratie

Observam c3 (f(”)(J_)) oy SSte lant (se aratd prin inductie
pornind de la L < f(.L)). Notdm d := sup,ey f(" (L) si avem:

f(d) = f(sup F(M(L)) = sup F(* (L) = sup F((L) = d,
neN neN neN

iar, ludnd un e cu f(e) < e, se arata prin inductie cd, pentru orice
neN, f(N(L) < e (pornind de la L < e), rezultdnd d < e.

\




Definirea semanticii

Tn acest moment, putem defini, analog cu tipul precedent de
operator, pentru orice h: ¥ — {0,1} si orice C € R, o functie

Fh R — R (trebuie aritat c3 este bine-definit3 — exercitiu!),
despre care se aratd usor ca este w-continud (exercitiu!). Asadar,
putem defini o noud varianta de semantica denotationald unde
stim de la bun Tnceput c3 valorile instructiunilor sunt graficele unor
functii partiale.

Se pot relua apoi ideile din demonstratia de echivalenta cu
semantica big-step (folosind in mod crucial acum c3 acel W din
demonstratie este un element al lui R, lucru care rezultd din faptul
cd semantica big-step produce functii partiale), asadar si aceast3
semantica coincide cu toate cele definite anterior.



Semantica este un morfism

Reamintim modul cum era definita semantica n logica
propozitionald: pentru orice e : V — {0, 1} existd si este unic3
et : Form — {0,1} astfel incat:

e pentru orice v € V, eT(v) = e(v);

@ pentru orice p € Form, et (—p) = me™(yp);

@ pentru orice p, ¥ € Form, e (p — ¥) = et () = et (¥).
Dac3 not3m, pentru orice ¢ si e, [¢](e) := e (i), definind astfel
o functie [-] : Form — {0, 1}{%1} si definind corespunzitor
operatii 5, =, avem ca:

@ pentru orice v € V, [v] = e e(v);

@ pentru orice ¢ € Form, [~¢] = =[¢];

@ pentru orice @, P € Form, [ — ¢] = [¢]=>[v¥].

Vedem ca semantica ,,scoate operatii in afara”, deci are trasaturi
de morfism. Ne putem fintreba: se poate formaliza aceasta idee,
definind anumite structuri pentru care functiile chiar devin
morfisme? putem face aceasta si pentru semantica denotational3 a
lui IMP pe care tocmai am definit-o?



Signaturi algebrice

O signatura algebrica (multisortata) este un triplet (S, E, r),
unde elementele lui S se vor numi sorturi, elementele lui E se vor
numi simboluri de functie, iar r : E — 5* x S este functia de
aritate (ii notdm componentele cu r1, r).

Observam ca acestea seaman3d cu limbajele logicii de ordinul I, cu
urmatoarele precizari:

@ putem avea mai multe tipuri de date (sorturi) — lucru care
este posibil si in logica de ordinul |, doar c&, in mod
traditional, aceasta nu se face;

@ nu avem simboluri de relatie, ceea ce simplificd mult studiul
structurilor corespunzatoare.



Algebre, morfisme

Fie (S, E, r) o signaturd. Numim o algebra peste ea un obiect de
forma A = ({As}ses, {Ae}tecE), unde, pentru orice e € E,
Ae : Arl(e) — Arg(e)'

Dacd avem doud algebre A = ({As}ses, {Ae}ecE).

B = ({Bs}ses, {Be}ece), numim morfism de la A la B o familie
de functii {f; : As — Bs}ses, unde, pentru orice e € E,

fry(e) © Ae = Be o i, (e). Un izomorfism va fi un morfism cu toate
componentele bijective (echivalent: un morfism care are un

morfism invers).

Cum se instantiaza acest formalism la structuri algebrice cunoscute
(de exemplu, la grupuri)?



Logica privita algebric

Cum formalizam acum logica propozitionald?

Definim signatura corespunzatoare (S, E, r) in felul urmtor:
punem S := {f} (avem un singur sort, al formulelor), iar
E:=VU{~,—}. Avem: pentruorice ve V, r(v) = (A, f);
r(=) = (f,f); r(—) = (ff, f). Formulele devin astfel, in mod
natural, o structurd algebrica notata cu F.

Putem defini si o algebri & cu Ef := {0,1}{01" E ==,
E_, := =, iar, pentru orice v € V, E, := e — e(v). Functia []

devine astfel, cum preconizam, un morfism (unicul!) de la F la &.

Ducand aceste idei mult mai departe, ajungem la logica algebrica.



Algebre initiale

Se observa si ca Principiul recursiei pe formule poate fi reformulat
astfel (de ce?): pentru orice algebrd B existd si este unic un
morfism F : F — B.

Aceasta ne conduce la urmatoarea definitie: fixand o signaturd
oarecare, o algebrd A se numeste initiala daca, pentru orice
algebr3d B, exista si este unic un morfism F : A — B.

Asadar, F este algebr3 initial3. Tn general algebrele ,de termeni”
vor fi algebre initiale, gandindu-ne profund la modul cum am
demonstrat Principiul recursiei.



Proprietatile algebrelor initiale

Propozitie
Fie A, A’ algebre initiale. Atunci ele sunt izomorfe.

Demonstratie

Avem morfisme f : A - A'sig: A/ —- A Cumgof: A— Asi
idg: A— A, rezultd cd go f =id 4. Analog, fog =idy.

Propozitie

Fie A, A’ algebre izomorfe. Dac3d A e initial3, atunci A’ e initial3.

Demonstratie

Avem un izomorfism f : A — A’. Fie A" o algebra. Vrem s3
aratam c3 existd un unic morfism h: A" — A”. Pentru existenta,
stim c3 existd un morfism g : A — A”. Luim h:=go f 1.
Pentru unicitate, fie h, ' : A’ — A" morfisme. Atunci ho f,
Hof: A— A" sunt morfisme, deci ho f = ' o f. Compunand la
dreapta cu f~1, obtinem h= K.




Algebra IMP

Cum formalizam acum limbajul IMP?

Vom pune S :={a, b, i} (sorturi pentru expresii aritmetice,
booleene si instructiuni), iar in E toate operatiile pe care le-am
definit, pe care nu le vom enumera. Vom spune doar care este
aritatea fiecarei operatii care produce elemente de sort i:

o r(skip) = (A, 1);

@ pentru orice X € L, r(X :=) = (a,1);

o r(;) = (ii,i);

o r(if) = (bii,i);

o r(while) = (bi, ).
Expresiile aritmetice, booleene si instructiunile, asa cum le-am

definit, vor forma algebra initiald peste aceastd signatura, algebra
pe care o vom nota cu IMP.



Algebra de valori

Formalizam acum algebra in care semantica denotationala ia valori
si o notdm cu A. Punem A, :=Z*, A, := {0,1}F si A; := P(X?).
Descriem in continuare operatiile care produc elemente de sort i:

° Askip = Ay;

o pt. orice X € L, j € ZF, Ax._(j) := {(a UXHJ(U)) o€ z};

@ pentru orice C;, G, C X2, A(Cy, G) == Gyo Cy;

@ pentru orice h € {0, 1}2, G, G C¥2 Aig(h, C1, @) =

{(0,0") € G1 | h(o) =1} U{(0,0") € o | h(c) = 0};
@ pentru orice h € {0,1}*, C C X2, Anie(h, C) := ur'&.

Atunci semantica [-] : IMP — A va fi unicul morfism, cel dat de
initialitate.

Acelasi lucru 1l putem face si cu grafice de functii partiale, obtinand
o algebra B. Avem o functie naturald de incluziune de la B la A.
Este aceasta morfism? Confirmati sau infirmati! (Nu este usor.)



