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Sir Charles Antony Richard
“Tony” Hoare (1934-2026)

“Although one of his most well-known discoveries is
the quicksort algorithm, taught in every
introductory algorithms course, I've had the unique
pleasure of struggling with applying Hoare logic (a
method of embedding and verifying the
specification of an algorithm within the code itself)
to a program | wrote in a Software Development
exam during a rainy day of June almost three years
ago — | think that this is an experience to which
every wannabe computer scientist should submit at
least once in the process of learning. Also, this
Hoare logic is tightly linked to algebraic and logical
verification of computer programs, a topic | found

dear for a non-trivial period of my life.”

A.S., 2014



Reamintim din Introducerea istorica faptul ca Hoare a introdus
reguli de a rationa cu enunturi de forma

{A}e{B},

insemnand faptul cd un program c, care satisface la Tnceputul
rularii sale proprietatea A, va satisface la sfarsit proprietatea B.
Aceste reguli ofera o semantica axiomatica pentru un limbaj
imperativ, care este numit3 logica Hoare, si care are rolul de a
formaliza adecvat procesul verificarii programelor.

Pentru a o defini, va trebui s3 extindem conceptele introduse
anterior de expresie aritmetica si expresie booleana.



Expresii aritmetice extinse

Fixam o multime V/, ale carei elemente vor fi numite variabile
logice, care vor avea oarecum acelasi rol ca variabilele din logica
de ordinul | (altul decét cel al variabilelor din IMP, numite si
variabile de program, care reprezentau locuri in memorie, ca n
limbajele imperative uzuale).

O expresie aritmetica extinsa va avea exact una dintre
urmatoarele forme:

@ un numar intreg n;

@ o variabild de program X (element al lui L);

@ o variabil3 logicd x (element al lui V);

@ ag + a1, agp — a1, ap * a1, unde ag si a; sunt expresii aritmetice
extinse.



Expresii booleene extinse (asertiuni)

O expresie booleana extinsa, numit3 si asertiune, va avea exact
una dintre urmatoarele forme:

@ o valoare boolean3 (true sau false);

@ 39 = a1, agp < a1, unde ag si a; sunt expresii aritmetice extinse;
o —Ag, Ao A A1, AoV A1, unde Ap si Ap sunt asertiuni;

@ VxA, unde x € V si A este o asertiune.

Consideram cunoscutd prescurtarea A — B pentru (—A) V B.



Putem defini in modul absolut natural substitutiile de forma

Alx := a] sau A[X := a], unde A este o asertiune, X € L, x € V,
iar a este o expresie aritmetica — nu extinsa: de aceea, nu trebuie
sa ne preocupam de redenumiri de variabile logice (cum o facem la
logica de ordinul 1), deoarece acestea nu pot fi ,,capturate
accidental”. Enuntam doar clauza:

VZA, daca z = x,

(VzA)[x == a] := {VZ(A[X = a]), altfel.



Evaluarea expresiilor aritmetice extinse

Vom numi interpretare o functie de la V' la Z. Pentru orice 0 € ¥
si orice interpretare | : V — 7Z, definim o functie | - |/ care
evalueaza expresii aritmetice extinse in numere intregi, in mod
recursiv, Tn felul urmator:

e pentru orice N € Z, |N|) := N;

e pentru orice X € L, |X|! := o(X);

e pentru orice x € V, |x|! := I(x);

@ pentru orice expresii aritmetice extinse ag, a1, avem

lao + a1]}, = |aol}, + a1l
lag — a1]} = |aol}; — a1},
|ao * a1]}, := |ao|} * a1l

Avem c3, pentru orice expresie aritmeticd a, |a|! = e,(a) = [a] (o).
Analog cu cele anterioare, pentru orice | : V — 7Z, x € Vsi N € Z,
definim interpretarea I, pentru orice y € V, prin:

N, daca y = x,
I(y), altfel.

Ix>—>N(y) = {



Evaluarea asertiunilor

Definim acum, pentru 0 € ¥, | : V — Z si A asertiune, relatia
o ):’ A, In mod recursiv, in felul urmator:

o o =! true, o [£/ false;

@ pentru orice expresii aritmetice extinse ag, a;, avem
o = ag = a1 dac3 si numai daci |ag|! = |a1]|!,
o =" ap < a1 dac3 si numai daci |ao|! < |a1|!;
@ pentru orice asertiuni Ag, A1, avem
o =l =Aq daci si numai dac3 o [£! Ao,
o = Ag A Ay daci si numai daci o =/ Ag si 0 = Ay,
o = Ag V A1 daci si numai dac3 o =/ Ag sau o =/ Ag;
@ pentru orice x € V si orice asertiune A, avem

o ):’ VxA dacd si numai daca, pentru orice N € Z,
o ):IXb—}N A

Avem c3, pentru orice expresie boolean3 b, o =/ b dac3 si numai
dacd e,(b) = [b](¢) = 1. Notdm cu = A faptul c&, pentru orice o
sil,oc =" A Notimsi Al :={oc € X |o = A}



Enunturi Hoare si semantica lor

Vom numi enunt Hoare o expresie de forma {A}c{B}, unde A si
B sunt asertiuni, iar ¢ este o instructiune. Vom defini semantica
acestora in felul urmator:
e pentru orice o si |, o0 = {A}c{B} dac3 o =/ A implic3 faptul
c3, pentru orice o’ cu (0,0") € [c], o' E! B;
e pentru orice /, =! {A}c{B} daci, pentru orice o,
o = {A}c{B}, sau, echivalent, pentru orice (o, 0’) € [c],
o = A implici o' = B;
o = {A}c{B} dac3, pentru orice I, =' {A}c{B}.

Prezentam in continuare regulile de deductie pentru aceste
enunturi Hoare.



Regulile de deductie Hoare

{Ajskip{A}  {B[X = a]}X := a{B}

{Aleo{C} {Cia{B}  {Anb}c{B} {AA-bja{B}

{A}co; a1{B} {A}if b then ¢ else c;{B}
{AA b}c{A} A A {A)e{B)Y =B B
{A}while b do c{A A —b} {A}c{B}

Notdm faptul c3 un enunt Hoare {A}c{B} poate fi dedus prin
aceste reguli cu = {A}c{B}. Observdm si ca ultima reguld, numit3
regula consecintei, este de fapt o pseudo-regula, avand in vedere
cd nu este decidabil dac3 o aplicare a ei este corectd (de ce?).



Un exemplu concret

Fie X € L, a o expresie aritmetica si A o asertiune cu proprietatea
ca X nu apare nici in a, nici In A. Atunci

F{AYX := a{AA X = a}.

Demonstratie

Din regula pentru atribuire, F {AA a = a}X := a{AA X = a}.
Cum = A — A A a= a, din regula consecintei obtinem concluzia.

4

Fixam N, S, | € L (distincte doud cate doud) si n € N si
consideram programul p, definit ca:

((N:=n;S:=0);/:=0);(while | <Ndo (S:=5+1;1:=1+1)).

Vom ardta cd - {true}p{2+S = n=(n+1)}. Vom nota blocul
while din p cu w.



Un exemplu concret

Din lem3, avem F {true}N := n{true A N = n}, deci, din regula
consecintei, F {true} N := n{N = n}. Tot din lem3, avem
F{N=n}S :=0{N=nAS=0}. Din regula pentru secventiere,
avem  {true}N := n; S := 0{N = nA S = 0}. Similar, obtinem
apoi F {true}(N:=n;S:=0);1:=0{N=nAS=0A1=0}.

Din regula pentru atribuire, avem

F{2x(S+N+2x(I+1)=U+1)*x(I+2)AT+1<N+1AN=n}
S=5+1
{2+S+2+x(I+1)={U+1)«x(I+2)AI+1<N+1AN=n},

iar din regula consecintei, scoatem

F{2+«S+2«xI=1x(I+1)AI<NAN=n}
S:=5+1
{2xS+2x(I+1) =+« (I+2)AI4+1<N+1AN=n}.



Un exemplu concret

Tot din regula pentru atribuire, obtinem
F{2«S4+2«x(I+1)=(U+1)*«(I+2)AI+1<N+1AN=n}

I =1+1
{2xS+2x1=1x(I+1)AI<N+1AN=n}

Din regula pentru secventiere, avem

F{2«S+2xI=1Ix(I+1)ANI<NAN=n}
S=S+1I1=1+1
{2«S+2«1=1x(I+1)ANI<N+1AN=n}.

Din regula consecintei, obtinem

F{2xS+ 25l =1x(I+1)AI<N+1IAN=nAI<N}
S =S+I1=1+1
{2%S+2x1=1x(I+1)ANI<N+1AN=n}



Un exemplu concret

Aplicand regula pentru while, avem:

F{2xS+2«1=1«x(I+1)ANI<N+1AN=n}
while / < Ndo (S:=S+1;1:=1+1)
{2xS4+2x1=1x(I+DAI<N+IAN=nA-(I<N)}.

Din regula consecintei, scoatem
F{N=nAS=0AI=0}w{2xS=n=x(n+1)}.

Aplicand apoi regula pentru secventiere pentru acest enunt si
pentru cel obtinut mai devreme, anume

F{true}(N :=n;S:=0); :=0{N=nAS=0A1=0},

obtinem F {true}p{2« S = nx(n+ 1)}, ceea ce trebuia
demonstrat.



Teorema de corectitudine

Teorema de corectitudine
Pentru orice A, B, ¢ cu - {A}c{B}, avem = {A}c{B}.

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupa regulile Hoare. Tratam cazul
regulii pentru while. Notam w := while b do c. Presupunem

E {AA b}c{A}. Vrem = {A}w{A A -b}. Fie | : V — Z. Notand
W :={(0,0") € 22 | 0 ! A implicd o/ =! A A b}, vrem s3

ardtam [w] C W. Este suficient s3 argtam F%?]]]](W) cw.

Fie (0,0") € T2} (W) si tratim cazul e,(b) = 1. $tim o |=/ A'si

vrem o’ ):' A A —b. Din definitia lui I’%lg}]]], avem c3 existd " cu
(o,0") € [c] si (6",0") € W. Cum e,(b) =1, 0 = AAb. Cum
= {AA b}c{A}, avem ¢ =l A, iar, cum (¢”,0') € W, avem

o' |=! AN —b, ceea ce trebuia demonstrat.




Cea mai slaba preconditie

Pentru orice instructiune c, orice asertiune B si orice interpretare /,
definim cea mai slaba preconditie (semantica) a lor prin

ws'(c, B) := {0 € ¥ | pentru orice ¢’ € ¥ cu (0,0) € [¢], o' E' B}.

Avem c&, pentru orice A, B, ¢, I, = {A}c{B} dac3 si numai dac
Al C ws!(c, B) (exercitiu!).

In continuare, vom demonstra c3 aceast3 constructie poate fi
capturatd de o asertiune, in sensul c3, pentru orice instructiune c si
orice asertiune B, exista o asertiune A, numita si ea cea mai slaba
preconditie (sintactica, de data aceasta), astfel incat, pentru
orice I, A = ws'(c, B). In particular, A este unic3 pan3 la o
echivalentd semanticd. Vom construi o asemenea asertiune prin
inductie structurald si o vom nota cu wp(c, B). Asadar, pentru
orice ¢ si B, |= {wp(c, B)}c{B}, iar, pentru orice I, wp(c, B) va
fi egal cu ws/(c, B).



Definirea celei mai slabe preconditii

Vom avea:
wp(skip, B) := B
wp(X = a, B) := B[X := 4]
wp(co; c1, B) := wp(co, wp(ci, B))
wp(if b then ¢ else ¢;, B) := (b A wp(cg, B)) V (—b A wp(c1, B)).

Definitia pentru instructiunea while va fi destul de migaloasa si, de
aceea, doar vom schita ideile care stau la baza ei. Vom nota in
continuare, ca de obicei, w := while b do c. Scopul este de a
defini wp(w, B).



Despre while

Claim 1: Avem c§, pentru orice (0,0’) € X2, (0,0') € [w] daci si
numai dacd existd n > 0 si un sir finit de stari (¢;)i<p cu og = o,
on =0, [b](cn) = 0si, pentru orice i cu 0 < i < n, [b](ci) =1si
(0i,0i11) € [c].

Demonstratia acestui fapt se regdseste in cursul trecut.

Claim 2: Avem c3, pentru orice o si I, o € ws'(w, B) dac§ si
numai dacd pentru orice n > 0 si orice sir finit de stari (o;)i<p cu
oo = o si, pentru orice i cu 0 < i < n, [b](c;) =1 si

(0j,0i41) € [c], avem o, =/ bV B.

Vom dori in continuare sa reducem sirurile de stari la siruri de
numere. Pentru aceasta, ne folosim de faptul ca locurile de
memorie mentionate Tn asertiuni si instructiuni sunt Tn numar finit,
si numai valorile acelora sunt cele care conteaza.



Despre while

Fie X1,...,X) acele locuri de memorie care apar in w si B.

Claim 3: Avem c3, pentru orice o si I, o € ws'(w, B) dac3 si

numai daca pentru orice n > 0 si orice (s,-j),-<,,, j<i €N, dacd avem
/ / o e . . . -

oE /\jleJ = spj Si, pentru orice i cu 0 </ < n,

g ):I b[X1 = 5;1] . [X/ = S,'/]
si

/

o= wp|c, A Xi = siirny; | A —wp(c, false) | [X1 == si]...[X; == si].
j=1

o ):I (b V B)[Xl = 5n1] R [X/ = Sn/].

Practic, acum, daca scriem ca asertiune aceasta proprietate a lui
ws, il vom obtine pe wp — singurul obstacol este faptul ca avem
cuantificare dupa siruri finite de numere, care nu existd in limbajul
nostru.



Lema beta a lui Godel

Pentru a exprima idei care se refera la siruri de numere, se foloseste
un rezultat tehnic, numit lema beta a lui Godel, folosit de acesta cu
un scop similar in demonstrarea teoremei sale de incompletitudine
(un mod mai cunoscut de a codifica siruri de numere ca numere
simple este cel care foloseste descompunerea in factori primi).

Lema beta a lui Godel

Existd o asertiune [ astfel incat, pentru orice k € N si orice sir de
numere intregi (a;)i<x existd n, m € N astfel incat, pentru orice
j€{0,...,k} siorice x € Z, avem

B(n,m,j,x) < x = aj.

In acest moment, consideram ca am terminat definirea lui wp.



O varianta

Putem exprima mai usor wp(w, B), si il putem si implementa
fezabil la laborator, daca facem urmatoarele presupuneri:

@ avem disjunctii infinitare in limbaj;
@ w se termind, adicd pentru orice o existd o’ cu (0,0’) € [w].

Definim acum Py := —b A B si, pentru orice k,
Piy1:= b Awp(c, Py).

Atunci vom pune
wp(w, B) := \/ Py.
keN
A se observa c3, in aceastd ipotezd, nu mai avem nevoie de
cuantificatori, deci nici de variabile logice, de expresii aritmetice
extinse sau de interpretari, fapt care se va reflecta n suportul de
laborator.



O varianta

Vom demonstra acum c3 definitia este adecvata.

Fie I o interpretare. Vom arita c3 wp(w, B) = ws'(w, B).

Demonstratie

Pentru ,,C", fie o cu o ):’ Vken Pk, deci exista k € N cu o ):’ P.
Facem inductie dupa k.

Pentru k =0, avem o =/ =b A B, deci e,(b) = 0. Fie ¢’ cu
(0,0") € [w], deci o' = o si o/ ! B.

Pentru pasul de inductie, presupunem o =/ b A wp(c, Py), deci
es(b) = 1. Fie ¢/ cu (0,0') € [w], deci exista ¢” cu (o,0”) € []
si (¢,0") € [w]. Cum o ! wp(c, Px), avem o |=! Py. Din
ipoteza de inductie, avem o” € ws'(w, B), deci ¢’ =/ B.




O varianta

Demonstratie (cont.)

Pentru ,,2", fie o € WS’(W, B). Virem k€ Ncu o ):’ P,. Aici
aplicdm presupunerea noastr3 si ludm ¢’ cu (0,0’) € [w], deci
o E='B.

Aplicam primul claim de mai devreme pentru a obtine ca, pentru
orice (0,0") € X2, (0,0") € [w] daci si numai daci exist3 n > 0 si
un sir finit de stdri (o;)i<p cu o9 = o, o, = o', [b](on) =0 si,
pentru orice i cu 0 < i < n, [b](c;) =1 si (0i,0i+1) € [c].

v . v . . . _I
Se aratd, apoi, c3, pentru orice j cu 0 < j < n, avem On—j |— PJ
prin inductie dup3 j (exercitiu!). Avem, deci, c3 o = 09 =/ P,.

A se vedea si cursul de master “Program Verification”:

https://cs.unibuc.ro/~ddiaconescu/2019/pv/


https://cs.unibuc.ro/~ddiaconescu/2019/pv/

Teorema de completitudine

Fie ¢, B cu + {wp(c, B)}c{B}. Fie A cu = {A}c{B}. Atunci
- {A}c{B}. |

Din regula consecintei, e suficient s3 ardtam = A — wp(c, B). Fie
I. Cum =/ {A}c{B}, avem A’ C ws'(c, B) = wp(c, B)/, deci
= A — wp(c, B).

Teorema de completitudine
Pentru orice A, B, ¢ cu = {A}c{B}, avem - {A}c{B}.

Demonstratie

Demonstram prin inductie structurala dupa c. Din lema anterioara,
rezulta ca este suficient, la fiecare pas, sa aratam ca, pentru orice
B, +{wp(c, B)}c{B}.




Demonstratia teoremei de completitudine

Demonstratie (cont.)

Vom trata cazurile instructiunilor if si while.

Pentru if, notam i := if b then ¢; else ¢;. Stim:
wp(i, B) = (b A wp(co, B)) V (~b A wp(cy, B)).

Este imediat c3 = wp(i, B) A b — wp(cp, B). Din ipoteza de
inductie, stim = {wp(cp, B)}co{ B}, asadar, din regula consecintei,
scoatem - {wp(i, B) A b}co{ B}. Analog, - {wp(i, B) A —b}ci{B}.
Concluzia rezult3 aplicand regula pentru if.

Pentru while, notdm w := while b do c si A := wp(w, B).




Demonstratia teoremei de completitudine

Demonstratie (cont.)

Claim 1: = {A A b}c{A}.

Dem. claim: Fie /si (0,0") € [c]. Presupunem o =/ A A b, deci
[b](c) = 1. Vrem o € A = wp(w, B)! = ws'(w, B). Fie ¢’ cu
(¢”,0') € [w]. Vrem o' =/ B. Cum (0,0") € [c] si [b](c) =1,
avem (0,0") € [w]. Cum o = A, adicd o € ws'(w, B), rezult3

o E!'B.

Claim 2: = (AA-b) — B.

Dem. claim: Fie o,  cu 0 ! AA =b. Vrem o =/ B. Cum
[b](c) =0, (0,0) € [w], iar cum o € A" = ws/(w, B), avem
o ='B.

Demonstram acum c3 - {A}w{B}. Aplicand ipoteza de inductie
pe primul claim, avem = {A A b}c{A}, deci, din regula pentru
while, avem - {A}w{A A —b}. Aplicand regula consecintei si al
doilea claim, avem + {A}w{B}.




