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Clauze

Dacd avem o formuld ¢, n € Nsi ky < ... < k, cu
FV(p) = {Xk,-- -+ Xk, }, notdm cu Yo enuntul Vx, ... Vxy, p.

Numim literal o formula de forma ¢ sau =, unde ¢ este o
formul3 atomica relationald (literalul este, respectiv, pozitiv sau
negativ). Numim clauza o formuld de forma V(L; V...V L),
unde Lq,..., Ly sunt literali. Numim clauza definita o clauza
unde apare exact un literal pozitiv, anume pe prima pozitie. Dac3
Ao, ... A, sunt formule atomice relationale, atunci clauza

V(Ao VoA V...V —|Am)
se scrie si sub forma (cunoscuta din limbajul Prolog)
Ao <—A1,...,Am.

Un program va fi o multime finit3 de clauze definite. Un scop
definit este o clauza in care apar doar literali negativi.



Structuri Herbrand

De acum fTncolo, vom face presupunerea ca exista macar o
constanta in signaturd, asadar T, # (. Notdm cu B, (numit3
baza Herbrand) mul{imea tuturor o-formulelor atomice relationale
fara variabile.

Spunem cd o o-structurd este Herbrand atunci cand universul ei
este T, iar simbolurile de functie sunt interpretate , de ele insele”.
Observam ca o o-structura Herbrand este complet determinat3 de
multimea J a acelor formule din B, adevarate in ea. Pentru orice
submultime J a lui B, si orice enunt ¢, spunem c3 J =y ¢ atunci
cand structura Herbrand asociata lui J satisface ¢.

Dacd A este o o-structurd, vom nota J4 :={¢ € B, | A = ¢}.



Teorema

Fie A o o-structurd si ¢ o clauza definitd (sau un scop definit) cu
A E ¢. Atunci J4 En p.

Demonstratie

Presupunem ¢ clauza definitd. Avem c3 exista m, n € N, formule
atomice relationale Ag, A1, ..., Amn si variabile x1,...,x, cu

<p:Vx1...Vxn(onﬂA1\/...\/ﬂAm).

Fie t1,...,t, € 7'(,. Notam, pentru orice i,

Al = Ailxi = t1] .. [xp =t s @) = A VDAL VLUV DAL
Vrem J4 =p . Presupunem c3, pentru orice i > 1, J4 | Al
Ardtam c3 J4 =H Ap. Deci, pentru orice i > 1, cum A} € B,,
A€ Jy, deci A= AL Cum A E ¢, avem A | ¢/, iar, cum,
pentru orice i > 1, A = A}, avem A |= Aj. Cum Aj € By,

Ap € Ja, deci Jq Ep Ap.




Teorema

Fie P un program. Atunci Kp :={J C B, | J =y P} este o
multime Moore pe B,.

.

Demonstratie

Faptul cd B, =y P rdmane ca exercitiu. Fie acum K C Kp cu

K #0. Vrem K =y P. Fie o € P. Fie t1,...,t, € T,. Folosim
aceleasi notatii ca in demonstratia precedentd. Presupunem c3,
pentru orice i > 1, N K [=n Al Ardtam cd (K =n Ajy. Deci,
pentru orice i > 1, cum A} € B,, A} € K, deci, pentru orice
Je K, Al € J, adicd J = AL Fie J € K. Avem J =y ¢, deci

J En ¢, iar, cum, pentru orice i > 1, J Ey A}, avem J =y Aj,
deci, cum A} € B,, Ay € J. Asadar, Ay € N K, deci NK =y Ap.

Pentru orice program P, notam Mp := N Kp € Kp.



Teorema
Pentru orice program P, Mp = {p € B, | P = ¢}.

Demonstratie

Pentru ,, D", fie p € B, cu P |= . Fie J € Kp. Vrem ¢ € J. Cum
JEy P, avem J |y @, iar, cum ¢ € B;, p € J.

Pentru ,C", fie ¢ € Mp. Fie Acu A= P. Vrem A= . Cum P
este o multime de clauze definite, dintr-o teorema anterioara avem
Ja En P, deci J4 € Kp. Rezultda Mp C Jy, deci p € J4, adica
Ja En @. Rezultd A = .




Clauze si scopuri

Reamintim c3 o clauza (definita) era o formul3 de forma
V(AgV —ALV ...V —AL),

unde Ay, ..., A erau formule atomice relationale, un program era
o multime finitd de clauze, iar un scop era o formuld de forma

V(=A1 V...V 2AL).
Formula de mai sus este echivalenta semantic cu
(AL A ANAR),

care corespunde intuitiv ideii de a c3uta o solutie.

Pentru orice formula fara cuantificatori ¢ si orice substitutie 6,
notam cu f formula care se obtine din ¢ aplicind pe 6 pe toate
variabilele sale libere.



Regula rezolutiei

Fie G, G’ scopuri si C clauzd cu Var(G) N Var(C) = (). Fie m,
k € N astfel incat G = V(—A1 V...V 2Ay) si
C=V(ByV—B1V...V~—Byg). Consideram By ca fiind de forma

p(ti,...,ty). Fie i < m astfel incat A; este de forma p(si,...,sp).
Fie 6 un cgu al lui A; si By, adicad al multimii
{s1 =t1,...,5, = tp}. Spunem c3 G’ este derivat prin rezolutie

din G, Csi 6, si notam (G, C,0) > G', daca

G =V(=A1V...V=A_1V=BV...V=BV-Ai1V...V-AL,)0.

De acum fincolo, vom fixa P un program.



Derivari

Fie a € N* U {N}. Numim o P-derivare (prin rezolutie) un
triplet ((Gi)i<as (Ci)iti<a, (0i)i+1<a), astfel incat, pentru orice i cu
i+ 1< a, C; este o clauz3 obtinut3 dintr-o clauza din P prin
redenumirea variabilelor sale si (G;, G, 0;) > Gj11.

Fie n € N* $i ((G;),‘<n, (C;);+1<n, (0~i)i+1<n) o Ii—derivare. Spunem
ca substitutia calculata a sa este 8, 5 0...00671 06.

Fie G un scop, n € N* si ((Gj)i<n, (Gi)i+1<n; (0i)i+1<n) ©
P-derivare cu Gp = G si G,_1 = L. Atunci spunem c3 derivarea
este o P-respingere a lui G, iar substitutia sa calculatd spunem c3
este o P-solutie a lui G.

Fie G un scop, n € N* si ((G;)i<n, (Ci)it1<ns (0i)i+1<n) ©
P-derivare cu Gp = G si G,_1 # L care nu admite o prelungire la
una de lungime n+ 1. Atunci spunem ca derivarea este o
P-derivare esuata a lui G.



Teorema de corectitudine

Teorema de corectitudine

Fie m € N*, Aq,..., A, formule atomice relationale si 6 o
P-solutie a lui V(=A1 V...V =2Ay). Atunci P = Y(A1A...AAR)0.

€

Demonstratie

Demonstram dupa lungimea P-respingerii. Pasul de baza are loc
atunci cand avem o singurd aplicare a rezolutiei, asadar trebuie s3a
avem m = 1, iar clauza folosita are tot lungime 1, fie ea VBy.
Atunci 0 este cgu pentru A si By, deci A10 = Bpf. Cum VB este
o redenumire a unei clauze din P, avem P = VBy, deci P |=VBy0,
asadar P = VA;0, ceea ce trebuia demonstrat.




Teorema de corectitudine

Demonstratie (cont.)

Pentru pasul de inductie, notdm cu ((Gi)i<n, (Ci)iv1<n, (07)i+1<n)

P-respingerea. Luam Cy de forma V(By V =By V...V —By) si fie i

astfel incat 0y este cgu al lui A; si By. Asadar, Gj este

V(=ALV ...V=A 1 VB V...V aBe V=Ai V.. V= AR) .

Din ipoteza de inductie, avem
PEVYAIA...NA_1ABIA . ABKANAGL Ao A Ap)b.

Cum (j este o redenumire a unei clauze din P, avem

P ):V(Bo\/ﬂBl\/...\/—\Bk)H,

deci PEY(A1A...NAiZ1 ABoANAij1 A .. ANAp)f. Cum
Bobo = Aiblg, Bof = A0, deci P lz V(Al VAN Am)(g.




O propozitie

Propozitie

Fie G un scop astfel incat exista o P-respingere a lui G. Atunci
P U {G} este nesatisfiabil3.

¢

Demonstratie

Scriem G = V(—=A1 V...V =An,). Din teorema de corectitudine,
rezultd P = 3(A1 A ... A Ap), deci

PE=-V(-A1V...V-A,) =G,

de unde obtinem concluzia.

\,




Operatorul Tp

Putem defini operatorul Tp : P(B,) — P(B,) in felul urmator:
pentru orice J, Tp(J) este multimea acelor ¢ € B, cu proprietatea
ca exista A1,...,An € J astfel incat oV -A; V...V —A,, este
instanta a unei clauze din P.

Propozitie
Pentru orice J, J =y P dac3 si numai dacd Tp(J) C J.

Pentru orice ¢, ¢ € Mp daca si numai daca, pentru orice J cu

Se observa si ca Tp este monoton si, deci, din cele de mai sus,
Mp = ,U,Tp.



Multimea Sp

Definim multimea Sp ca fiind submultimea lui B, a acelor ¢ cu
proprietatea ca exista o P-respingere a lui —p.

Propozitie
Sp C Mp.

Demonstratie

Fie ¢ € Sp, adica exista o P-respingere a lui —¢. Din Teorema de
corectitudine, rezultd P |= ¢, adicd ¢ € Mp.




Spre completitudine
Propozitie
Mp C Sp.

Din cele spuse mai devreme, este suficient sa aratam ca

Tp(Sp) C Sp. Fie ¢ € Tp(Sp). Atunci ¢ € B, si exist3

A1, ...,Am € Sp astfel incat oV A1 V...V —A,, este instanta a
unei clauze din P. Avem c3 exista P-respingeri pentru
—A1,...,—Ap, iar, punindu-le cap la cap (nu detaliem cum, dar
este important c3d sunt toate din B,), obtinem o P-respingere
pentru =, deci ¢ € Sp.

Pentru orice ¢ € Bp cu P = ¢, ¢ € Sp.




Spre completitudine

Fie ¢ o formuld atomic3 relationald cu P |= V. Atunci exista o
P-respingere a lui —¢ cu substitutia calculata fiind identitatea.

Demonstratie

Scriem Var(yp) = {z1,...,2,}. Introducem constante noi
ai,...,an Si consideram substitutia @ care duce, pentru orice i, z;
in a;. Atunci @8 € B,, deci, din corolarul anterior, existd o
P-respingere a lui —¢f. Clar, dat fiind ca nu apar variabile,
substitutia calculata trebuie s3 fie identitatea. Schimbam in
substitutie din nou a;-urile cu x;-uri (de ce putem face asta?) si
obtinem P-respingerea ceruta.




Teorema de completitudine

Teorema de completitudine

Fie m € N*, Ay, ..., Apn formule atomice relationale si o o
substitutie astfel incat P = V(A1 A ... A Ap)o. Atunci existd o
P-solutie 6 pentru V(—=A; V...V —A,;,) astfel incat

V(A1 A ... A Anp)o este o instantd a lui V(A1 A ... A Ap)f.

Demonstratie (schita)

Pentru orice i, avem P |= VAo, deci, din lem3, existd o
P-respingere a lui =A;o cu substitutia calculata fiind identitatea.
Din nou, putem pune cap la cap si obtin o P-respingere a lui
V(=A1 V...V =Ap)o cu substitutia calculatd fiind identitatea.
Aplicand un rezultat tehnic (Lema de ridicare), putem obtine o
P-respingere a lui V(—A; V...V —Ap), din ale cdrei informatii
obtinem substitutia ceruta.




