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Motivaţie pentru tipuri

Am observat că λ-calculul fără tipuri are anumite „patologii”, de
exemplu termenul pλx .pxxqqpλx .pxxqq, care „se rescrie la infinit”.

Ne putem întreba care este sursa acestui fenomen, pentru a şti cum
l-am putea evita. De exemplu, am putea spune că xx sugerează că
am avea o funcţie care îşi aparţine propriului său domeniu de
definiţie, lucru care, intuitiv vorbind, „nu prea ar avea sens”2.

O cale spre a nu face asemenea amestecuri este, de pildă, ideea de
a impune tipuri termenilor. Există mai multe moduri de a face
aceasta. Noi îl vom studia pe cel mai simplu, care chiar poartă
numele de „tipuri simple”.

2De fapt, poate foarte bine să aibă sens, după cum am pomenit în treacăt
cursul trecut.
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Tipuri simple

Fixăm o mulţime de „tipuri de bază”, notată cu T0.

Mulţimea tipurilor simple (numite tipuri, de acum încolo), notată
cu T , va fi cea mai mică mulţime care:

conţine pe T0;
pentru orice ρ, τ P T , avem ρ Ñ τ P T (cu semnificaţia:
„tipul funcţiilor de la ρ la τ”).

Putem vedea, aşadar, mulţimea tipurilor ca pe mulţimea termenilor
peste o signatură de ordinul I unde avem un singur simbol, anume
un simbol de operaţie de aritate 2, notat cu Ñ.
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Tipurile, intuitiv

Cum funcţionează, intuitiv, tipurile?
În primul rând, variabilele „vor avea” tipuri (intenţionat
păstrăm ambiguitatea asupra sintagmei, vom vedea imediat de
ce).
Dacă avem o variabilă x de tip ρ şi un termen M de tip τ ,
atunci λx .M, cum reprezintă funcţia care „duce pe x în M”,
va trebui să aibă tipul ρ Ñ τ .
Într-un termen de forma MN, dacă ρ este tipul lui N, atunci
M va trebui să reprezinte o funcţie care duce ceva de tip ρ în
ceva de alt tip, să zicem τ . Deci M are tipul ρ Ñ τ şi MN are
tipul τ . Aşadar, MN nu va avea sens decât atunci când
tipurile lui M şi N „se potrivesc”.

Vedem acum că, oricum am defini riguros ideea de tip, dacă avem
un termen de forma xx , x va trebui să aibă şi un tip ρ, şi un tip
ρ Ñ τ . Dar, pentru orice ρ şi τ , ρ ‰ ρ Ñ τ , deci avem o
contradicţie. Aşadar, xx nu va fi „bine format”.
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Tipuri à la Church

Am menţinut ambiguitatea asupra definiţiei deoarece există două
feluri de a defini modul cum termenii au tipuri. Primul este
noţiunea de tip à la Church.

În acest sistem, termenii sunt din start definiţi ca având tipuri:
avem câte o mulţime numărabilă de variabile pentru fiecare
tip (aceste mulţimi fiind disjuncte două câte două);
dacă x este o variabilă de tip ρ şi M este un termen de tip τ ,
atunci λx .M este un termen de tip ρ Ñ τ ;
dacă M şi N sunt termeni, iar ρ şi τ sunt tipuri astfel încât M
este de tip ρ Ñ τ , iar N este de tip ρ, atunci MN este un
termen de tip τ .

De exemplu, dacă α, β, γ P T , iar x , y , z şi u sunt variabile de tip
α Ñ α, pα Ñ αq Ñ β, β şi γ, respectiv, atunci pλz .pλu.zqqpyxq

este un termen de tip γ Ñ β.
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Substituţie şi reducţie

Substituţia se defineşte întocmai ca la λ-calculul fără tipuri, dar
având grijă la tipuri. De exemplu, dacă σ, τ P T , t este un termen
de tip τ , x este o variabilă de tip σ, iar u un termen de tip σ,
atunci va avea sens să definim

trx :“ us,

care va fi, apoi, un termen de tip τ .

Similar, relaţia de β-reducţie se defineşte identic, având grijă, de
exemplu, ca, în clauza fundamentală

pλx .tqu Ñ trx :“ us,

obiectele să aibă tipurile potrivite. (Care sunt acelea? De ce
merge?)
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Normalizare şi confluenţă

Se poate arăta (şi chiar vom arăta într-un curs viitor) că acest
λ-calcul cu tipuri simple nu mai posedă rescrieri infinite (altfel
spus, are proprietatea de normalizare tare), i.e. nu există o familie
de termeni pMnqnPN astfel încât pentru orice n P N, Mn Ñβ Mn`1.

În plus, el păstrează proprietatea de confluenţă a λ-calculului fără
tipuri.
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Tipuri à la Curry

Un al doilea mod de a gândi tipurile este sistemul de tipuri à la
Curry. Aici, termenii sunt fără tipuri, mai exact ei sunt exact
termeni din λ-calculul fără tipuri, iar lor li se alocă tipuri de către
un sistem de deducţie. Mai precis, vom emite judecăţi de forma

Γ $ M : τ,

însemnând: în contextul Γ i se alocă termenului M tipul τ . Un
context va fi o mulţime finită de obiecte de forma x : σ, cu x
variabilă şi σ P T (simbolizând faptul că variabilei x i se alocă tipul
σ), astfel încât orice variabilă apare cu cel mult un tip.
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Reguli de deducţie

Regulile de deducţie vor fi următoarele:

Γ Y tx : σu $ x : σ

Γ Y tx : σu $ M : τ

Γ $ λx .M : σ Ñ τ

Γ $ M : σ Ñ τ Γ $ N : σ

Γ $ MN : τ

Încercaţi să deduceţi tipul termenului „de mai devreme”
pλz .pλu.zqqpyxq folosind aceste reguli. Acest exemplu ne arată că,
într-un anume fel (în ce fel? detaliaţi!), cele două moduri de a
gândi tipurile sunt echivalente.
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Inferenţa tipurilor

Am dori, ca, dat un termen M în λ-calculul fără tipuri, să decidem
algoritmic dacă există (şi, atunci, să şi găsim) Γ şi τ cu
Γ $ M : τ . Aceasta se numeşte problema inferenţei tipurilor. În
continuare, vom prezenta un asemenea algoritm.

Algoritmul va avea nevoie, aproape la fiecare pas, de variabile (de
tip) noi, nemaifolosite până atunci (şi, deci, în particular, diferite
între ele). Vom presupune tacit, în prezentarea sa, că variabilele de
tip care apar au această proprietate. (Acesta va fi şi punctul
sensibil atunci când se încearcă implementarea lui.)

Introducem şi noţiunea de termen adnotat ca fiind un termen cu
tip undeva „între” Church şi Curry, în sensul că termenii nu au
tipuri, dar, la fiecare λ-abstracţiune, se adaugă şi un tip pentru
variabila abstractizată. Vom scrie un asemenea termen ca:
λx : σ.M.
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Algoritmul

Definim, pentru orice termen M, contextul

ΓM :“ tx : X | x P FV pMqu.

De asemenea, pentru orice termen M, construim termenul adnotat
M 1, unde toate λx -urile devin λx : X .

În continuare, vom defini o funcţie c care primeşte ca argumente:
un termen adnotat, un context şi o variabilă de tip şi care
returnează o mulţime de ecuaţii peste signatura de ordinul I care
conţine doar simbolul săgeată (vezi discuţia de la început).
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Finalizare

Definim:

cpx , Γ Y tx : τu, Z q :“ tτ “ Zu

cpλx : σ.M, Γ, Z q :“ cpM, Γ Y tx : σu, W q Y tZ “ σ Ñ W u

cpMN, Γ, Z q :“ cpM, Γ, W1q Y cpN, Γ, W2q Y tW1 “ W2 Ñ Zu

Algoritmul va face apelul cpM 1, ΓM , Z q şi va obţine o mulţime de
ecuaţii. Pentru ea, se caută un cgu θ. În caz că nu există, se
returnează „eşec”. În caz de succes, rezultatul algoritmului va fi
rθpΓMq $ M : rθpZ q (unde rθ are semnificaţia firească).

Putem rula algoritmul pe termenii pλz .pλu.zqqpyxq şi xx ,
evidenţiaţi mai devreme.
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Numere naturale

Să vedem acum cum putem vorbi despre λ-calculul cu tipuri simple
ca model de calcul. Dacă ne uităm la un numeral Church oarecare,
să zicem C2 (care îl reprezintă pe 2):

λf .λx .pf pfxqq,

vedem că, dacă încercăm să îi alocăm un tip, avem că, notând
tipul variabilei x cu γ, tipul rezultant va fi pγ Ñ γq Ñ pγ Ñ γq.
Vom fixa, aşadar, un γ P T0 şi vom defini nat, tipul numerelor
naturale, ca fiind pγ Ñ γq Ñ pγ Ñ γq.

Vedem acum că, de exemplu, termenului introdus anterior pentru
adunare,

λn.λm.λf .λx .ppnf qppmf qxqq,

i se poate aloca tipul nat Ñ pnat Ñ natq. Ce va însemna, deci,
acum că o funcţie este reprezentabilă?
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Funcţii calculabile

Vom spune, pentru orice k P N, că o funcţie f : Nk Ñ N (observăm
că, dată fiind proprietatea de normalizare, acum lucrăm doar cu
funcţii totale) este λÑ-reprezentabilă dacă există un λ-termen M
de tipul natk Ñ nat astfel încât, pentru orice n1, . . . , nk P N, avem

MCn1 . . . Cnk Ñ˚
β Cf pn1,...,nk q.

Apare întrebarea: orice funcţie totală care este calculabilă (adică
λ-reprezentabilă) va fi λÑ-reprezentabilă? Răspunsul va fi unul
negativ.
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Caracterizare
Teoremă (Schwichtenberg, 1976)
Clasa funcţiilor λÑ-reprezentabile este cea mai mică clasă de
funcţii totale care:

conţine constantele 0, 1, adunarea, înmulţirea şi operaţiile de
proiecţie pe o componentă;
conţine operaţia cond : N3 Ñ N, definită, pentru orice n, m,
p P N prin

condpn, m, pq :“
#

m, dacă n “ 0,
p, altfel.

este închisă la compunere, în sensul că, pentru orice k, l P N
şi orice funcţii f : Nl Ñ N, g1, . . . , gl : Nk Ñ N, conţine,
odată cu f , g1, . . . , gl , şi funcţia h : Nk Ñ N, definită, pentru
orice x1, . . . , xk P N, prin

hpx1, . . . , xkq :“ f pg1px1, . . . , xkq, . . . , glpx1, . . . , xkqq.
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Funcţii nereprezentabile

Următorul rezultat se arată imediat prin inducţie.

Corolar
Pentru orice k P N, orice funcţie λÑ-reprezentabilă f : Nk Ñ N
există un polinom p P NrX1, . . . , Xk s astfel încât, pentru orice
x1, . . . , xk P N,

f px1, . . . , xkq ď ppx1, . . . , xkq.

Corolar
Funcţia n ÞÑ 2n nu este λÑ-reprezentabilă.

Faptul că avem funcţii calculabile care nu sunt λÑ-reprezentabile
nu provine dintr-o slăbiciune în definirea λ-calculului cu tipuri, ci
este un fapt inerent restricţionării la funcţii totale, după cum vom
vedea imediat.
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Limitarea fundamentală

Teoremă
Orice limbaj de programare total este incomplet.

Demonstraţie
Gândim un limbaj de programare ca pe o funcţie calculabilă
f : N2 Ñ N, unde cele două argumente ale lui f reprezintă un
program şi un input al său, iar f calculează output-ul programului
relativ la acel input. Presupunem că el ar fi complet, în sensul că,
pentru orice funcţie calculabilă h : N Ñ N, ea este
„f -reprezentabilă”, i.e. există n P N („programul” corespunzător)
astfel încât, pentru orice p P N („pentru orice input”),
f pn, pq “ hppq. Încercăm să ajungem la o contradicţie. Luăm
h : N Ñ N, definită, pentru orice p, prin hppq :“ f pp, pq ` 1. Clar,
h este calculabilă. Deci există n astfel încât, pentru orice p,
f pn, pq “ hppq. Luând p :“ n, avem f pn, nq “ hpnq “ f pn, nq ` 1,
ceea ce este o contradicţie.
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Ierarhia Gödel

Aşadar, nu putem avea un singur limbaj de programare total care
să captureze toate funcţiile calculabile totale, ci o ierarhie de
asemenea limbaje:

λÑ System T System F System Fω

Aceasta seamănă, oarecum, cu ierarhia Gödel a sistemelor logice în
care este fundamentată matematica (rezultatul limitativ, în acest
caz, este prima teoremă de incompletitudine a lui Gödel):

PA = Z1 SOA = Z2 ZFC

Această asemănare nu este întâmplătoare.
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Corespondenţa

Mai precis, există o legătură între sistemele în care este
fundamentată matematica şi limbajele de programare totale –
avem în general, teoreme de genul următor: dacă într-un sistem S
putem demonstra o propoziţie de forma @xDyφpx , yq (unde φ este
o formulă fără cuantificatori), atunci există un termen („program”)
t într-un limbaj total corespunzător TS astfel încât este adevărat
că, pentru orice n P N, φpn, tpnqq.

Această corespondenţă reprezintă unul dintre obiectele principale
de studiu ale teoriei demonstraţiilor (proof theory).
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Feluri de limbaje funcţionale

Până acum am studiat două modele matematice ale programării
funcţionale:

λ-calculul fără tipuri
un model de calcul complet, având şi parţialitate
un limbaj de programare modelat oarecum pe baza lui: Lisp

λ-calcul cu tipuri (simple sau mai complicate)
modelează o subclasă strictă a clasei funcţiilor calculabile
totale
un limbaj de programare oarecum în acest stil: Agda

Pentru a modela limbajul Haskell, avem nevoie de un model de
calcul complet care să includă şi un sistem de tipuri. În continuare,
vom prezenta un exemplu de aşa ceva, anume PCF (Programming
Computable Functions), introdus de Scott şi Plotkin în anii ’70.
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Tipuri şi termeni

Tipurile vor fi următoarele:
un singur tip de bază, N (reprezentând numerele naturale);
pentru orice tipuri ρ, τ , avem un tip ρ Ñ τ (reprezentând
funcţiile parţiale „de la ρ la τ”).

Vom defini termenii fără tipuri asociate, şi apoi le vom aloca tipuri
„à la Curry”:

avem variabile, λ-abstracţiuni şi aplicaţii exact ca la λ-calculul
fără tipuri;
z este termen („zero”);
dacă M este termen, atunci spMq este termen („succesor”);
dacă M, N, P sunt termeni, iar w este variabilă, atunci
ifzpM, N, w , Pq este termen;
dacă M este termen, iar w este variabilă, atunci fixpw , Mq

este termen.
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Alocarea tipurilor

Acestea sunt regulile de deducţie pentru alocarea de tipuri
termenilor:

Γ Y tx : σu $ x : σ

Γ Y tx : σu $ M : τ

Γ $ λx .M : σ Ñ τ

Γ $ M : σ Ñ τ Γ $ N : σ

Γ $ MN : τ

Γ $ z : N
Γ $ M : N

Γ $ spMq : N

Γ $ M : N Γ $ N : τ Γ Y tw : Nu $ P : τ

Γ $ ifzpM, N, w , Pq : τ

Γ Y tw : τu $ M : τ

Γ $ fixpw , Mq : τ
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Valori

Următoarele reguli stabilesc „când ceva este valoare”:

valpzq

valpMq

valpspMqq valpλx .Mq
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Reguli de evaluare

Următoarele reguli stabilesc evaluarea termenilor în regim eager:

M Ñ M 1

spMq Ñ spM 1q

M Ñ M 1

ifzpM, N, w , Pq Ñ ifzpM 1, N, w , Pq

ifzpz , N, w , Pq Ñ N
valpspMqq

ifzpspMq, N, w , Pq Ñ Prw :“ Ms

M Ñ M 1

MN Ñ M 1N
valpMq N Ñ N 1

MN Ñ MN 1

valpNq

pλx .MqN Ñ Mrx :“ Ns fixpw , Mq Ñ Mrw :“ fixpw , Mqs
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Exemple de termeni

Operaţia de adunare este reprezentată de următorul termen PCF
(de ce?):

fixpf , λx .λy .ifzpy , x , w , sppfxqwqqq.

Putem defini operaţia de „scădere cu punct”, pentru orice x ,
y P N, prin:

x ´ y “

#

x ´ y , dacă x ě y ,
0, altfel.

Ea se poate reprezenta prin (de ce?):

fixpf , λx .λy .ifzpy , x , w , ifzpx , z , u, pfuqwqqq.

Notăm acest termen tot cu ´.
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Exemple de termeni

Un termen care reprezintă funcţia de cel mai mare divizor comun,
obţinut prin algoritmul lui Euclid, este:

fixpf , λx .λy .ifzpx , y , w , ifzpy , x , u, ifzpp´yqx , f pp´xqyqy , v ,

pf pxqqppp´yqxqqqqqq.

În sfârşit, definim operatorul de minimizare nemărginită, µ, pentru
orice funcţie parţială f , punând µpf q ca fiind, în caz că există
(altfel, rămâne nedefinit), cel mai mic număr natural n cu
proprietatea că f pnq “ 0 şi că f este definită pentru toate
numerele mai mici decât n. Un termen care îl reprezintă pe µ este:

λf .ppfixpg , λn.λf .ifzpfn, n, w , pgpSnqqf qqzqf q.


