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Motivatie pentru tipuri

Am observat ca A-calculul fara tipuri are anumite ,patologii”, de
exemplu termenul (Ax.(xx))(Ax.(xx)), care ,se rescrie la infinit”.

Ne putem intreba care este sursa acestui fenomen, pentru a sti cum
I-am putea evita. De exemplu, am putea spune ca xx sugereaza ca
am avea o functie care isi apartine propriului sau domeniu de
definitie, lucru care, intuitiv vorbind, ,,nu prea ar avea sens’2.

O cale spre a nu face asemenea amestecuri este, de pilda, ideea de
a impune tipuri termenilor. Exista mai multe moduri de a face
aceasta. Noi 1l vom studia pe cel mai simplu, care chiar poart3
numele de , tipuri simple”.

2De fapt, poate foarte bine s3 aib3 sens, dup3 cum am pomenit in treacit
cursul trecut.



Tipuri simple

Fixam o multime de , tipuri de baza", notata cu Ty.

Multimea tipurilor simple (numite tipuri, de acum incolo), notata
cu T, va fi cea mai mica multime care:

@ contine pe Ty;

@ pentru orice p, T€ T, avem p — 7 € T (cu semnificatia:

,tipul functiilor de la p la 7").

Putem vedea, asadar, multimea tipurilor ca pe multimea termenilor
peste o signaturad de ordinul | unde avem un singur simbol, anume
un simbol de operatie de aritate 2, notat cu —.



Tipurile, intuitiv

Cum functioneaza, intuitiv, tipurile?

e In primul rand, variabilele ,,vor avea” tipuri (intentionat
pastram ambiguitatea asupra sintagmei, vom vedea imediat de
ce).

@ Daca avem o variabila x de tip p si un termen M de tip 7,
atunci Ax.M, cum reprezintd functia care ,,duce pe x in M",
va trebui s3 aiba tipul p — 7.

o Intr-un termen de forma MN, dac3 p este tipul lui N, atunci
M va trebui sa reprezinte o functie care duce ceva de tip p in
ceva de alt tip, s3 zicem 7. Deci M are tipul p — 7 si MN are
tipul 7. Asadar, MN nu va avea sens decat atunci cand
tipurile lui M si N ,;se potrivesc”.

Vedem acum c3, oricum am defini riguros ideea de tip, dacd avem
un termen de forma xx, x va trebui s3 aiba si un tip p, si un tip
p — 7. Dar, pentru orice p si 7, p # p — 7, deci avem o
contradictie. Asadar, xx nu va fi ,bine format”.



Tipuri a la Church

Am mentinut ambiguitatea asupra definitiei deoarece exista doud
feluri de a defini modul cum termenii au tipuri. Primul este
notiunea de tip a la Church.

In acest sistem, termenii sunt din start definiti ca avand tipuri:

@ avem cite o multime numarabild de variabile pentru fiecare
tip (aceste multimi fiind disjuncte doua cate doud);

@ daca x este o variabila de tip p si M este un termen de tip T,
atunci Ax.M este un termen de tip p — T;

@ daca M si N sunt termeni, iar p si 7 sunt tipuri astfel incat M
este de tip p — 7, iar N este de tip p, atunci MN este un
termen de tip 7.

De exemplu, daca «, 5, vy € T, iar x, y, z si u sunt variabile de tip
a— a, (a > ) > B, B siy, respectiv, atunci (Az.(Au.z))(yx)
este un termen de tip v — f.



Substitutie si reductie

Substitutia se defineste intocmai ca la A-calculul fara tipuri, dar
avand grija la tipuri. De exemplu, daca o, 7 € T, t este un termen
de tip 7, x este o variabild de tip o, iar u un termen de tip o,
atunci va avea sens sa definim

care va fi, apoi, un termen de tip 7.

Similar, relatia de B-reductie se defineste identic, avand grija, de
exemplu, ca, in clauza fundamentala

(Mx.t)u — t[x = u],

obiectele s3 aiba tipurile potrivite. (Care sunt acelea? De ce
merge?)



Normalizare si confluenta

Se poate ardta (si chiar vom ardta intr-un curs viitor) c3 acest
A-calcul cu tipuri simple nu mai posed3d rescrieri infinite (altfel
spus, are proprietatea de normalizare tare), i.e. nu existd o familie
de termeni (M,)nen astfel incat pentru orice ne N, M, —g M, 1.

In plus, el pastreazad proprietatea de confluenta a A-calculului fara
tipuri.



Tipuri a la Curry

Un al doilea mod de a gandi tipurile este sistemul de tipuri a la
Curry. Aici, termenii sunt fara tipuri, mai exact ei sunt exact
termeni din A-calculul fara tipuri, iar lor li se alocd tipuri de catre
un sistem de deductie. Mai precis, vom emite judecati de forma

Fr=M:r,

insemnand: in contextul I i se aloc3d termenului M tipul 7. Un
context va fi o multime finit3 de obiecte de forma x : o, cu x
variabild si o € T (simbolizand faptul c3 variabilei x i se aloc3 tipul
o), astfel incat orice variabild apare cu cel mult un tip.



Reguli de deductie

Regulile de deductie vor fi urmatoarele:

Fru{x:olkx:0

Fru{x:o}-M:7 W-M:c—-7 THN:o
=M M:0—>1 M= MN:t

Tncercajci sa deduceti tipul termenului ,,de mai devreme”
(Az.(Au.z))(yx) folosind aceste reguli. Acest exemplu ne aratd ca,
intr-un anume fel (in ce fel? detaliati!), cele doud moduri de a
gandi tipurile sunt echivalente.



Inferenta tipurilor

Am dori, ca, dat un termen M in A-calculul f3r3 tipuri, sa decidem
algoritmic dac3 existd (si, atunci, sa si gasim) ' si 7 cu

[ M : 7. Aceasta se numeste problema inferentei tipurilor. in
continuare, vom prezenta un asemenea algoritm.

Algoritmul va avea nevoie, aproape la fiecare pas, de variabile (de
tip) noi, nemaifolosite pand atunci (si, deci, in particular, diferite
intre ele). Vom presupune tacit, in prezentarea sa, c3 variabilele de
tip care apar au aceast3 proprietate. (Acesta va fi si punctul
sensibil atunci cand se incearcd implementarea lui.)

Introducem si notiunea de termen adnotat ca fiind un termen cu
tip undeva ,,intre” Church si Curry, Tn sensul ca termenii nu au
tipuri, dar, la fiecare A-abstractiune, se adaugd si un tip pentru
variabila abstractizatd. Vom scrie un asemenea termen ca:

Ax 1 o.M.



Algoritmul

Definim, pentru orice termen M, contextul
My :={x:X|xeFV(M)}.

De asemenea, pentru orice termen M, construim termenul adnotat
M’ unde toate Ax-urile devin Ax : X.

In continuare, vom defini o functie ¢ care primeste ca argumente:
un termen adnotat, un context si o variabila de tip si care
returneaza o multime de ecuatii peste signatura de ordinul | care
contine doar simbolul s3geatd (vezi discutia de la Tnceput).



Finalizare

Definim:

cx,FTufx:7},2):={r=2}
c(Ax:oMT,Z):=c(M,TU{x:0}, W)u{Z=0—> W}
c(MN,T,Z) := c(M,T,W1) U c(N,T,Wa) u{W) = Wr - Z}

Algoritmul va face apelul ¢(M’, Ty, Z) si va obtine o multime de
ecuatii. Pentru ea, se cauta un cgu 6. In caz c3 nu existd, se
returneazd ,esec”. In caz de succes, rezultatul algoritmului va fi
(T ) — M : 0(Z) (unde 6 are semnificatia fireascs).

Putem rula algoritmul pe termenii (Az.(Au.z))(yx) si xx,
evidentiati mai devreme.



Numere naturale

S3 vedem acum cum putem vorbi despre A-calculul cu tipuri simple
ca model de calcul. Daca ne uitam la un numeral Church oarecare,
sa zicem G, (care il reprezintd pe 2):

A Ax.(F(fx)),

vedem ca, daca incercam sa 1i alocam un tip, avem c3, notand
tipul variabilei x cu 7, tipul rezultant va fi (y — ) — (v — 7).
Vom fixa, asadar, un v € Tg si vom defini nat, tipul numerelor
naturale, ca fiind (y — v) — (y — 7).

Vedem acum c3, de exemplu, termenului introdus anterior pentru
adunare,
AnAmAf Ax.((nf)((mf)x)),

i se poate aloca tipul nat — (nat — nat). Ce va insemna, deci,
acum ca o functie este reprezentabila?



Functii calculabile

Vom spune, pentru orice k € N, c3 o functie f : N¥ — N (observim
c3, data fiind proprietatea de normalizare, acum lucram doar cu

functii totale) este A_,-reprezentabila dac3 existd un A-termen M
de tipul natX — nat astfel incat, pentru orice ni,..., nc € N, avem

MCm .. an _>Z’ Cf(nl,...,nk)'

Apare intrebarea: orice functie totald care este calculabild (adica
A-reprezentabild) va fi A_,-reprezentabild? Raspunsul va fi unul
negativ.



Caracterizare

Teoremd (Schwichtenberg, 1976)
Clasa functiilor A_,-reprezentabile este cea mai mica clasa de
functii totale care:
@ contine constantele 0, 1, adunarea, Tnmultirea si operatiile de
proiectie pe o components;
@ contine operatia cond : N3 — N, definitd, pentru orice n, m,
p € N prin

m, dacd n=0,

cond(n, m,p) :=
( P) {p, altfel.

@ este Tnchisa la compunere, Tn sensul ca, pentru orice k, [ € N
si orice functii f : N/ = N, g1,...,g : N¥ - N, contine,
odatd cu f, gi,...,g, si functia h : NK - N, definit3, pentru
orice xi,...,Xx € N, prin

h(X17 cee 7Xk) = f(g]_(Xl, cee 7Xk)7' s 7g/(X17 tee 7Xk))'




Functii nereprezentabile

Urmatorul rezultat se aratd imediat prin inductie.

Pentru orice k € N, orice functie \_,-reprezentabild f : Nk — N
exista un polinom p € N[ Xy, ..., Xi]| astfel incat, pentru orice
X1,...,XkEN,

F(Xtr ) < POKL, -y XE)-

Functia n — 2" nu este A_,-reprezentabila.

Faptul cd avem functii calculabile care nu sunt A_,-reprezentabile
nu provine dintr-o slabiciune Tn definirea A-calculului cu tipuri, ci

este un fapt inerent restrictionarii la functii totale, dupa cum vom
vedea imediat.




Limitarea fundamentala

Teorema
Orice limbaj de programare total este incomplet.

Demonstratie

Gandim un limbaj de programare ca pe o functie calculabila

f : N> - N, unde cele dou3 argumente ale lui f reprezint3 un
program si un input al sdu, iar f calculeaza output-ul programului
relativ la acel input. Presupunem ca el ar fi complet, in sensul c3,
pentru orice functie calculabild h: N — N, ea este
»f-reprezentabild”, i.e. existd n € N (,programul” corespunzator)
astfel incat, pentru orice p € N (,,pentru orice input”),

f(n,p) = h(p). Tncercim s3 ajungem la o contradictie. Lu3m
h:N — N, definitd, pentru orice p, prin h(p) := f(p, p) + 1. Clar,
h este calculabild. Deci exista n astfel incat, pentru orice p,
f(n,p) = h(p). Luand p := n, avem f(n,n) = h(n) = f(n,n) + 1,
ceea ce este o contradictie.




lerarhia Godel

Asadar, nu putem avea un singur limbaj de programare total care
sa captureze toate functiile calculabile totale, ci o ierarhie de
asemenea limbaje:

| I I ! L e -)
| | | | |
A_, System T System F System F,,

Aceasta seamanad, oarecum, cu ierarhia Godel a sistemelor logice n
care este fundamentatd matematica (rezultatul limitativ, n acest
caz, este prima teoremd de incompletitudine a lui Godel):

| | | |
| | | PTTTTPR >
PA =7, SOA =7, ZFC

Aceasta asemanare nu este intdmplatoare.



Corespondenta

Mai precis, existd o legdtura intre sistemele n care este
fundamentata matematica si limbajele de programare totale —
avem in general, teoreme de genul urmator: dac3 intr-un sistem S
putem demonstra o propozitie de forma Vx3y¢(x,y) (unde ¢ este
o formuld fara cuantificatori), atunci existd un termen (,,program")
t Tntr-un limbaj total corespunzator Tgs astfel incat este adevarat
cd, pentru orice n€ N, p(n, t(n)).

Aceasta corespondenta reprezinta unul dintre obiectele principale
de studiu ale teoriei demonstratiilor (proof theory).



Feluri de limbaje functionale

Pana acum am studiat doud modele matematice ale programarii
functionale:
@ A-calculul fara tipuri
e un model de calcul complet, avand si partialitate
e un limbaj de programare modelat oarecum pe baza lui: Lisp
@ A-calcul cu tipuri (simple sau mai complicate)

e modeleaza o subclas3 stricta a clasei functiilor calculabile
totale

e un limbaj de programare oarecum fin acest stil: Agda
Pentru a modela limbajul Haskell, avem nevoie de un model de
calcul complet care s3 includ3 si un sistem de tipuri. In continuare,
vom prezenta un exemplu de asa ceva, anume PCF (Programming
Computable Functions), introdus de Scott si Plotkin in anii '70.



Tipuri si termeni

Tipurile vor fi urmatoarele:
@ un singur tip de bazd, N (reprezentdnd numerele naturale);

@ pentru orice tipuri p, 7, avem un tip p — 7 (reprezentand
functiile partiale ,de la p la 7").

Vom defini termenii fara tipuri asociate, si apoi le vom aloca tipuri
»a la Curry’:

@ avem variabile, \-abstractiuni si aplicatii exact ca la A-calculul
fara tipuri;

@ z este termen (,,zero”);

@ dacd M este termen, atunci s(M) este termen (,,succesor”);

@ daca M, N, P sunt termeni, iar w este variabild, atunci
ifz(M, N, w, P) este termen;

@ dacd M este termen, iar w este variabild, atunci fix(w, M)
este termen.



Alocarea tipurilor

Acestea sunt regulile de deductie pentru alocarea de tipuri
termenilor:

Ffru{x:olkx:0o

Fro{x:o}-M:7 TM:0—>7 THN:0o
=M M:0—r1 = MN:T1

N-M:N
N-z:N N=s(M):N

rEM:N T=N:7 Tu{w:N}-P:7 Frofw:r}-=M:7
M+ ifz(M,N,w,P):T M+ fix(w,M): 7




Valori

Urmatoarele reguli stabilesc ,,cand ceva este valoare:

val(M)
val(z) val(s(M)) val(Ax.M)




Reguli de evaluare

Urmatoarele reguli stabilesc evaluarea termenilor n regim eager:

M- M M- M
s(M) — s(M") ifz(M,N,w, P) — ifz(M", N, w, P)

val(s(M))
ifz(z, N,w,P) - N ifz(s(M),N,w, P) — Plw := M|

M—M  val(M) N— N
MN = MN — MN — MN'

val(N)
(A-M)N — M[x := N] fix(w, M) - M[w := fix(w, M)]




Exemple de termeni

Operatia de adunare este reprezentata de urmatorul termen PCF
(de ce?):
fix(f, Ax.Ay.ifz(y, x, w, s((fx)w))).

Putem defini operatia de ,,sciddere cu punct”, pentru orice x,
y eN, prin:

) x—y, daca x>y,
X=—y=
0, altfel.

Ea se poate reprezenta prin (de ce?):
fix(f, Ax.Ay.ifz(y, x, w, ifz(x, z, u, (fu)w))).

Notam acest termen tot cu —.



Exemple de termeni

Un termen care reprezinta functia de cel mai mare divizor comun,
obtinut prin algoritmul lui Euclid, este:

fix(f, Ax.Ay.ifz(x,y, w, ifz(y, x, u, ifz((=y)x, f((=x)y)y, v,

(FON((=y)x))))))-

In sfarsit, definim operatorul de minimizare nemdarginits, p, pentru
orice functie partiald f, punand u(f) ca fiind, in caz c3 exista
(altfel, raméane nedefinit), cel mai mic numar natural n cu
proprietatea c3 f(n) = 0 si c3 f este definitd pentru toate
numerele mai mici decat n. Un termen care 1l reprezinta pe u este:

M. ((fix(g, A\n.\f.ifz(fn, n,w, (g(Sn))f))z)f).



