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Motivat, ie

În descrierea formală a diverse concepte informatice, întâlnim deseori
definit, ii (recursive) prin reguli.

Exemplu: descrierea sintaxei unui limbaj

AExp ::= Int | AExp + AExp | AExp - AExp | AExp * AExp
AExp e o submult, ime a limbajului ce poate fi obt, inut din întregi s, i
simbolurile ‘+’, ‘-’, ’*’.

Exemplu: Definirea unei relat, ii

De exemplu, regulile pentru definirea deduct, iei în logica propozit, ională:
$ p $ p Ñ q

$ q
$ p Ñ pq Ñ pq
$ pp Ñ pq Ñ rqq Ñ ppp Ñ qq Ñ pp Ñ rqq
$ p p Ñ  qq Ñ pq Ñ pq
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Exemplu: Definirea relat, iei de evaluare a expresiilor
aritmetice

xi , σy ó xiy

xa1, σy ó xi1y xa2, σy ó xi2y
xa1 � a2, σy ó xiy dacă i � i1 � i2

xa1, σy ó xi1y xa2, σy ó xi2y
xa1 � a2, σy ó xiy dacă i � i1 � i2

xa1, σy ó xi1y xa2, σy ó xi2y
xa1 � a2, σy ó xiy dacă i � i1 � i2
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Plan

Ce au în comun aceste definit, ii? Ce definesc ele, mai exact?

Induct, ie pe reguli de definire / Induct, ie structurală

Neambiguitate s, i recursie pe reguli de definire

Aplicat, ii la semanticile big-step s, i small-step
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Sect, iunea 1

Definit, ii (recursive) bazate pe reguli
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Mulţimi Moore

Definiţie

Fie X o mulţime. Numim o mulţime A � PpX q mulţime Moore pe X
dacă X P A, iar, pentru orice B � A nevidă, avem

�
B P A.

Teoremă

Fie X o mulţime şi A o mulţime Moore pe X . Atunci există şi este unic
C P A, numit minimul lui A, astfel încât pentru orice D P A, avem C � D.

Demonstraţie

Unicitatea rezultă imediat: dacă avem C1, C2 P A cu acea proprietate,
atunci C1 � C2 şi C2 � C1, deci C1 � C2. Pentru existenţă, cum X P A,
avem A � H, deci

�
A P A. Luăm C :�

�
A şi verificăm că are

proprietatea căutată.
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Reguli de definire. Proprietatea de închidere

Definit, ie

Fie o mult, ime A fixată. Numim regulă de definire peste mult, imea A, o
pereche pH, aq P A� � A (A� este monoidul cuvintelor peste A).
Dată fiind o regulă de definire r � pa1a2 . . . an, aq, definim:

ipotezele lui r ca fiind hypprq � ta1, a2, . . . anu
concluzia lui r ca fiind concprq � a

O mult, ime de reguli de definire se numes, te sistem.

Proprietatea de închidere

Fie B o submult, ime a lui A.
B este închisă la o regulă de definire r dacă hypprq � B implică
concprq P B.
B este inchisă la sistemul de reguli de definire R dacă este închisă la toate
regulile din R
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Submult, imile închise sunt o mult, ime Moore

Teoremă

Fie R un sistem de reguli de definire peste o mult, ime A. Mult, imea
submult, imilor lui A închise la R este o mult, ime Moore.

Demonstrat, ie

1 Fie N o mult, ime de submult, imi ale lui A închise la R arbitrar aleasă
2 ; Fie r o regulă din R arbitrar aleasă
3 ; ; Presupunem că hypprq �

�
N

4 ; ; ; Fie N P N arbitrar aleasă
5 ; ; ; ; Avem hypprq � N (din 3 s, i 4)
6 ; ; ; ; Avem concprq P N (din 1, 2 s, i 5)
7 ; ; ; Avem concprq P N (din 4 –arbitrar aleasă– s, i 6)
8 ; ; Avem N închisă la r (din 3 am dedus 7)
9 ; Avem N închisă la R (din 2 –arbitrar aleasă– s, i 8)
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Mult, imea definită de un sistem de reguli

Definit, ie

Mult, imea definită de sistemul de reguli R peste mult, imea suport A este cea
mai mică submult, ime a lui A închisă la R, adică intersect, ia tuturor
submult, imilor lui A închise la R.

Teoremă (induct, ie)

Fie M mult, imea definită de sistemul R s, i fie N � M. Dacă N închisă la R,
atunci N � M.

Demonstrat, ie (trivială)

M este cea mai mică mult, ime închisă la R, deci M � N. Dar din ipoteză
N � M. Deci N � M.
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Induct, ie deductivă (pe reguli)
Teoremă (principiul induct, iei deductive)

Fie M mult, imea definită de sistemul R s, i fie P o proprietate peste A.
Dacă pentru orice regulă r P R, putem deduce Ppconcprqq presupunând că
Pphq pentru orice h P hypprq, atunci P este adevărată pentru orice element
din M.

Demonstrat, ie

1 Fie N � tm P M | Ppmqu
2 Fie r P R arbitrar aleasă
3 ; Presupun hypprq � N
4 ; ; Avem Pphq pentru orice h P hypprq (din 3 s, i 1)
5 ; ; Avem Ppconcprqq din ipoteza teoremei
6 ; Avem N închisă la r (din 3 am dedus 5)
7 Avem N închisă la R (din 2 –arbitrar aleasă– s, i 6)
8 Avem N � M (din 7 s, i teorema de mai sus)
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Exemplu: Accesibilitate / Definit, ie alternativă
Teoremă

Fie M mult, imea definită de sistemul de reguli R. Definim lant,ul crescător
pMnqnPN astfel: M0 � H; Mn�1 � Mn Y tconcprq | r P R, hypprq � Mnu.
Atunci M �

�
nPN Mn

Demonstrat, ie (prin induct, ie deductivă)
�

nPN Mn � M: demonstrez că pentru orice n P N, Mn � M prin induct, ie
după n. Cazul de bază M0 � M e trivial
Pas de induct, ie. Presupun Mn � M. Fie a P Mn�1 arbitrar.

dacă a P Mn, gata
dacă a � concprq unde r P R s, i hypprq � Mn, atunci hypprq � M,
deci a P M (m închisă).

M �
�

nPN Mn: induct, ie pe regulile R.
Fie r � ph1h2 � � � hk , aq astfel încât pentru orice i P t1, . . . , ku,
hi P

�
nPN Mn. Pentru orice i , fie ni astfel încât hi P Mni .

Fie n � maxtn1, . . . , nku. Atunci hypprq � Mn, deci a P Mn�1. 11 / 21



Ambiguitate / neambiguitate
O definit, ie este ambiguă dacă pot obt, ine o concluzie în mai multe feluri

Exemplu

Pentru sintaxa
AExp ::= Int | AExp + AExp | AExp - AExp | AExp * AExp
expresia 3 + 5 * 7 este ambiguă

Definit, ie (Neambiguitate / citire unică)

Sistemul de reguli R are proprietatea de neambiguitate dacă, notând cu M
mult, imea definită de R, pentru orice m P M, există o singură regulă r P R
astfel încât concprq � m s, i hypprq � M.

Exemplu

AExp ::= Int | (AExp + AExp) | (AExp - AExp) | (AExp * AExp)
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Definit, ie recursivă (pe reguli)

Teoremă (metateorema definit, iilor recursive)

Fie M mult, imea definită de sistemul de reguli R cu proprietatea de
neambiguitate. Fie o mult, ime B, s, i pentru orice regulă
r � pa1a2 . . . an, aq P R, fie o funct, ie gr : Bn Ñ B. Atunci există o unică
funct, ie f : M Ñ B cu proprietatea că pentru orice regulă
r � pa1a2 . . . an, aq P R astfel încât hypprq � M,
f paq � gr pf pa1q, f pa2q, . . . , f panqq.

Demonstrat, ie

Fie Gf �
�

nPN Gn, unde pGnqnPN este definită recursiv prin:
G0 � H
Gn�1 � Gn Y tpa, gr pb1, b2, . . . , bkqq | r � pa1a2 . . . ak , aq P
R s, i pai , biq P Gn, i P t1, . . . , kuu

Atunci Gf este graficul unei funct, ii f : A Ñ B cu proprietatea din enunt, .
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Metateorema definit, iilor recursive
Demonstrat, ie (cont.)

Demonstrăm că Gf e totală, adică pentru orice a P A există b P B a.î.
pa, bq P Gf prin induct, ie deductivă.
fie r � ph1h2 . . . hk , aq P R astfel încât pentru orice i P t1, . . . , ku,
există bi P B a.î. phi , biq P Gf .
Pentru orice i P t1, . . . , ku există un ni astfel încât phi , biq P Gni . Fie
m � maxtn1, . . . nku
Atunci pa, gr pb1, . . . , bkqq P Gm�1 � Gf
Demonstrăm că Gf e funct, ională
Fie pa, bq, pa, b1q P Gf . Atunci:

există r � ph1 � � � hk , aq, r 1 � ph1

1 � � � h1

k1 , aq P R
există bi a.î. phi , biq P Gf pentru orice i P t1, . . . , ku
există b1

j a.î. ph1

j , b1

j q P Gf pentru orice j P t1, . . . , k 1u
b � gr pb1, . . . , bkq s, i b1 � gr 1pb1

1, . . . , b1

k1q

Deoarece Dom Gf � A, avem hypprq � A s, i hyppr 1q � A.
Din proprietatea de neambiguitate, trebuie ca r � r 1, deci b � b1.
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Sect, iunea 2

Exemple: Aplicat, ii la big-step s, i small-step
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Semantica big-step este deterministă

Pentru orice a expresie aritmetică s, i σ stare există un unic întreg i
astfel încât xa, σy ó xiy

Demonstrat, ie: prin induct, ie pe structura expresiilor aritmetice.

Pentru orice b expresie booleană s, i σ stare există o unică valoare de
adevăr t astfel încât xb, σy ó xty

Demonstrat, ie: prin induct, ie pe structura expresiilor booleene.

Folosind proprietatea de mai sus.

Pentru orice s instruct, iune s, i σ stare există cel mult o stare σ1 astfel
încât xs, σy ó xσ1y

Demonstrat, ie: prin induct, ie pe structura instruct, iunilor.

Folosind proprietăt, ile de mai sus.
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Echivalenţa între programe
Pe instrucţiuni, putem defini relaţia de echivalenţă � în felul următor:
pentru orice s1, s2, avem s1 � s2 exact atunci când, pentru orice σ, σ1 P Σ,
xs1, σy ó xσ1y dacă şi numai dacă xs2, σy ó xσ1y .

Propoziţie

Fie b o expresie booleană şi s o instrucţiune. Notăm w :� while b do s.
Atunci w � pif b then ps; wqelse skipq.

Demonstraţie

Fie σ, σ1 P Σ. Vrem să arătăm că

xw , σy ó xσ1y ô xif b then ps; wqelse skip, σy ó xσ1y.

Demonstrăm implicaţia “ñ”. Presupunem că avem xw , σy ó xσ1y. În primul
caz, avem xb, σy ó xfalsey şi σ � σ1, iar, folosind faptul că xskip, σy ó xσy,
deducem că xif b then ps; wqelse skip, σy ó xσy.
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Echivalenţa între programe

Demonstraţie (cont.)

În al doilea caz, avem că xb, σy ó xtruey şi există σ2 cu xs, σy ó xσ2y şi
xw , σ2y ó xσ1y. Putem deduce că xs; w , σy ó xσ1y şi apoi că
xif b then ps; wqelse skip, σy ó xσ1y.
Demonstrăm acum implicaţia “ð”. Presupunem că avem
xif b then ps; wqelse skip, σy ó xσ1y.
În primul caz, avem xb, σy ó xfalsey şi xskip, σy ó xσ1y, de unde deducem
σ � σ1, apoi imediat xw , σy ó xσy.
În al doilea caz, avem xb, σy ó xtruey şi xs; w , σy ó xσ1y, de unde scoatem
că există σ2 cu xs, σy ó xσ2y şi xw , σ2y ó xσ1y. Putem apoi deduce imediat
că xw , σy ó xσ1y.
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Semantica small-step este simulată de cea big-step
Expresii aritmetice

Dacă xa, σy Ñ xa1, σy, s, i xa1, σy ó xiy, atunci xa, σy ó xiy.

Demonstrat, ie

Induct, ie deductivă pe regulile de definire a relat, iei într-un pas pentru
expresii aritmetice. Tratăm doar câteva cazuri.

pIdq xx , σy ÝÑ xi , σy dacă i � σpxq
xi , σy ó xiy s, i xx , σy ó xiy

xa1, σy ÝÑ xa11, σy
xa1 � a2, σy ÝÑ xa11 � a2, σy
Dacă xa11 � a2, σy ó xiy, trebuie ca xa11, σy ó xi1y, xa2, σy ó xi2y s, i
i � i1 � i2.
Din ipoteza de induct, ie, xa1, σy ó xi1y, deci xa1 � a2, σy ó xiy
pAddq xi1 � i2, σy ÝÑ xi , σy dacă i � i1 � i2
Avem xi , σy ó xiy s, i xi1, σy ó xi1y, xi2, σy ó xi2y, de unde
xi1 � i2, σy ó xiy
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Semantica small-step este simulată de cea big-step

Expresii booleene

Dacă xb, σy Ñ xb1, σy, s, i xb1, σy ó xty, atunci xb, σy ó xty.

Demonstrat, ie

Asemănător ca pentru expresii aritmetice, folosind s, i rezultatul deja
demonstrat.
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Semantica small-step este simulată de cea big-step

Instruct, iuni

Dacă xs, σy Ñ xs 1, σ1y, s, i xs 1, σ1y ó xσ2y, atunci xs, σy ó xσ2y.

Demonstrat, ie

Induct, ie deductivă pe regulile de definire a relat, iei într-un pas pentru
instruct, iuni.

xs1, σy ÝÑ xs 11, σ1y
xs1 ; s2, σy ÝÑ xs 11 ; s2, σ1y
Dacă xs 11 ; s2, σ1y ó xσ2y, trebuie ca xs 11, σ1y ó xσ1y, xs2, σ1y ó xσ

2y.
Din ipoteza de induct, ie, xs1, σy ó xσ1y, deci xs1 ; s2, σy ó xσ2y
pSeqq xskip; s2, σy ÝÑ xs2, σy direct
pWhileq xwhile b do bl , σy ÝÑ
xif b then( bl ; while b do bl )else skip, σy
Aplicăm proprietatea de echivalent,ă demonstrată anterior.
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