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Motivatie

Tn descrierea formal3 a diverse concepte informatice, intalnim deseori
definitii (recursive) prin reguli.

Exemplu: descrierea sintaxei unui limbaj

AExp ::= Int | AExp + AExp | AExp - AExp | AExp * AExp
AExp e o submultime a limbajului ce poate fi obtinut din intregi si
simbolurile ‘+', ‘-', "*'.

Exemplu: Definirea unei relatii

De exemplu, regulile pentru definirea deductiei n logica propozitionala:
=P Hp—gq
=q
=p—(q—p)
F(p—(g—=r)—=>(p—q) —(p—r))
= (=p——q) > (g —p)
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Exemplu: Definirea relatiei de evaluare a expresiilor
aritmetice

(iyo) U <Py

(ar,0) I (i) (ap,0) | (i)
(a1 + az,0) | (i)

(ar,0) I (1)  (ap,0) | (i)
(a1 —ap,0) | i)

(ar,0) § (i) {a,0) I (i)
(a1 * ag,0) || (i)

dacai=i + b

dacd j = i1 — I>

dacai=i1 ik
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Plan

@ Ce au Tn comun aceste definitii? Ce definesc ele, mai exact?
e Inductie pe reguli de definire / Inductie structurald
@ Neambiguitate si recursie pe reguli de definire

@ Aplicatii la semanticile big-step si small-step
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Sectiunea 1

Definitii (recursive) bazate pe reguli
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Multimi Moore
Definitie

Fie X o multime. Numim o multime A € P(X) multime Moore pe X
dacd X € A, iar, pentru orice B € A nevid3, avem (| B € A.

Teorema

Fie X o multime si A o multime Moore pe X. Atunci exista si este unic
C € A, numit minimul lui A, astfel incat pentru orice D € A, avem C C D.J

Demonstratie

Unicitatea rezultd imediat: dacd avem (i, G, € A cu acea proprietate,
atunci GG € G si G € (7, deci (3 = (. Pentru existenta, cum X € A,
avem A # &, deci (A€ A. Ludm C := () A si verificdm c3 are
proprietatea cautata.
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Reguli de definire. Proprietatea de inchidere
Definitie

Fie o multime A fixata. Numim regula de definire peste multimea A, o
pereche (H,a) € A* x A (A* este monoidul cuvintelor peste A).
Dat3 fiind o reguld de definire r = (a1az ... ap, a), definim:

ipotezele lui r ca fiind hyp(r) = {a1, a2, ... an}

concluzia lui r ca fiind conc(r) = a
O multime de reguli de definire se numeste sistem.

Proprietatea de Tnchidere

Fie B o submultime a lui A.

B este inchis3 la o reguld de definire r dacd hyp(r) € B implica

conc(r) € B.

B este inchisa la sistemul de reguli de definire R daca este inchisa la toate
regulile din R
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Submultimile inchise sunt o multime Moore

Teorema

Fie R un sistem de reguli de definire peste o multime A. Multimea
submultimilor lui A inchise la R este o multime Moore.

Demonstratie

; Fie r o regula din R arbitrar aleasa

; ; Presupunem c3 hyp(r) € (N

.+ ; Fie N € N arbitrar aleas3

;55 Avem hyp(r) € N (din 3 si 4)

.+ Avem conc(r) € N (din 1, 2 si 5)

;1 Avem conc(r) € N (din 4 —arbitrar aleasd— si 6)
;» Avem N finchis3 la r (din 3 am dedus 7)

; Avem A inchis3 la R (din 2 —arbitrar aleas3— si 8)

000000000

Fie NV o multime de submultimi ale lui A inchise la R arbitrar aleas3
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Multimea definita de un sistem de reguli

Definitie

Multimea definitd de sistemul de reguli R peste multimea suport A este cea
mai mica submultime a lui A nchisd la R, adica intersectia tuturor
submultimilor lui A inchise la R.

Teorem3 (inductie)

Fie M multimea definitd de sistemul R si fie N © M. Daca N inchisa la R,
atunci N = M.

v

Demonstratie (triviald)

M este cea mai mica multime inchisa la R, deci M € N. Dar din ipoteza
N c M. Deci N =M.
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Inductie deductiva (pe reguli)

Teorema (principiul inductiei deductive)

Fie M multimea definita de sistemul R si fie P o proprietate peste A.
Dac3 pentru orice reguld r € R, putem deduce P(conc(r)) presupunand c3d

P(h) pentru orice h € hyp(r), atunci P este adevaratd pentru orice element
din M.

Demonstratie

Q FieN={me M| P(m)}

@ Fie r € R arbitrar aleasa

@ ; Presupun hyp(r) € N

Q ; ; Avem P(h) pentru orice h € hyp(r) (din 3 si 1)
@ ; ; Avem P(conc(r)) din ipoteza teoremei

@ ; Avem N inchis3 la r (din 3 am dedus 5)

@ Avem N inchisd la R (din 2 —arbitrar aleasd- si 6)
@ Avem N = M (din 7 si teorema de mai sus)
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Exemplu: Accesibilitate / Definitie alternativa

Teorema

Fie M multimea definita de sistemul de reguli R. Definim lantul crescator
(Mp)nen astfel: My = &;  Mpy1 = My U {conc(r) | r € R, hyp(r) S Mp,}.
Atunci M = .5 M

v

Demonstratie (prin inductie deductivd)

Upeny Mn € M: demonstrez cd pentru orice n€ N, M, € M prin inductie
dupa n. Cazul de bazd My € M e trivial
Pas de inductie. Presupun M, € M. Fie a e M, arbitrar.
@ dacd ae M, gata
@ dacd a = conc(r) unde r € R si hyp(r) € M,, atunci hyp(r) € M,
deci a€ M (m inchisd).
M < U, .ex Mn: inductie pe regulile R.

Fie r = (hihy - - - hy, a) astfel incat pentru orice i € {1,...,k},
hi € U, ex Mn. Pentru orice i, fie n; astfel incat h; € Mp,.
Fie n = max{n1,..., nk}. Atunci hyp(r) S M, deci a€ Mp;1.
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Ambiguitate / neambiguitate

O definitie este ambigua daca pot obtine o concluzie in mai multe feluri
Exemplu

Pentru sintaxa
AExp ::= Int | AExp + AExp | AExp - AExp | AExp * AExp
expresia 3 + 5 * 7 este ambigua

Definitie (Neambiguitate / citire unicd)

Sistemul de reguli R are proprietatea de neambiguitate dac3, notind cu M
multimea definitd de R, pentru orice m € M, existd o singurd reguld r € R
astfel incat conc(r) = msi hyp(r) € M.

Exemplu

AExp ::= Int | (AExp + AExp) | (AExp - AExp) | (AExp * AEXp))
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Definitie recursiva (pe reguli)
Teoremd (metateorema definitiilor recursive)

Fie M multimea definita de sistemul de reguli R cu proprietatea de
neambiguitate. Fie o multime B, si pentru orice regula

r=(aiaz...an, a) € R, fie o functie g, : B” — B. Atunci exista o unic3
functie f : M — B cu proprietatea ca pentru orice regula
r=(a1a...an, a) € R astfel incat hyp(r) € M,

f(a) = g(f(a1),f(a2),...,f(an)).

Demonstratie

Fie Gf = (U, ey Gn, unde (Gp) o este definita recursiv prin:
e Go=(
o G,,+1 = G,, U {(a,g,(bl, b2, ey bk)) | r = (3132 ... dk, a) €
R$i (a,-,b,-) € G,,,ie {1,,/(}}
Atunci Gr este graficul unei functii f : A — B cu proprietatea din enunt.
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Metateorema definitiilor recursive

Demonstratie (cont.)

@ Demonstram c3 Gr e totald, adica pentru orice a € A exista be B a.l.
(a, b) € Gy prin inductie deductiva.
fie r = (hihy ... hg, a) € R astfel incat pentru orice i € {1,..., k},
exista b; € B a.l. (h,‘, b,) € Gr.
Pentru orice i € {1,..., k} existd un n; astfel incat (h;, b;) € G,,,. Fie
m = max{ny,...ng}
Atunci (a, g/ (b1, ..., bk)) € Gmi1 S G
@ Demonstram ca Gr e functionala
Fie (a, b), (a, b') € Gf. Atunci:
o existd r = (hy---hy,a),r' = (hy---h.,a)eR
o existd b; a.i. (h;, b;) € Gr pentru orice i € {1,..., k}
o exista b} a.i. (hj,b;) € Gr pentru orice j € {1,...,k'}
o b=g(bi,...,b) si b =g (bl,....bl)
Deoarece Dom G = A, avem hyp(r) € Asi hyp(r') € A.
Din proprietatea de neambiguitate, trebuie ca r = r/, deci b = b'.
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Sectiunea 2

Exemple: Aplicatii la big-step si small-step
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Semantica big-step este determinista

@ Pentru orice a expresie aritmetica si o stare exista un unic intreg i
astfel incat (a,o) || (i)

Demonstratie: prin inductie pe structura expresiilor aritmetice.

@ Pentru orice b expresie boolean3 si o stare exista o unica valoare de
adevdr t astfel incat (b,o) || {t)

Demonstratie: prin inductie pe structura expresiilor booleene.
Folosind proprietatea de mai sus.

@ Pentru orice s instructiune si o stare exist3 cel mult o stare ¢’ astfel
incat {(s,o) | {o’)
Demonstratie: prin inductie pe structura instructiunilor.

Folosind proprietatile de mai sus.
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Echivalenta intre programe

Pe instructiuni, putem defini relatia de echivalentd ~ n felul urmator:
pentru orice s, Sp, avem s; ~ s, exact atunci cand, pentru orice o, 0’ € ¥,

{s1,0) || {¢"y daca si numai daci {(sp,0) || (") .

Propozitie

Fie b o expresie booleand si s o instructiune. Notdm w := while bdos.
Atunci w ~ (if b then (s; w)else skip).

Demonstratie
Fie o, 0/ € . Vrem s3 aritdm c3

{w,o) || {o"y < (if b then (s; w)else skip,o) | (o).
Demonstrdm implicatia “=". Presupunem c3 avem {(w, o) |, {¢’). In primul

caz, avem (b, o) || {false) si o = ¢, iar, folosind faptul c3 (skip,o) |} (o),
deducem c3 (if b then (s; w)else skip,o) || (o).

y
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Echivalenta intre programe

Demonstratie (cont.)

In al doilea caz, avem c3 (b, o) |, {true) si existd 0" cu (s,o) || (0" si
{w, "y | {¢’). Putem deduce ca (s; w,o) |} (¢') si apoi ca

(if bthen (s; w)else skip,o) | (o’).

Demonstram acum implicatia “<". Presupunem ca avem

(if bthen (s; w)else skip,o) | (o’).

In primul caz, avem (b, o) || {false) si (skip,c) | (o', de unde deducem
o =o', apoi imediat {w, o) |} (o).

in al doilea caz, avem (b, o) | {true) si {s; w,o) || (o'}, de unde scoatem
c3 existd 0" cu (s,0) || (6") si {w,c") |} {¢"). Putem apoi deduce imediat

cd {w,o) | {o").

v
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Semantica small-step este simulata de cea big-step

Expresii aritmetice

Daci (a,0) —» (', 0), si (d',0) | (i), atunci {(a,c) | {i).

Demonstratie

Inductie deductiva pe regulile de definire a relatiei intr-un pas pentru
expresii aritmetice. Tratam doar cateva cazuri.
e (i) {(x,0) —>{i,o) dacdi = o(x)
Gyoy U G0y si x, ) U G
<ala U> - <a{l7 U>
<81 + 32,(7> — <a’1 + 32,(7>
Dac3 {a] + ap,0) | (i), trebuie ca (a},0) | (i), {az,0) || (i) si
=10+ .
Din ipoteza de inductie, (a1, o) |} (i1), deci (a1 + az,0) || (i)
@ (Aop) (i + ip,0) > {i,o)y dacdi =1 + i
Avem (i o) | iy si {ih,o) || {ir), {i,o) |} {ir), de unde
(i +i2,0) 4 i)
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Semantica small-step este simulata de cea big-step

Expresii booleene

Daci (b,o) — (b',0), si (b',0) || (t), atunci (b, o) || {t).

Demonstratie

Asem3dnator ca pentru expresii aritmetice, folosind si rezultatul deja
demonstrat. )
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Semantica small-step este simulata de cea big-step

Instructiuni

Daci (s,0) — {(s', 0", si (s', 0"y | {o"), atunci {(s,0) | {(c").

Demonstratie

Inductie deductiva pe regulile de definire a relatiei intr-un pas pentru
instructiuni.
<51’ G> - <Siv OJ>
(s1; s2,0) > {s] ; $2,0")
Daci {s{ ; s2,0"> || (o), trebuie ca {(s],0") | {(o1), {s2,01) | {o").
Din ipoteza de inductie, {s1,0) || (1), deci {(s1 ; 5p,0) || ("
@ (Seq) (skip; s3,0) — (sp,0) direct
e (wuie) (while b do bl,0) —
(if b then( bl ; while b do bl )else skip, o)
Aplicam proprietatea de echivalenta demonstrata anterior.
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