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Sectiunea 1

Limbajul propozitiilor
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Ce fel de afirmatii putem face in Logica Hoare?

Pre-conditia si post-conditia se construiesc din:

variabilele programului M, N , Sum din L
numere 42,13,7,3

variabile logice x,y,z,t

operatii aritmetice +, —, *

relatii aritmetice <, =

logica propozitionald true, false, =, A, v

cuantificatori V, 3
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Expresii aritmetice extinse

Fixam o multime V, ale cdrei elemente vor fi numite variabile logice, care
vor avea oarecum acelasi rol ca variabilele din logica de ordinul | (altul decat
cel al variabilelor din IMP, numite si variabile de program, care
reprezentau locuri in memorie, ca in limbajele imperative uzuale).

O expresie aritmetica extinsa va avea exact una dintre urmatoarele forme:
@ un numar ntreg n;
@ o variabild de program X (element al lui L);
@ o variabild logica x (element al lui V);

@ ap + a1, ag — a1, ao * a1, unde ag Si a1 sunt expresii aritmetice extinse.
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Expresii booleene extinse (asertiuni)

O expresie booleana extinsa, numita si asertiune, va avea exact una
dintre urmatoarele forme:

@ o valoare boolean3 (true sau false);

@ 39 = a1, ap < a1, unde ag si a; sunt expresii aritmetice extinse;
e —Ap, Ap A A1, Ap v A1, unde Ag si A; sunt asertiuni;

@ VXA, unde x € V si A este o asertiune.

Considerdm cunoscuta prescurtdrile A — B pentru (—A) v B, 3xA pentru
—Vx—A
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Substitutia

Putem defini in modul absolut natural substitutiile de forma A[x := a] sau
A[X := a], unde A este o asertiune, X € L, x € V, iar a este o expresie
aritmetica — nu extins3: de aceea, nu trebuie sa ne preocupam de
redenumiri de variabile logice (cum o facem la logica de ordinul I). Enuntdm
doar clauza:

VZA, daca z = x,

(VzA)[x := a] := {VZ(A[X = a]), altfel.
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Evaluarea expresiilor aritmetice extinse

Vom numi interpretare o functie de la V' la Z. Pentru orice o € ¥ si orice
interpretare / : V — Z, definim o functie | - |/ care evalueaz expresii
aritmetice extinse Tn numere intregi, in mod recursiv, in felul urmator:

o pentru orice N € Z, [N|! := N;

e pentru orice X € L, |X|! := o(X);

e pentru orice x € V, |x|! := I(x);

@ pentru orice expresii aritmetice extinse ag, a1, avem
|a0 + a1lg, = |aolg + |a1lg, [a0 — a1ll, := |aol, — |a1l7,
|a0 * a1} := [aolg, * |ax 5

Avem c3, pentru orice expresie aritmeticd (ne-extins3) a, |a|! = n dac3 si
numai daca (a,o) | n.

Analog cu cele anterioare, pentru orice [ : V — Z, x € V si N € Z, definim
interpretarea /.y, pentru orice y € V/, prin:

Ix»—»N(Y) = {

N, daca y = x,
I(y), altfel. 7/25



Evaluarea asertiunilor

Definim acum, pentru 60 € X, I : V — Z si A asertiune, relatia o )z’ A, n
mod recursiv, Tn felul urmator:

e ):’ true, o H:' false;
@ pentru orice expresii aritmetice extinse ag, ai, avem
o = ag = a; dac3 si numai daci |ag|! = |ay|!,
o =" ag < a1 dacd si numai daci |ag|! < |a1|!;
@ pentru orice asertiuni Ag, Ai, avem
o ! = Ag dacd si numai dac3 o =/ Ao,
o = Ay A A1 daci si numai daci o =/ Ag si o = Ay,
o =" Ay v A1 daci si numai daci o =/ Ag sau o =/ Ay;
@ pentru orice x € V si orice asertiune A, avem
o |=' VxA daci3 si numai dac3, pentru orice N € Z, o k=N A.

Avem c3, pentru orice expresie boolean3 (ne-extinsd) b, o =/ b dac3 si
numai dac3 {b,o) || (true). Notam cu = A faptul c3, pentru orice o si /,
o E'"A Notimsi Al .= {oceX|o E AL
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Semantica enunturilor Hoare (folosind semantica big-step)

Fie {A} ¢ {B} un enunt Hoare, unde A si B sunt asertiuni, iar ¢ este o
instructiune.

Definim semantica acestora Tn felul urmator:

o pentru orice o si I, o |=' {A}c{B} daci o |/ A implici faptul c3,
pentru orice o’ cu {c,0) || (o', o' = B;

e pentru orice /, =! {A}c{B} daci, pentru orice o, o = {A}c{B}, sau,
echivalent, pentru orice {c,o) || ('), o =/ A implici ¢/ =/ B;

o = {A}c{B} dac3, pentru orice I, =/ {A}c{B}.
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Logica Hoare
o {Q} skip {Q}  (sxw)
o {Q[X = e]} X:=e {Q} (ATRIBUIRE)

M dacs ): Ps — P, (INTARIRE PRE)

° P} s {Q)
m dacd = Qs —> Qu  (SLABIRE POST)
{P} S1 {Q} {Q} Sz {R} (SECVENTIERE)
{P} s1:5: {R} |
o 1PAbY S {QF  {PA-b} s, {QF
{P} if b then S; else Sy {Q} (1)
{P A b} S {P}

{P} while bdo S {P A —b} (WHILE)

Notdm  {P} ¢ {Q} dacd {P} c {Q} apartine multimii definite de aceste
reguli.
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Teorema de corectitudine

Teorema de corectitudine

Pentru orice A, B, ¢ cu - {A}c{B}, avem = {A}c{B}.

Demonstratie (inductie dupd regulile Hoare, pe sarite)

{Q[X = e]} X.:=e {Q} (ATRIBUIRE)

Fie o, astfel incat o |=/ Q[x := €] si o’ astfel incat (x := e, o) | {o').
Atunci existd n astfel incat {e,o) || {(n) si ¢’ = o[x := n].

Avem c3 |e|!. = n si se poate demonstra prin inductie asupra lui @ c3
o = Q[x := e] implic o' = Q.

{P} Sl{/{Dg\)}Sl;SQ{C{?I}?}% {R} (SECVENTIERE)

Presupunem ipoteza adevaratd pentru {P} S; {Q} si {Q} S2 {R}. Fie o,/
astfel incat o =/ P si o' astfel incat (Sy;Sa,0) || {0’). Atunci exist3 o
astfel incat (Sy,0) |} (6”) si (Sa,0") || {o’).

Din ipoteza de inductie pentru {P} S; {Q} avem ci 0" ' Q.

Din ipoteza de inductie pentru {@} S, {R} avem ci o’ =/ R.




Teorema de corectitudine

Teorema de corectitudine

Pentru orice A, B, ¢ cu - {A}c{B}, avem = {A}c{B}.

Demonstratie (cont.)

{A A b} S {A}
{A} whilebdoS {A A —b}
Notdm w :=while bdo S. Presupunem }= {A A b}S{A} (ip. inductie).
Fie I : V — Z. Demonstrdm ca pentru orice o, ¢’ astfel incat (w,o) || ("),
o =! Aimplicd o' ! A A —=b prin inductie dup3 regulile big-step.
Daca % (WHILE-FALSE):
Avem ¢’ = o si deducem o =/ b, deci o |=! —b, deci o =! A A —b.
Dacy (biCerue)  (Sopl(a”)  (w,o")HKo")

{w,oylo’ (WHILE-TRUE):

(WHILE)

Putem presupune ipoteza de inductie pentru {w, ") || {o’), adica, dac3

o" =" A, atunci o' =/ AA —b .

Deoarece (b, o) || {true), avem o |=/ b, deci o =/ A A b, si deoarece

= {A A b}S{A} si (S,0) || ("), inseamn3 c3 0" = A, deci o' =/ A A ?2%




Sectiunea 2

Cea mai slaba preconditie
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Edsger W. Dijkstra

@ A inventat in 1956 un algoritm de determinare a celor mai scurte
drumuri Tntr-un graf

@ A inventat in ~1962 notiunea de semafoare pentru sincronizarea
accesului la resurse Tn programarea concurenta

@ A céstigat premiul Turing Tn 1972 pentru sustinerea programarii
structurate

@ A introdus Tn 1975 calculul celei mai slabe preconditii ca o tehnica

alternativa pentru verificarea corectitudinii programelor imperative
14 /25



Calculul celei mai slabe pre-conditii

Logica Hoare ne prezintd probleme logice

@ Data fiind o pre-conditie P, codul S, si post-conditia @,
@ este adevarat ca {P} S {Q}?

Calculul celei mai slabe pre-conditii descrie o functie

e Dat fiind codul S si post-conditia @
@ gasiti acel P care este cea mai slabd pre-conditie pentru S si Q.
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Cea mai slaba preconditie (semantic3d)

Pentru orice instructiune c, orice asertiune B si orice interpretare /, definim
cea mai slaba preconditie liberala' (semantica) a lor prin

multimea starilor initiale pentru care, dupd executia lui c, B e adevaratd

wis'(c, B) := {0 € X | pentru orice ¢’ € ¥ cu {c,0) || (¢'), o' £ B}.

Avem c3, pentru orice A, B, ¢, I, |=' {A}c{B} daca si numai dacd
Al c wis!(c, B) (exercitiu!).

Am vrea s3a capturam aceasta multime ca o asertiune W, adica sa gasim
W astfel incat W' = wis'(c, B), pentru orice /.

!l iberal3, in sensul c3 acceptd ideea de neterminare.

16 /25



Definirea celei mai slabe preconditii (wp)

Vom avea:
(Sk-p, B) :=
wp(X :=a,B) := B[X:z a|
wplco; 1. B) i= wp(co, wp(cr. B))
wp(if b then ¢ else ci, B) := (b A wp(c, B)) v (—b A wp(cy, B)).

Pentru while, notam w :=while b do c si folosind c3
w ~if b then (c; w) else skip, trebuie ca

wp(w, B) = wp(if b then (c; w) else skip, B)
(b A wp(c;w,B)) v (—b A wp(skip, B))
= (b A wp(c,wp(w, B))) v (—b A B)
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Definirea celei mai slabe preconditii (while)

Vrem ca wp(w, B) = (b A wp(c, wp(w, B))) v (—b A B)
Definim sirul de asertiuni (Px),p recursiv astfel:

e Ph:=—bAB
® Pyy1:=b rwp(c,Py)

Presupunem c3 avem dijunctii infinitare Tn limbaj si definim

wp(w, B) = \/ P.
keN
Intuitie: Dac3 o =/ wp(w, B), atunci

@ existd un k astfel incat o =/ Py, deci
@ executia lui w din starea o se va opri dupa k iteratii si
@ B va fi adevdrata n starea finala.
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Presupuneri Suplimentare (semantice)

Formula pentru while captureaza ideea de terminare.

Definim deci, cea mai slaba preconditie semantica pentru instructiunea ¢
fata de post-conditia B n interpretarea / ca:

multimea starilor initiale pentru care executia lui ¢ se termind si B e
adevarats in starea de dupa

ws'(c, B) := {0 € ¥ | existd 0’ € ¥ astfel inct (c,o) || (o) si o' = B}.

Avem c3 ws'(c, B) < wis!(c, B) (wis'(c, B) include si stirile pentru care
executia nu se termin3).

Observatie: daca executia lui ¢ se termind in orice stare, atunci
ws'(c, B) = wis!(c, B) (exercitiu!)
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Teorema

wp(c, B) = ws'(c, B)
Demonstratie (inductie dupd regulile de definire ale lui wp)

Tratam doar cazul pentru w =while b do S. Din ipoteza de inductie,
presupunem c3 (1) pentru orice B, wp(S, B)! = ws'(S, B)

Pentru *, fie o cu 0 B! \/ o Pk, deci existd k € N cu o =/ Py. Facem
inductie dupa k.

Pentru k = 0, avem o |=/ =b A B, deci (2) o =/ =bsi (3) o =/ B. Din
(2), {b,o) || (false). Atunci {w, o) || (o) si concluzia e demonstrat3
datoritd lui (3).

Pentru pasul de inductie, presupunem o =/ b A wp(c, Py), deci (2) o =/ b
si (3) o =/ wp(c, Py). Din (2) {b,o) || (true). Din (1) si (3),

o e ws!(S, Py), deci exists o astfel incit (4) (S, o) || (") si 0" = Py.
Din ipoteza de inductie pentru k, exist3 o’ astfel incat (5) (w,c") || (') si
(6) o’ ' B. Din (2), (4) si (5) rezult3 ci (w,o) || (¢") si folosind (6), c3
o e ws'(w,B).
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Lema ajutatoare

Daci (w, o) || {o") atunci existd n > 0 si un sir finit de st3ri (o});<n cu
oo =0, 0, =0",{b,o,) | (false) si, pentru orice i cu 0 < i < n,

b,y | (true) si (5,0 | {oi+1).
Demonstratie (inductie dupd regulile big-step)

Dacs {b,o)||{false)
w,o)|lo

Alegem n = 0 si avem (b, 0¢) || {(false).
(boylitruey  (S,pla”)  (w,a")Ke")

{w,o)lo’
Din ipoteza de inductie pentru {w, ") |} (") existd n" = 0 si un sir finit de
stari (0})i<y cu g = 0", o, = o', (b,o},) | (false) si, pentru orice i cu
0< i<, (b,ofy | Cbrue) si (S, 0ty b (ot

Definim n=n’" + 1 si 09 = 0, 0j41 = o} pentru 0 < i < n. Se verificd c3

(b, 00) | (true) si (5,00) I {o1)

(WHILE-FALSE)

Daca (WHILE-TRUE):
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Teorema

Fie I o interpretare. pentru orice ¢, B, Atunci wp(c, B)! = ws!(c, B).
Demonstratie (cont.)

Pentru 2", fie o € ws'(w, B). Deci exist3 o’ astfel incat (w, o) || {¢') si
o ='B.

Aplicand lema ajutdtoare, fie n > 0 si un sir finit de stari (0;)i<p cu og = 0o,
on=0',{(b,o,y || {(false) si, pentru orice i cu 0 < i < n,

(b,oi) || (true) si (5,0i) | {oir1).

Se aratd, apoi, cd, pentru orice j cu 0 < j < n, avem o,_; ):' P;, prin
inductie dup3 j (exercitiu!). Avem, deci, ci o = og =/ P,..

A se vedea si cursul de master “Program Verification":

https://cs.unibuc.ro/~ddiaconescu/2019/pv/
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Teorema de completitudine (relativa)

Fie ¢ astfel incat executia lui ¢ se termina in orice stare.
Lema

Fie B cu - {wp(c, B)}c{B}. Fie A cu = {A}c{B}. Atunci - {A}c{B}.

Demonstratie

Din regula de sl3bire a pre-conditiei, e suficient s3 aratam ca
= A — wp(c, B). Fie I. Cum ' {A}c{B}, avem
Al c wis'(c, B) = ws'(c, B) = wp(c, B)!, deci =/ A — wp(c, B).

Teorema de completitudine

Pentru orice A, B, cu |= {A}c{B}, avem  {A}c{B}.
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Demonstratia teoremei de completitudine

Demonstratie (inductie structurald dupa c)

Din lema este suficient, la fiecare pas, sa aratam ca, pentru orice B,
— {wp(c, B)}c{B}.

Vom trata cazurile instructiunilor if si while.

Pentru if, notam / :=if b then ¢y else ¢1. Stim:

wp(i, B) = (b A wp(co, B)) v (—b A wp(cy, B)).

Este imediat c3 = wp(i, B) A b — wp(co, B). Din ipoteza de inductie, stim
F {wp(co, B)} co {B}, asadar, din regula intaririi pre-conditiei, scoatem
— {wp(i, B) A b} co {B}. Analog, - {wp(i,B) A —=b} c1 {B}. Concluzia
rezulta aplicand regula pentru if.

Pentru while, notdm w :=while bdo c si A:= wp(w, B).
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Demonstratia teoremei de completitudine

Demonstratie (cont.)

Claim 1: = {A A b}c{A}.

Dem. claim: Fie /'si (1) {c,0) || {¢""). Presupunem o =/ A A b, deci (2)
(b,o) || {true). Vrem o" € Al = wp(w, B)! = ws'(w, B). Fie o’ cu (3)
{w, "y | {¢"y. Vrem ¢’ ' B. Din (2), (1), si (3), avem {w, o) || (/).
Cum o =/ A, adic3 o € ws!(w, B), rezults o' ' B.

Claim 2: = (A A —b) — B.

Dem. claim: Fie o, | cu 0 ' AA —b. Vrem o =/ B. Cum

(b,o) || (false), {w,o) |, (o), iar cum o € Al = ws'(w, B), avem

o E'B.

Demonstram acum c3d  {A} w {B}. Aplicand ipoteza de inductie pe
primul claim, avem - {A A b} ¢ {A}, deci, din regula pentru while, avem
— {A} w {A A —b}. Aplicand regula sl3birii post-conditiei si al doilea claim,
avem - {A} w {B}.

V.
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