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Sectiunea 1

Programare Logicd (de ordinul I)
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Logica de ordinul |

Vom fixa patru obiecte |, —, V, =, diferite doud cate doud si o multime
numdrabild (de variabile logice)

V = {x0,x1,...},

cu VNn{L,—,V,=}=0.
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Signaturi de ordinul |

Definim o signatura de ordinul | ca fiind un triplet o = (F, R, r) astfel
incdt FNR=0, (FUR)N(VU{L,—>,V,=})=0sir: FUR— N.

Dacd o = (F, R, r) este o signatura de ordinul I, atunci numim:
@ simbolurile de relatie ale lui o — elementele lui R
o simbolurile de functie ale lui o — elementele lui F
@ r(s) aritatea lui s — pentru orice s € FUR

e constantele lui o — acele f € F pentru care r(f) =0
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Termeni
Termenii sunt cuvinte peste alfabetul

Se ={L,—>,V,=}UVUFUR.
definite prin urmatoarele doud (scheme de) reguli:

@ v e termen, pentru orice v € V

e daca t1,..., t,(f) sunt termeni,
atunci f t1...t,f) e termen
pentru orice f € F.
(in particular, dacd r(f) = 0, atunci f este termen)

Multimea termenilor peste o se va nota cu T,.

Conventii de scriere

Presupunand c3 V, F, R nu contin simbolurile (, ), si ,
putem scrie f(t1,...,ty(r)) inloc de f t1---t,) dacd r(f) > 0.
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Multimea variabilelor unui termen

Var : T, — P(V), definitd prin:
@ pentru orice x € V, Var(x) := {x};

e pentru orice f € F si orice t1,...,ts) € Ty,
Var(f ty -+ tys)) := Var(t1) U... U Var(t,s))
(In particular, dac3 r(f) =0, Var(f) = 0).

Notam cu T, multimea termenilor fara variabile.
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Formule atomice

Fie 0 = (F, R, r) o signatura.
@ O formul3d atomica ecuationala sau doar ecuatie e un sir de forma
=tu,cut,uec T,
@ O formula atomica relationala e un sir de forma
pti--tpcupERsity,....the€ T,
e O formula atomica este fie o ecuatie fie o formuld atomica relationala

Multimea formulelor atomice peste o se va nota cu Fa,.

Conventii de scriere
@ Vom scrie t = u n loc de =tu
@ Presupunénd cd V, F, R nu contin simbolurile (, ), si ,
putem scrie p(t1, ..., typ)) in loc de pty---t,) dacd r(p) > 0.
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Formule

Multimea formulelor peste o e definitd de urm3atoarele (scheme de) reguli:
@ a este formul3, pentru orice formula atomica a € Fa,;
o | este formul3;
@ daca ¢, 9 sunt formula, atunci — @ este formulg;
@ daca ¢ formul3, atunci Vxp € A, pentru orice x € V.
Multimea formulelor peste o se va nota cu F,.

De asemenea, vom defini formulele relationale n acelasi mod, cu exceptia
cd acceptdm 1n cadrul lor doar formule atomice relationale.

Conventii de scriere

Vom scrie ¢ — 1 n loc de — 1) si vom folosi parenteze pentru
dezambiguizare.
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Conectori logici derivati

Pentru orice % € F,
o T =1—1
o pi=p— 1
PAY:=(p = )
V= (mp) =9
e = (¢ =) A (Y= )
@ dxy := —=Vx—p, pentru orice x € V si p € F,.
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Multimea variabilelor libere ale unei formule

Definim functia FV : F, — P(V), prin:

@ pentru orice t, u € T,, FV(t = u) := Var(t) U Var(u);

@ pentru orice p € R si orice t1,...,t () € Ty,
F\/(p ty--- tr(p)) = Var(tl) U...u Var(tr(p));
o FV(L):=0;

@ pentru orice ¢, ¥ € Fy, FV(p — v) := FV(p) U FV(¢);
@ pentru orice ¢ € F, si x € V, FV(Vxy) := FV(p) \ {x}.

Dacid ¢ € F, cu FV(p) =0, atunci ¢ se numeste enunt. Multimea
enunturilor peste o se noteaza cu E,.
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Clauze

Dacd avem o formuld ¢, n € Nsi k; < ... < ky cu FV(¢) = {xky, .-, Xk, }
notam cu Vo enuntul Vx, ... Vxg,@.

Numim literal o formula de forma ¢ sau =, unde ¢ este o formula

atomic3 relational3 (literalul este, respectiv, pozitiv sau negativ). Numim
clauza o formuld de forma V(L1 V...V Lp), unde Ly,..., Ly, sunt literali.
Numim clauza definita o clauza unde apare exact un literal pozitiv, anume
pe prima pozitie. Daca Ao, ... A, sunt formule atomice relationale, atunci

clauza
V(Ao VoA V...V —|Am)

se scrie si sub forma (cunoscutd din limbajul Prolog)
Ao (—Al,...,Am.
Un program va fi o multime finita de clauze definite. Un scop definit este

o clauza in care apar doar literali negativi.
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Sectiunea 2

Unificare
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Motivatia unificarii

S3 zicem c3 avem un program Prolog care contine regula
P(F(X), Y)  p(X.Y)

si vrem s3 interogdm p(Z,f(T)). Pentru a gdsi o solutie a acestei interogdri
folosind regula de mai sus, trebuie s3 substituim X — X, Z — f(X),
Y — f(T), T — T, interogarea devenind p(f(X), f(T)), care este reduss,
conform regulii, la p(X, f(T)), care devine practic o noud interogare.

Observdm c3 o parte esentiald a procesului de rulare a unui program Prolog
este gasirea acelei substitutii.
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Substitutia termenilor
Vom numi substitutie o functie 6 : V' — T,. Folosind Principiul de recursie

pe termeni, ea se extinde natural Tn mod unic la o functie 6 : T, — T,.

Se observa, folosind unicitatea, c3, pentru orice dou3 substitutii 6, ¢,

—~—

00l =000.
Pentru o variabild x si un termen t definim substitutia singleton [x — t] prin

x s £](y) = {t, daca y = x,

y, altfel.

Spunem cd o substitutie © e mai generala decat altd substitutie ©' dac3
exist3 o substitutie A astfel incit © = Ao ©
@ Not3m cu © = ©’ faptul c3 © e mai general3 decat ©’
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Unificatori

Daca £ este o multime de ecuatii, numim unificator pentru ea

o substitutie 6 astfel incat, pentru orice (s = t) € £, avem 0(s) = 6(t)
Notdm cu U(E) multimea unificatorilor lui £

Un unificator 6 pentru £ se numeste cel mai general unificator
(cgu; most general unifier, mgu) dacd este mai general (ca substitutie)
decat orice alt unificator 6" pentru £.

Formal © e mgu pentru £ ddaca

o ©cUE)si
@ pentru orice © € U(£), © - ©

Propozitie (definitie alternativa)

© e mgu pentru £ ddaca

UE)={0":V = T,|0 =0}

15/25



Algoritm de unificare (usor formalizat)

Algoritmul porneste cu configuratia initiald (©,R) = (1y, &) si
constd n aplicarea nedeterministd a regulilor de mai jos!:
SCOATE (O, RU{t=t}) = (©,R)
DESCOMPUNE (©,RU{fty -ty ="1t;---t,})
— (O, RU{t1 =t],...,tp =t,}
REZOLVA (©,RU{x=t}) sau (©,RU{t=x})

= ([x = t]oO,{[x— t|(t1) =[x~ t](2) | 1 = tr € R}
dacd x ¢ Var(t).

ESEC (conflict) existd in R o ecuatie de forma
fsi---sp=gt1---thcuf #g.
ESEC (ciclu) exista in R o ecuatie de forma
x=tsaut=xcut#xsix¢c Var(t).
!Conditie suplimentar3 pentru orice reguld (©,RU {e}) = (©',R'): e¢Z R.
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Accesibilitate

Definitie: Configuratia (©’,R’) e accesibila din configuratia (©, R) dac3
exista n € N si o secventd (©;,R;) numitd derivare astfel incat:

o (00, Ro) = (O,R)
o (O, Ry) = (O, R)

i€l.n’

e (©,,R;) = (©j+1,Rit+1) pentru orice 0 < i < n.
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Invariant

Teorema

Pentru orice configuratie (©,R) accesibild dintr-o configuratie (1y/,&):

UE)={0' cUR)| O = 6"

Demonstratie (schitd)
Demonstram concluzia teoremei Tmpreund cu urmatoarele afirmatii
e Vx € V.Vy € Var(©(x)).O(y) =y
e Vx € Var(R).O(x) = x
(unde Var(R) = U =¢,)er (Var(t1) U Var(t2)))
prin inductie dupa lungimea unei derivari.

Lema ajutatoare

Fie © unificator pentru x = t, unde x variabild.
Atunci © = Qo [x > t].
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Variant

Pentru un termen t definim ng(t), numarul de simboluri din ¢ recursiv prin:

@ np(x) = 0 pentru orice variabild x
° n;:(f ty--- tr(f‘)) =1+ nF(tl) +...+ I'IF(tr(s))

ng se extinde natural la ecuatii si multimi de ecuatii.
@ ng numard doar simbolurile de functie (deci nu numard = ca simbol)
Data fiind o configuratie (©,R) definim
variant((©,R)) := (|Var(R)|, ne(R), |R]).

Pe N x N x N notam ordinea lexicograficd cu <

e (ny, m, n3) < (mi, mp, m3) ddacs
n1<m1V(n1:m1/\n2<mg)\/(nlzml/\nzzmgAn3<m3)
@ < este o bund ordine, i.e., nu exista secvente infinite descrescatoare:

A(an)nen cu ap, > ap41 pentru orice n € N
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Variant

Teorema

Daci (©,R) = (©',R’) atunci variant((©,R)) > variant((©’, R"))

Demonstratie

Discutie dupa pasul din algoritm folosit:
SCOATE primele doua componente nu cresc si ultima sigur scade cu 1
DESCOMPUNE prima componentd ramane la fel si a doua scade cu 1
REZOLVA Prima component$ scade, pentru ci:
@ variabila care este rezolvat3 ap3rea in R dar nu va mai apare in R’

(e substituitd peste tot cu un termen in care nu apare)
@ nu apar alte variabile noi
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Terminare

Teorema

Algoritmul de unificare nu admite derivari infinite.

Demonstratie

Presupunem existd o derivare infinitd (©,, Rn)nen

Consideram sirul (a,)nen definit prin aj, := variant((©,, R,))
Deoarece (©,,Rp) = (©n+1, Rnt1) pentru orice n € N,

reiese c3 a, > ap4+1 pentru orice n € N (din teorema de variant).
Contradictie cu faptul cd < e bund ordine pe N x N x N.
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Configuratii finale

O configuratie (©, R) se numeste finala dac3
orice ecuatie din R este “de esec”, i.e., de forma:
@ x =tsaut=xundet#xsixée Var(t)
o fty -ty :gt:’l---t;(g) cuf+#g
Teorema
T,V daci R=10

Dacd (©,R) e finald atunci U(R) = {@ fefel
altfe

Demonstratie

Dacd R = () afirmatia e evident3 din definitia unificatorilor?.

Altfel, prin reducere la absurd pentru @(tl) = é(tz) unde (t; = o) € R

® O(x) = O(t) contradictie cu nr(©(x)) < nr(O(t))
°© O(ftr-ty(r)) =O(gty- t;(g)) contradictiecu f # g

2T,V este multimea functiilor de la V la T,, adic3 a tuturor substitutiilor.
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Corectitudine partiala

Fie (©,R) configuratie finald accesibild din (1v,&).
@ Dacid R = () atunci © este mgu pentru &£.
e Dacd R # 0 atunci U(E) = 0.

Demonstratie

Folosind teorema despre invariant avem ca
UE)={0" cU(R)|© = 0O}

Folosim teorema despre configuratii finale:
e daci R =0, atunci U(R) = T,", deci
UE)={0:v-7T,|0 >0}
de unde © mgu pentru £.
e dacd R # 0, atunci U(R) =0, deci U(E) =0
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Progres

Teorema

Pentru orice configuratie ne-finald (©,R) existd o configuratie (@', R’) cu

(6,R) = (&', R')

Demonstratie

Exista cel putin o ecuatie (t; = tp) € R care nu e “de esec”.
Analizd dupa forma ei. Avem trei cazuri:
x = x Aplicim regula ELIMINA
x=tsaut=xcut#x Avem c3 x &€ Var(t) (nu e de esec).
Aplicim regula REZOLVA
ftr--tor :gt{-~~tﬁg Avem c3 f = g (nu e de esec).
Aplicam regula DESCOMPUNE
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Corectitudine totala

Teorema

Algoritmul de unificare se termina mereu si produce rezultatul corect.

Demonstratie

@ Terminare: din teorema de terminare.
e Admite configuratii finale: din teorema de progres (si terminare).
@ Produce rezultatul corect: din teorema de corectitudine partiala.
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