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Sectiunea 1

Semantica
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Structuri de ordinul |

Dacd o = (F, R, r) este o signatura de ordinul I, atunci
o o-structura este o pereche (A, {As}scrFur), unde:

@ A () (si se va numi universul, multimea suport sau multimea
subiacenta a structurii),

@ pentru orice s € F, A : Ar(s) 5 A si
@ pentru orice s € R, A, C A"(9).

Structurile vor reprezenta domeniile despre care vor vorbi formulele
corespunzatoare signaturilor.
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Evaluarea termenilor

Fie A = (A, (As)seFur) © o-structurd. Atunci pentru orice valuatie
v: V — A exist3 si este unici o functie (-)2 : T, — A astfel incat

e pentru orice x € V, x* = v(x);
@ pentru orice s € F si orice t1,...,t (s € T5,

(str... tys))dt = As((t)7h - (trs))D)
(in particular, dac3 r(s) =0, s* = A).
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Actualizarea valuatiilor

Fie A = (A, (As)seFur) 0 o-structurd. Pentru orice v:V — A, x € V,
a € A, definim vy, ,: V — A, pentru orice y € V, prin

~fuy). daciy #x,
Vxealy) == v
a, dacd y = x.

Observam ca pentru orice variabile x, y cu x # y, orice v : V — A si orice
a, be A, avem ca

(Vy<—b)x<—a = (Vxea)y<—b-

In acest caz, notdm valoarea lor comunad cu vy, ,«p. Asadar, pentru orice
zeV,

v(z) dacdz#xsiz#y,
Vieayeb(z) =< a dac3 z = x,

b daca z=y.
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Satisfacerea formulelor

Definim o relatie |= intre structuri, valuatii si formule folosind urmatoarele
(scheme de) reguli:

o AEYt=u, daci t! = v

o AE"sty... .ty (unde s € R), dacd ()4, .., (tr(s));“) € As;
o AV 1,

e AEY ¢ — 1 dacd AEY ¢ implicd cd A EY ¢

o A EY Vxy, dacd pentru orice a € A, A =2 .

Dacd A =Y ¢ pentru orice v, scriem A |= ¢ si spunem c3 A satisface ¢,
sau este model pentru .

Dacd A |= ¢ pentru orice A, scriem |= ¢ si spunem ca ¢ este valida.
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Satisfacerea conectorilor derivati

Fie A = (A, (As)seFur) 0 o-structurd. Este acum imediat c3 pentru orice
v:V — A, avem:

o AEYT,;

o AEY oAt ddacs AEY ¢ si AEY

e AEY oV ddacd A EY ¢ sau A EY ¢;

o AEY o ¢ ¢ ddaci (A =Y o ddacs A =¥ ),
o AEY Ixy ddacs existd a € Acu A =Y .
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Satifacerea enunturilor

Fie A = (A, (As)seFur) 0 o-structurd si ¢ un enunt.
Atunci, pentru orice vy, v» : V — A, avem

A EY p ddacd A E*? o,
deci sunt echivalente urm3atoarele doua afirmatii:

e A= ¢, adicd pentru orice v: V — A, AEY ¢
e existiv:V —>Acu AEY o
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Concepte nrudite

Vom defini urmatoarele concepte, precum si noi semnificatii ale semnului
prin analogie cu logica propozitionala:

@ Spunem c3 ¢ € E, este satisfiabil dac3 existd A cu A = .

=

@ Spunem ca un enunt ¢ este nesatisfiabil daca ¢ nu este satisfiabil.

e Fie , ¥ € E,. Spunem ca din ¢ se deduce semantic v si scriem
¢ =1 dacd pentru orice A cu A = ¢ avem A = 1.

Clar, L este enunt, iar pentru orice o-structurd A, avem A [~ L, i.e. L este

nesatisfiabil.
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Multimi de enunturi

Complet analog celor din logica propozitionald, vom introduce notiuni de
satisfiabilitate pentru multimi de formule, precum si semnificatii
corespunzatoare ale semnului =.

Fie I C E,. Pentru orice o-structura A, spunem c3 A satisface I sau cd A
este model pentru I, si scriem A =T, dacd pentru orice p €T, A = .

Spunem c3 I este satisfiabila dac3 existd o o-structurd A cu A =T, c3
este nesatisfiabila daca nu este satisfiabila.
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Proprietati

Urmatoarele proprietati se demonstreaza perfect analog celor din logica
propozitionala.

Fiel C E,, A CT si Ao o-structurd. Avem urmatoarele:
e Daci AT, atunci A = A.
@ Daca A este nesatisfiabila, atunci I' este nesatisfiabila.

@ Avem cd A =T dac3d si numai daca pentru orice ¥ C T finitd, A = X.
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Deductie semantica din mulimi

Fie I C E, si ¢ € E,. Spunem ca din I se deduce semantic ¢, si scriem
I = ¢, daca pentru orice o-structurd A cu A =T avem A |= ¢. Aceastd

notiune are urmatoarele proprietdti analoage celor din logica propozitionala
si demonstrabile similar.

Proprietati
Fiel C E,;, A CT siy, ¢ € E;. Avem urmatoarele:
@ Dacd A = ¢, atunci I = .
@ Multimea I este nesatisfiabild dacd si numai daca I' = L.

e Avem I |= ¢ dacd si numai dacd ' U {—¢p} este nesatisfiabila.
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Sectiunea 2

Corectitudinea rezolutiei
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Regula rezolutiei

Fie G, G’ scopuri si C clauzi cu Var(G) N Var(C) = 0. Fie m, k € N astfel
incdt G =VY(-A1V...V-A,)si C=VY(ByV —-B1 V...V -B).
Consideram By ca fiind de forma p(t1, ..., t,). Fie i < m astfel incat A;
este de forma p(s1,...,s,). Fie 8 un cgu al lui A; si By, adica al multimii
{s1 = t1,...,5, = tp}. Spunem c3 G’ este derivat prin rezolutie din G, C
si 6, si notam (G, C,0)> G, daca

G'=V(-A1V...V=A_1V-BV...VaBV-A1V...V-A,).

Notatie: Pentru orice formul3 fara cuantificatori ¢ si orice substitutie 6,
notam cu @6 formula care se obtine din ¢ aplicand pe  pe toate variabilele
sale libere.)
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Derivari

Fie a € N* U {N}. Numim o P-derivare (prin rezolutie) un triplet
((Gi)i<ay (Ci)iti<as (0i)it+1<a), astfel incat, pentru orice i cu i+ 1< a, G
este o clauza obtinutd dintr-o clauz3 din P prin redenumirea variabilelor sale
$i (G,', C,', 0,’) > G,'+1.

Fie n € N* si ((G})i<n, (C;);+1<,,i(0,~),-+1<,,)~o P-derivare. Spunem c3
substitutia calculata a sa este 6, 20...067 0 0.

Fie G un scop, n € N* si ((G)i<n, (Ci)iti<n, (0i)i+1<n) 0 P-derivare cu
Go = G si G,—1 = L. Atunci spunem ca derivarea este o P-respingere a lui
G, iar substitutia sa calculatd spunem c3 este o P-solutie a lui G.

Fie G un scop, n € N* si ((G})i<n, (Ci)it1<n, (6i)i+1<n) o P-derivare cu
Gop = G si Gp—1 # L care nu admite o prelungire la una de lungime n+ 1.
Atunci spunem ca derivarea este o P-derivare esuata a lui G.
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Teorema de corectitudine

Teorema de corectitudine

Fie m e N*, Aq,..., A, formule atomice relationale si 6 o P-solutie a lui
V(=A1 V...V 2AL). Atunci P =Y(A1 A ... A Ap)b.

Demonstratie

Demonstram dupa lungimea P-respingerii. Pasul de baza are loc atunci

cand avem o singurd aplicare a rezolutiei, asadar trebuie sa avem m =1, iar
clauza folosita are tot lungime 1, fie ea VBy. Atunci 0 este cgu pentru A; si
By, deci A10 = Byf. Cum VBj este o redenumire a unei clauze din P, avem
P = VBy, deci P =V Byf, asadar P |= VA;0, ceea ce trebuia demonstrat. )
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Teorema de corectitudine

Demonstratie (cont.)

Pentru pasul de inductie, notdm cu ((Gi)i<n, (Ci)iv1<n, (0)i+1<n)
P-respingerea. Luam Cy de forma V(By V =By V ...V —By) si fie i astfel
incat 6y este cgu al lui A; si By. Asadar, G; este

V(=ALV ...V=2A 1 VB V..V aBe V =Ai V. .V 2 AR ).
Din ipoteza de inductie, avem
PEVYAIAN...NAZ1ABIAABAANAGL Ao A Ap).
Cum (j este o redenumire a unei clauze din P, avem
PEY(ByV-BiV...V—-B),

deci P ): V(Al Ao o NAiZT ANBo NAjf1 AL oA Am)g. Cum Bpyby = A,
Bof = Aif, deci P =Y (A1 A ...\ Ap)b.
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O propozitie

Propozitie

Fie G un scop astfel incat existd o P-respingere a lui G. Atunci PU {G}
este nesatisfiabila.

Demonstratie

Scriem G = V(-A;1 V...V —=A,). Din teorema de corectitudine, rezult3
PE3(ALA...ANAp), deci

P ):—\V(—\Al\/...\/—\Am) =G,

de unde obtinem concluzia.
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Sectiunea 3

Universul Herbrand
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Structuri Herbrand

De acum fincolo, vom face presupunerea ca exista macar o constanta in
signaturd, asadar T, # (). Notdm cu B, (numitd baza Herbrand)
multimea tuturor o-formulelor atomice relationale far3 variabile.

Spunem c§ o o-structurd este Herbrand atunci cand universul ei este T,
iar simbolurile de functie sunt interpretate “de ele insele”. Observam c3 o
o-structurd Herbrand este complet determinata de multimea J a acelor
formule din B, adevarate in ea. Pentru orice submultime J a lui B, si orice
enunt ¢, spunem c3 J =y ¢ atunci cand structura Herbrand asociatd lui J
satisface .

Daca A este o o-structurd, vom nota J4 :={¢p € B, | A = ¢}.
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Proprietati
Teorema

Fie A o o-structurd si ¢ o clauza definitd (sau un scop definit) cu A = ¢.
Atunci J4 FEH .

Demonstratie

Presupunem ¢ clauza definitd. Avem c3 exista m, n € N, formule atomice
relationale Ag, A1, ..., An si variabile xy,...,x, cu

(p:VX]_...VX,-,(A()\/ﬂAl\/...\/—\Am).

Fie t1,...,ty € T,. Not3m, pentru orice i, A 1= Aj[x1 := t1] ... [xn 1= t]
si @/ = AyV ALV ...V =ALL Vrem J4 =p ¢ Presupunem cd, pentru
orice i > 1, Jo FEn AL Ardtdm cd J4 =n Aj. Deci, pentru orice i > 1,
cum AL € B,, Al € Jy, deci A = Al Cum A = ¢, avem A |= ¢/, iar, cum,
pentru orice i > 1, A = A%, avem A |= A). Cum Aj € B,, Aj € J4, deci
Ja EH Ab.
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Proprietati

Teorema

Fie P un program. Atunci Kp := {J C B, | J =4 P} este o multime
Moore pe B,.

Demonstratie

Faptul cd B, =y P rdmane ca exercitiu. Fie acum K C Kp cu K # ().
Vrem NK =y P. Fie p € P. Fie ty,...,t, € 7}. Folosim aceleasi notatii
ca in demonstratia precedenta. Presupunem ca, pentru orice i > 1,

NK En Al Ardtam cd N K =p Ap. Deci, pentru orice i > 1, cum

Al e B,, Al € NK, deci, pentru orice J € K, A} € J, adicd J =y Aj. Fie
J e K. Avem J =g ¢, deci J =g ¢/, iar, cum, pentru orice i > 1,

J En Aj, avem J =y Ap, deci, cum A € B,, Ay € J. Asadar, Ay e N K,
deci NK En Ab.

Pentru orice program P, notam Mp := N Kp € Kp.
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Proprietati

Teorema

Pentru orice program P, Mp = {p € B, | P = ¢}.

Demonstratie

Pentru 2", fie p € B, cu P |= . Fie J € Kp. Vrem ¢ € J. Cum J =y P,
avem J =y ¢, iar, cum p € B,, p € J.

Pentru C", fie ¢ € Mp. Fie Acu A= P. Vrem A = ¢. Cum P este o
multime de clauze definite, dintr-o teorem3d anterioard avem J4 =y P, deci
Ja € Kp. Rezultd Mp C Jy, deci ¢ € Jy, adicd J4 EH . Rezultd A = 3

Numim Mp modelul Herbrand asociat programului P
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Sectiunea 4

Completitudinea rezolutiei
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Operatorul Tp

Definim operatorul Tp : P(B,) — P(By) in felul urmator: pentru orice J,
Tp(J) este multimea acelor ¢ € B, cu proprietatea c3 existd

A1, ..., Am € J astfel incat ¢ V =A1 V...V —A,, este instantd a unei
clauze din P.

Propozitie
Pentru orice J, J =y P dacd si numai dacd Tp(J) C J.

Corolar

Pentru orice ¢, ¢ € Mp daca si numai dac3, pentru orice J cu Tp(J) C J,
ped

V.

Se observa si ca Tp este monoton si, deci, din cele de mai sus,

Mp=puTp = {J| Tp(J) C J}.
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Multimea Sp

Definim multimea Sp ca fiind submultimea lui B, a acelor ¢ cu proprietatea
ca existd o P-respingere a lui —p.

Propozitie
Sp C Mp.

Demonstratie

Fie ¢ € Sp, adica exista o P-respingere a lui —¢. Din Teorema de
corectitudine, rezultd P |= ¢, adicd ¢ € Mp.
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Spre completitudine

Propozitie
Mp C Sp.

Demonstratie

Din cele spuse mai devreme, este suficient sa argtam ca Tp(Sp) C Sp. Fie
w € Tp(Sp). Atunci ¢ € B, si existd Ai,...,An € Sp astfel incat

pV -A1 V...V oA, este instanta a unei clauze din P. Avem ca exista
P-respingeri pentru —A1, ..., 2Apm, iar, punandu-le cap la cap (nu detaliem
cum, dar este important c3 sunt toate din B,), obtinem o P-respingere
pentru —, deci ¢ € Sp.

Corolar

Pentru orice ¢ € Bp cu P = ¢, ¢ € Sp.
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Spre completitudine

Lema

Fie ¢ o formul3d atomic3 relationald cu P |= V. Atunci existd o
P-respingere a lui —¢ cu substitutia calculata fiind identitatea.

Demonstratie

Scriem Var(yp) = {z1,...,z,}. Introducem constante noi ai, ..., ap si
consideram substitutia 6 care duce, pentru orice i, z; in a;. Atunci pf € B,,
deci, din corolarul anterior, exista o P-respingere a lui =f. Clar, dat fiind
ca nu apar variabile, substitutia calculata trebuie sa fie identitatea.
Schimbam fin substitutie din nou aj-urile cu x;-uri (de ce putem face asta?)
si obtinem P-respingerea ceruta.
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Teorema de completitudine

Teorema de completitudine

Fie m e N*, Ay, ..., A, formule atomice relationale si o o substitutie astfel
incdt P =VY(A1 A ... AAn)o. Atunci existd o P-solutie 6 pentru

V(=A1 V...V —Ap) astfel incat V(A1 A ... A Ap)o este o instantd a lui
V(AL A ... A Ap)o.

Demonstratie (schitd)

Pentru orice i, avem P |= VA o, deci, din lem3, existd o P-respingere a lui
—A;o cu substitutia calculatd fiind identitatea. Din nou, putem pune cap la
cap si obtin o P-respingere a lui V(—A;1 V...V =Ap,)o cu substitutia
calculata fiind identitatea. Aplicand un rezultat tehnic (Lema de ridicare),
putem obtine o P-respingere a lui V(—A; V...V =Ap,), din ale cdrei
informatii obtinem substitutia ceruta.
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