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Sectiunea 1

Lambda calcul - elemente de baza
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Lambda calcul

@ Un model de calculabilitate
@ Limbajele de programare functional3d sunt extensii ale sale

@ Un limbaj formal
o Expresiile din acest limbaj se numesc lambda termeni

o Vom defini reguli pentru a Ti manipula
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Lambda-termeni: Interpretarea informala

A-termenii au fost ganditi ca reprezentand functii. Mai exact (fixand x, y,
z € V distincte doud cate doud):

@ Un termen de forma Ax.M este gandit ca reprezentand functia care
duce pe x in M (M fiind un termen in a cdrui componentd poate sau
nu s3 apard variabila x).

De exemplu: Ax.x ar reprezenta functia identitate, Ax.y ar reprezenta
o functie constant egala cu y.

@ Un termen de forma MN reprezintd rezultatul aplicarii , functiei” M pe
»argumentul” N.

De exemplu: am vrea ca (Ax.x)z s3 reprezinte z, iar (Ax.y)z sa
reprezinte y.

Remarcam ca aceste interpretari sunt aici pur informale: a le face riguroase
a fost mult timp o problem3 aproape insurmontabila. Situatia devine mai
usoara dacd nu ne propunem s3 formalizdm termenii ca functii (semantica
denotationald), ci doar sa stabilim regulile prin care ei sunt manipulati
(semanticd operationald). 4/st



Lambda termeni: Descrierea formala

Fie V o multime infinita de variabile, notate x,y, z, . ...

Multimea lambda termenilor este dat3 de urmatoarea forma BNF:

lambda termen = variabila
| aplicare

abstractizare

M,;N ::=x | (MN) | (Ax. M)

Exemple
° X,y,Z o (M.x)y),(Mx.(x2))y)
o (xy),(yx), (x(yx)) o (M. (Ax.y( (f x)))) g
o (Ax.x),(Ax.(xy)),(Az.(xy)) o ((Ax.x)(Ax.x))
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Functii anonime in Haskell

= variabila
| aplicare
|  abstractizare

lambda termen

M,N ::=x | (MN) | (Ax. M)

In Haskell, \ e folosit in locul simbolului A si => in locul punctului:

AX.X*x  \x —> x * x
AXx>0 \x >x>0
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Conventii

@ Se elimind parantezele exterioare

@ Aplicarea este asociativa la stanga
o M N P inseamnd (M N) P

o fxyzinseamnd ((fx)y)z

@ Corpul abstractizarii (partea de dupd punct) se extinde la dreapta cét
se poate

o Ax. M N inseamnd Ax. (M N), nu (Ax. M) N
@ Mai multi A pot fi comprimati
e Axyz. M este o abreviere pentru Ax. Ay. \z. M

Aceste conventii nu afecteaza definitia lambda termenilor.

7/31



Exercitii

Exercitiu. Scrieti termenii de mai jos cu cat mai putine paranteze si
folosind conventiile de mai sus, fara a schimba sensul termenilor:

@ (Ax.(Ay. (Az.((x2)(y 2)))))
@ (((ab)(cd))((ef)(gh)))

Exercitiu. Adaugati parantezele in termenii de mai jos astfel incat sa nu le

schimbati sensul:
Q xxxx

Q M\.x\y.y
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Variabile libere si variabile legate

A_._ se numeste operator de legare (binder)

x din Ax._ se numeste variabil3 de legare (binding)

N din Ax. N se numeste domeniul (scope) de legare a lui x
toate aparitiile lui x in N sunt legate

O aparitie care nu este legatd se numeste libera.

Un termen fara variable libere se numeste inchis (closed).
Un termen inchis se mai numeste si combinator.

De exemplu, Tn termenul
M = (Ax.xy) (A\y.yz)

@ x este legata

@ z este libera

@ y are si o aparitie legata, si una libera

e multimea variabilelor libere ale lui M este {y, z}

9/31



Variabile libere

Multimea variabilelor libere dintr-un termen M este notatd FV(M) si este
definita formal prin:

FV(x) = {x}
FV(MN) = FV(M)UFV(N)
FV(Ax.M) = FV(M)\ {x}
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Spre substitutie

De exemplu, cand spunem c3d (Ax.x)z am vrea sa reprezinte z, sugerdm c3
x-ul din corpul ,functiei” am vrea s3 fie substituit cu z. Pentru aceasta,
avem nevoie de o definitie a substitutiei. Nu putem substitui naiv variabilele
cu A-termeni din aceleasi considerente ca la logica de ordinul I: am putea sa
ne trezim cu urmari nedorite, de exemplu, daca in A-termenul

AX.Y,

reprezentand functia ,,constant egald cu y"”, substituim fard atentie y cu x,
ajungem la A-termenul
AX.X,

care reprezinta o functie identitate (variabila x fiind capturatd , accidental”
de cdtre Ax). Or, aceasta contravine intuitiei care ne spune c3 o functie
compusa cu una constantd nu poate fi neconstanta.
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Spre substitutie

Observam urmatorul fapt: termeni ca Ax.x si Az.z am dori sa denote
aceeasi functie, functia identitate; la fel si Ax.y si Az.y aceeasi functie,
functia constant egald cu y. Asadar, vom transforma intdi Ax.y in

Az.y,
pentru a putea substitui apoi y cu x, obtinand
Az.X,

care este tot o functie constanta.

Practic, ideea este ca denumirile variabilelor legate nu conteazd, atata timp
cat ele sunt folosite consecvent: de aceea, ele se pot si substitui una cu alta
atata timp cat si substitutia este consecventa. Dat fiind ca n acest
principiu se aminteste de substitutie, el se va putea formaliza abia dupa
definirea substitutiei. Totusi, acea parte a sa care este relevanta pentru

definirea substitutiei poate fi inclus3 in definitie, folosind recursivitatea.
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Definirea substitutiei

Pentru orice A-termeni M, N si orice x € V/, vom defini termenul
M|[x := N], reprezentand M fin care x a fost Tnlocuit cu N. O vom face
recursiv, in felul urmator (unde x, y € V/, iar N, P, Q sunt \-termeni):

o x[x = N]:= N;

o x[y := N] := x, daci y # x;

o (PQ)[x := N] := (P[x := N])(Q[x := N]);

o (M\x.P)[x := N] := Ax.P;

o (\y.P)[x := N] := Ay.(P[x := N]), dacs y # x si y & FV(N);

e (A\y.P)[x := N]:= Az.(Ply := z][x := N]), dacd y # x si y € FV(N),
unde z este o variabild ,nous"?

variabila de indice minim diferit3 de x si care nu apare in N sau P, caz care
corespunde fenomenului prezentat mai devreme.
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Exemple

Care sunt urm3torii A-termeni (presupunem u, v, w, x, y, z € V, distincte
doud céte doud)?

Q- (x(Aw.((vw)x))))[x = uv];
o (y-(x(Axx)))lx = Ay-(xy)l;
(
(Ax

y(Av.(xv)))lx = Ay.(w)l;

o (Ax.(zy))lx := uv].
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Alpha-echivalenta

In acest moment, putem formaliza intuitia de mai devreme legatd de
substitutia variabilelor legate. Numim «-echivalent3 si o notam cu =, cea
mai mica relatie de echivalenta = pe A-termeni care satisface urmatoarele:

@ pentru orice x, y € V si orice A\-termen M cu y ¢ FV(M),
Ax.M = Ay.(M[x :=y]);

@ pentru orice x € V si orice A-termeni M, N cu M = N, avem
Ax.M = \x.N:;

@ pentru orice \-termeni M, N, P cu M = N, avem MP = NP si
PM = PN.
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Sectiunea 2

Lambda calcul - S-reductii
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Spre reductie

Am spus mai devreme c3d (Ax.x)z am vrea s3 reprezinte z, iar pentru
aceasta am introdus o definitie a substitutiei astfel incit x[x := z] = z.
Totusi, mai trebuie s3 spunem si de ce putem face trecerea

(Ax.x)z = x[x := 2]
sau, Tn celdlalt exemplu,
(Mx.y)z — y[x := 2]

si, Tn general,
(Ax.M)N — M([x := N]J.

Pentru aceasta, vom introduce o noua relatie pe A-termeni, care va
reprezenta aceastd procedura de reductie.
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Beta-reductie

Numim [-reductie si o notam cu —3 cea mai micd relatie — pe A-termeni
care satisface urmatoarele, pentru orice A-termeni M, N, P si orice x € V:

o (Ax.M)N — M[x := N,
e daca M — N, atunci Ax.M — Ax.N, MP — NP si PM — PN.
Notam cu —>E inchiderea reflexiv-tranzitiva a lui — 4.

Un A-termen M se numeste forma normala daca nu existd N cu M —5 N.
Daca M si N sunt A-termeni, N se numeste forma normala a lui M daca
M —7% N si N este formd normala.
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[S-reductii

La fiecare pas, subliniem redexul ales in procesul de S-reductie.

(Mx.y)(Az.zz) (Aw.w)) —=5 (Ax.y)((z2)[z == Aw.w])
= (Mxy)((z[z == Aw. w]) (z[z == Aw. w])
= (Axy)(Aw.w) (Aw. w))
-3 (Ax.y)(Aw.w
%f@ y

Ultimul termen nu mai are redex-uri, deci este Tn forma normala.
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[S-reductii

(Ax.y)((Az.zz) (Aw.w)) —5  (Ax.y) (Aw. w) (Aw. w))
=5 (Ax.y) (Aw.w)
—B Yy

(M.y)(Az.zz) (Aw.w)) —p  y[x:=(Az.zz) (Aw. w)]
= Yy

Observam ca:
@ reducerea unui redex poate crea noi redex-uri
@ reducerea unui redex poate sterge alte redex-uri

@ numarul de pasi necesari pana a atinge o forma normal3d poate varia, in
functie de ordinea Tn care sunt reduse redex-urile

@ rezultatul final pare ca nu a depins de alegerea redex-urilor
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[-forma normala

Totusi, exista lambda termeni care nu pot fi redusi la o S-form3 normal3
(evaluarea nu se termind).

(Ax.xx)(Ax.xx) —5  (Ax.xx)(Ax.xx)
B

Observati ca lungimea unui termen nu trebuie s3 scada in procesul de
[-reductie; poate creste sau ramane neschimbata.
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[-forma normala

Exista lambda termeni care desi pot fi redusi la o forma normald, pot sa nu
o atinga niciodata.

(Axy.y) (Ax.xx) (Ax.x x)) (Az.2) —=5 (Ay.y)(Ax.x)
—g  AX.X

(Axy.y) (Ax.xx) (Ax.xx)) (Az.2) —=p (Axy.y)((Ax.xx) (Ax. x x)) (Az.

Conteaza strategia de evaluare.
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[-forma normala

Notdm cu M —5 M’ faptul ca M poate fi -redus pand la M in 0 sau mai
multi pasi (inchiderea reflexiva si tranzitiva a relatiei —g).

M este slab normalizabil (weakly normalising) dacd existd N in form3
normald astfel incat M —g N.

M este puternic normalizabil (strong normalising) dacd nu exista reduceri
infinite care incep din M.

Orice termen puternic normalizabil este si slab normalizabil.
Exemplu

(Ax.y) (Az.zz) (Aw. w)) este puternic normalizabil.
(Axy. y) ((Ax. x x) (Ax. x x)) (Az. z) este slab normalizabil,
dar nu puternic normalizabil.
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Confluenta (-reductiei

Teorema Church-Rosser. Daca a —3 b si a —3 ¢ atunci exista d astfel
incat b -5 d si c —»gd.

Figure 1: Confluent3

Consecinta. Un lambda termen are cel mult o S-form3 normalad (modulo
a-echivalentd).

Exercitiu. Pot fi termenii de mai jos adusi la o S-forma normal3d?
Q@ (Mx.x)M
Q@ (A\xy.x)MN
Q@ (Mx.xx)(A\y.yyy)
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Sectiunea 3

Strategii de evaluare
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Strategii de evaluare

De cele mai multe ori, existda mai multi pasi de S-reductie care pot fi
aplicati unui termen. Cum alegem ordinea? Conteaza ordinea?

O strategie de evaluare ne spune in ce ordine sa facem pasii de reductie.

Lambda calculul nu specifica o strategie de evaluare, fiind nedeterminist. O
strategie de evaluare este necesara in limbaje de programare reale pentru a
rezolva nedeterminismul.
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Strategia normalad (normal order)

Strategia normald = leftmost-outermost
(alegem redex-ul cel mai din stanga si apoi cel mai din exterior)

@ daca My si M, sunt redex-uri si My este un subtermen al lui M»,
atunci M; nu va fi urmatorul redex ales

@ printre redex-urile care nu sunt subtermeni ai altor redex-uri (si sunt

incomparabili fata de relatia de subtermen), il alegem pe cel mai din
stanga.

Daca un termen are o formad normald, atunci strategia normal3d va converge
la ea.

(Axy.y) (Ax.x x) (Ax.xx))(Az.2) —=5 (Ay.y)(Ax.x)
-8 AX.X
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Strategia aplicativa (applicative order)

Strategia aplicativd = leftmost-innermost
(alegem redex-ul cel mai din stanga si apoi cel mai din interior)

@ daca My si M, sunt redex-uri si My este un subtermen al lui M»,
atunci Mo nu va fi urmatorul redex ales

@ printre redex-urile care nu sunt subtermeni ai altor redex-uri (si sunt
incomparabili fata de relatia de subtermen), il alegem pe cel mai din
stanga.

(Axy.y) (Ax. x x) (Ax. xx)) (Az.z) =3
(Axy. y) (Ax. x x) (Ax. x x)) (Az. 2)
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Strategii in programare functionald

In limbaje de programare functionald, in general, reducerile din corpul unei
A-abstractizari nu sunt efectuate (desi anumite compilatoare optimizate pot
face astfel de reduceri in unele cazuri).

Strategia call-by-name (CBN) = strategia normal3 fard a face reduceri in
corpul unei \-abstractizari

Strategia call-by-value (CBV) = strategia aplicativa fara a face reduceri in
corpul unei A-abstractizari

Majoritatea limbajelor de programare functionala folosesc CBV, exceptie
facand Haskell.
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CBN vs CBV

O valoare este un A-term pentru care nu exista S-reductii date de strategia
de evaluare considerata.

De exemplu, Ax. x este mereu o valoare, dar (Ax.x)1 nu este.

Sub CBV, functille pot fi apelate doar prin valori (argumentele trebuie s3 fie
complet evaluate). Astfel, putem face S-reductia (Ax. M) N -5 M[x := N]
doar dacd N este valoare.

Sub CBN, amanam evaluarea argumentelor cat mai mult posibil, ficand
reductii de la stdnga la dreapta in expresie. Aceasta este strategia folositd in
Haskell.

CBN este o forma de evaluare lenesd (lazy evaluation): argumentele
functiilor sunt evaluate doar cand sunt necesare.
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CBN vs CBV

Exemplu

Consideram 3 si succ primitive.
Strategia CBV:

Strategia CBN:

(Ax.succx) ((Ay.succy)3) —»g (Ax.succx) (succ3)
—  (MAx.succx)4
—»g  succ4d
- 5

(Ax.succ x) ((Ay.succy)3) —p succ((Ay.succy)3)
—g  succ (succ 3)
— succ4d
- 5
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