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Sectiunea 1

Recapitulare din cursul trecut
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Sintaxa

variabila

lambda termen =
| aplicare

abstractizare

M,N = x| (MN) | (Ax. M)

Variabile libere

FV(x) = {x}
FV(MN) = FV(M)UFV(N)
FV(Ax.M) = FV(M)\ {x}
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Substitutie

Variabile
e x[x = N]:=N;
o x[y := N]:=x, dacd y # x;

Aplicatie
e (PQ)[x := N] := (P[x := N])(Q[x := N]);

Abstractie
o (Ax.P)[x := N] := Ax.P;
o (A\y.P)[x = N]:= Ay.(P[x:=N]),dacd y # x si y & FV(N);
o (A\y.P)[x := N]:= Az.(Ply := z][x := N]), dacd y # x si y € FV(N),
unde z ¢ FV(P)U FV(N) este o variabild , noud”

V.
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Alfa-echivalenta

o Mx.M=, \y.(M[x :=y]) dacdy ¢ FV(M)

Echivalenta
M=, N
N=, M

o M=, M

Compatibilitate cu operatiile
o M Ea N Ea N M Ea N
MM =, Ax.N MP=,NP PM=,PN
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Beta-reductie

o (AX.M)N —5 M[x := N|

Compatibilitate cu operatiile
o M —8 N M —B N M —B N
AX.M —5 Ax.N MP —3 NP PM—3 PN

Reductie Tn mai multi pasi (inchiderea reflexiv-tranzitiva)
M—5N N5 P

o M=% N dacsM =5 N M= M P
5

Forma normala

o Dacd M —% N /p, atunci N formd normald (pentru M)
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Alfa-echivalenta este compatibild cu toate definitiile!

e Dacd M =, N atunci FV(M) = FV(N)
@ Dacs M=, M'si N =, N', atunci M[x := N] =, M'[x := N']
@ Daca M =3 N

e pentru orice M’ =, M existd N’ =, N astfel incat M’ —5 N’
o pentru orice N =, N existd M’ =, M astfel incat M’ —5 N’

o Similar pentru M —7% N
@ Dacd N form3 normal3 si N’ =, N atunci N/ form3 normal3

Alfa-Beta reductie
M =} 5 N dacd M —5 N si N =, N'
° —>BC—> B
o Daca M = s N, M =, M si N =, N’, atunci M’ — o8 N

Yn restul cursului vom lucra modulo a-echivalent3.
7/27



Sectiunea 2

Confluenta
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Scop

In aceastd sectiune vom argumenta ca A-calculul fara tipuri este confluent.

Teoremd (Church-Rosser)

Fie M, My, M> A-termeni astfel incat M —>E My si M _>Z’ M5 Atunci exista
un A\-termen M’ astfel incat (modulo a-echivalentd) My —7% M’ si
M; —% M
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Proprietatea diamant (confluentd intr-un pas)

Definitie

O relatie binara — are proprietatea diamant dac3, oricind a — b si
a — c, exista d astfel incdt b > dsic—d

Proprietati
o Teorema Church-Rosser este echivalentd cu faptul cd relatia —7 are
proprietatea diamant.

@ Daca — are proprietatea diamant, atunci si —* are proprietatea
diamant.
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Reductie paralela

Se defineste relatia —| pe A-termeni folosind regulile:
o M *)H M
M —)H %4
°
Ax.M —)H Ax.M!
M —)H %4 N —)H N’
MN — M N
(AX-M)N — M'[x := N']
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Reductia paralela vs (-reductia

Proprietdti (demonstrabile prin inductie)
] —>ﬂg—>”
° —>||§—>;

Corolar
Py *: *

Conditie suficientd pentru Teorema Church Rosser

E suficient sa ardtam cd — are proprietatea diamant.
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Proprietati

Lemd (Comutativitatea Substitutiei)
Fie N, N, P termeni. Dacd x # y si x ¢ FV(P), atunci

M[x := N][y := P] = M[y := P][x := N[y := P]]

Leme

1. Dacd Ax.M — N atunci N = Ax.M" si M — M’
2. Dacd MN — L atunci fie
o L=M N/, M —>|| M’ $i N —>|| N/; sau
o M= )\X.P, L= PI[X = NI], P —>|| P’ $i N —)H N’
3. Dacd N — N" atunci M[x := N] — M[x := N]
4. Daca M — M"si N — N'. Atunci M[x := N] — M'[x := N']
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Teorema Church-Rosser

Teorem3d (proprietatea diamant)

—»|| are proprietatea diamant

Corolar (Teorema Church-Rosser)

—>Z, are proprietatea diamant
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Sectiunea 3

Teorema de standardizare
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Scop

In aceast3 sectiune vom argumenta veridicitatea urm3torului rezultat.

Teorema de standardizare

Daca M are o forma normald N atunci N poate fi obtinut din M folosind
strategia normal3 de reductie, adicd, reducand la fiecare pas redex-ul cel
mai din stanga dintre cele exterioare.
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|dentificarea redex-ului intr-o S-reductie

- . . n . v .
Definim relatia — 4 prin urmatoarele reguli:

o (M.M)N S5 M[x := N]
° M dacd M nu este o abstractie
MP =z NP
M L5 N
MP Lo NP
M L5 N
n+#r(P) 5 PN
M S5 N
n+#r(P)+1

dacad M este o abstractie

PM

dacd P este o abstractie
PM

M5 N
Ax.M 55 Ax.N

g PN

2Pentru un termen M, fie #r(M) num3rul de B-redexuri din M.

dacd P nu este o abstractie 2
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Intuitie si proprietati pentru —7

M i>5 N reprezinta faptul cd N a fost obtinut din M aplicand o [-reductie
pe al n-ulea redex din M in ordinea leftmost-outermost.

Proprietati

o M —5 N daci si numai dac exist3 n astfel incat M S5 N

1 I . . . v
© M =4 N reprezintd o reductie folosind strategia normala
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Secvente de reductie standard

Definitie
O secventd My 2 My 2 ... 2% M, se numeste standard daci
n < nmp < <ng

Observatii

o Intr-o secventd standard de reductie, toti redecsii cu index mai mic
decat cel folosit la un pas nu vor fi modificati de nici unul din pasii
urmatori.

@ O secventd folosind strategia normald este standard (fiecare n; este 1))
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Secvente de reductie standard si forme normale

Urmatorul rezultat ne arata ca pentru a arata ca strategia normala ajunge
mereu la o form3 normal3 (dacd aceasta existd) e suficient s3 ardtam ca
orice secventa de reductie poate fi convertita la una standard.

Propozitie

Orice secventa standard care ajunge intr-o form3d normal3 este conform
strategiei normale

Demonstratie

Ne uitdm la ultimul pas de reductie My_1 2y M.

Deoarece M, este forma normal3, Tnseamna c3 nu are nici un redex, de
unde Tnseamn3 c3 n, = 1.

Din definitia sevcentei standard, inseamnad c3 toti n; sunt 1.
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Reductia la Tnceputul unei aplicatii

Vom defini recursiv o relatie care genereaza secvente folosind strategia
normala.

Definitie
M —h M’

()\XM)N —h M[X = N] Sl m

Lema

Daci M —; N atunci M 155 N
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Reductia standard

Vom defini recursiv o relatie care genereaza secvente standard de reductie.
Definitie

o L -4 x dacd L —}, x
°A—>stC B —s D

L—s CD

A—a B .
_ L—} Ax.A
° - o WE daca L —} Ax

dacil —}, AB

Lema

Daca M —4 N atunci exista o secventa standard de la M la N.

22/27




Proprietati

Urmatoarele proprietati se demonstreaza usor prin inductie:
oM—u4 M
@ Dacd M — N atunci MP —; NP
@ Daca L =) M —4 N atunci L =4 N
e Dacd M —} N atunci M[x := P] =} N[x := P]
@ Dacda M —4 Nsi P —¢ Q, atunci M[x := P] —& N[x := Q]

Lema

Dacd L —s (Ax.M) N, atunci L —s M[x := N]. }
Demonstratie

Explicitand definitiile si folosind proprietatile de mai sus. J
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Beta-reductiile pot fi absorbite in reductii standard

Lema
Daca L —s M —3 N atunci L —5 N

Demonstratie

Demonstram proprietatea
VMIYNM —g N = VLL ¢ M = L= N

prin inductie pe regulile de definire ale lui M —5 N

Corolar
Daca M —>; N atunci M —4 N
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Teorema de standardizare

Teoremd (standardizare)

Daca M —J; N atunci existd o secventd standard de [-reductie de la M la
N.

.

Demonstratie

Evident din lema de mai sus si proprietatile reductiei standard.
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Sectiunea 4

Bibliografie
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