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Sect, iunea 1

Recapitulare din cursul trecut
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Sintaxă

lambda termen = variabilă
| aplicare
| abstractizare

M, N ::= x | (M N) | (λx . M)

Variabile libere

FV (x) = {x}
FV (M N) = FV (M) ∪ FV (N)

FV (λx . M) = FV (M) \ {x}
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Substitut, ie

Variabile
x [x := N] := N;
x [y := N] := x , dacă y ̸= x ;

Aplicat, ie
(PQ)[x := N] := (P[x := N])(Q[x := N]);

Abstract, ie
(λx .P)[x := N] := λx .P;
(λy .P)[x := N] := λy .(P[x := N]), dacă y ̸= x s, i y ̸∈ FV (N);
(λy .P)[x := N] := λz .(P[y := z ][x := N]), dacă y ̸= x s, i y ∈ FV (N),
unde z /∈ FV (P) ∪ FV (N) este o variabilă „nouă”
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Alfa-echivalent, ă

λx .M ≡α λy .(M[x := y ]) dacă y /∈ FV (M)

Echivalent,ă

M ≡α M M ≡α N
N ≡α M

M ≡α N N ≡α P
M ≡α P

Compatibilitate cu operat, iile
M ≡α N

λx .M ≡α λx .N
M ≡α N

M P ≡α N P
M ≡α N

P M ≡α P N
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Beta-reduct, ie

(λx .M)N →β M[x := N]

Compatibilitate cu operat, iile
M →β N

λx .M →β λx .N
M →β N

M P →β N P
M →β N

P M →β P N

Reduct, ie în mai mult, i pas, i (închiderea reflexiv-tranzitivă)

M →∗
β N dacă M →β N M →∗

β M
M →∗

β N N →∗
β P

M →∗
β P

Formă normală
Dacă M →∗

β N ̸→β, atunci N formă normală (pentru M)
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Alfa-echivalent, a este compatibilă cu toate definit, iile1

Dacă M ≡α N atunci FV (M) = FV (N)

Dacă M ≡α M ′ s, i N ≡α N ′, atunci M[x := N] ≡α M ′[x := N ′]

Dacă M →β N
pentru orice M ′ ≡α M există N ′ ≡α N astfel încât M ′ →β N ′

pentru orice N ′ ≡α N există M ′ ≡α M astfel încât M ′ →β N ′

Similar pentru M →∗
β N

Dacă N formă normală s, i N ′ ≡α N atunci N ′ formă normală

Alfa-Beta reduct, ie
M →∗

α,β N dacă M →∗
β N ′ s, i N ≡α N ′

→∗
β⊆→∗

α,β

Dacă M →∗
α,β N, M ≡α M ′ s, i N ≡α N ′, atunci M ′ →∗

α,β N ′

1În restul cursului vom lucra modulo α-echivalent,ă.
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Sect, iunea 2

Confluent, ă
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Scop

În această sect, iune vom argumenta că λ-calculul fără tipuri este confluent.

Teoremă (Church-Rosser)
Fie M, M1, M2 λ-termeni astfel încât M →∗

β M1 s, i M →∗
β M2 Atunci există

un λ-termen M ′ astfel încât (modulo α-echivalent,ă) M1 →∗
β M ′ s, i

M2 →∗
β M ′

M

M1

M2

M ′
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Proprietatea diamant (confluent, ă într-un pas)

Definit, ie
O relat, ie binară → are proprietatea diamant dacă, oricând a → b s, i
a → c, există d astfel încât b → d s, i c → d

Proprietăt, i
Teorema Church-Rosser este echivalentă cu faptul că relat, ia →∗

β are
proprietatea diamant.
Dacă → are proprietatea diamant, atunci s, i →∗ are proprietatea
diamant.

10 / 27



Reduct, ie paralelă

Se defines, te relat, ia →∥ pe λ-termeni folosind regulile:

M →∥ M

M →∥ M ′

λx .M →∥ λx .M ′

M →∥ M ′ N →∥ N ′

M N →∥ M ′ N ′

M →∥ M ′ N →∥ N ′

(λx .M) N →∥ M ′[x := N ′]
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Reduct, ia paralelă vs β-reduct, ia

Proprietăt, i (demonstrabile prin induct, ie)
→β⊆→∥
→∥⊆→∗

β

Corolar
→∗

∥=→∗
β

Condit, ie suficientă pentru Teorema Church Rosser
E suficient să arătăm că →∥ are proprietatea diamant.
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Proprietăt, i

Lemă (Comutativitatea Substitut, iei)
Fie N, N, P termeni. Dacă x ̸= y s, i x /∈ FV (P), atunci

M[x := N][y := P] = M[y := P][x := N[y := P]]

Leme
1. Dacă λx .M →∥ N atunci N = λx .M ′ s, i M →∥ M ′

2. Dacă M N →∥ L atunci fie
L = M ′ N ′, M →∥ M ′ s, i N →∥ N ′; sau
M = λx .P, L = P ′[x := N ′], P →∥ P ′ s, i N →∥ N ′

3. Dacă N →∥ N ′ atunci M[x := N] →∥ M[x := N ′]
4. Dacă M →∥ M ′ s, i N →∥ N ′. Atunci M[x := N] →∥ M ′[x := N ′]
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Teorema Church-Rosser

Teoremă (proprietatea diamant)
→∥ are proprietatea diamant

Corolar (Teorema Church-Rosser)
→∗

β are proprietatea diamant
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Sect, iunea 3

Teorema de standardizare
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Scop

În această sect, iune vom argumenta veridicitatea următorului rezultat.

Teorema de standardizare
Dacă M are o formă normală N atunci N poate fi obt, inut din M folosind
strategia normală de reduct, ie, adică, reducând la fiecare pas redex-ul cel
mai din stânga dintre cele exterioare.
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Identificarea redex-ului într-o β-reduct, ie

Definim relat, ia n−→β prin următoarele reguli:

(λx .M) N 1−→β M[x := N]
M n−→β N

M P n−→β N P
dacă M nu este o abstract, ie

M n−→β N
M P n+1−−→β N P

dacă M este o abstract, ie

M n−→β N

P M n+#r(P)−−−−−→β P N
dacă P nu este o abstract, ie 2

M n−→β N

P M n+#r(P)+1−−−−−−−→β P N
dacă P este o abstract, ie

M n−→β N
λx .M n−→β λx .N

2Pentru un termen M, fie #r(M) numărul de β-redexuri din M.
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Intuit, ie si proprietăt, i pentru →n
β

M n−→β N reprezintă faptul că N a fost obt, inut din M aplicând o β-reduct, ie
pe al n-ulea redex din M în ordinea leftmost-outermost.

Proprietăt, i

M →β N dacă s, i numai dacă există n astfel încât M n−→β N
M 1−→β N reprezintă o reduct, ie folosind strategia normală
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Secvent, e de reduct, ie standard

Definit, ie

O secvent,ă M0
n1−→ M1

n2−→ · · · nk−→ Mk se numes, te standard dacă
n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk

Observat, ii
Într-o secvent,ă standard de reduct, ie, tot, i redecs, ii cu index mai mic
decât cel folosit la un pas nu vor fi modificat, i de nici unul din pas, ii
următori.
O secvent,ă folosind strategia normală este standard (fiecare ni este 1)
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Secvent, e de reduct, ie standard s, i forme normale

Următorul rezultat ne arată că pentru a arăta că strategia normală ajunge
mereu la o formă normală (dacă aceasta există) e suficient să arătăm că
orice secvent,ă de reduct, ie poate fi convertită la una standard.

Propozit, ie
Orice secvent,ă standard care ajunge într-o formă normală este conform
strategiei normale

Demonstrat, ie

Ne uităm la ultimul pas de reduct, ie Mk−1
nk−→ Mk .

Deoarece Mk este formă normală, înseamnă că nu are nici un redex, de
unde înseamnă că nk = 1.
Din definit, ia sevcent,ei standard, înseamnă că tot, i ni sunt 1.
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Reduct, ia la începutul unei aplicat, ii

Vom defini recursiv o relat, ie care generează secvent,e folosind strategia
normală.
Definit, ie

(λx .M)N →h M[x := N] s, i
M →h M ′

MN →h M ′N

Lemă

Dacă M →∗
h N atunci M 1−→

∗
β N
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Reduct, ia standard

Vom defini recursiv o relat, ie care generează secvent,e standard de reduct, ie.

Definit, ie
L →st x dacă L →∗

h x
A →st C B →st D

L →st C D dacă L →∗
h A B

A →st B
L →st λx .B dacă L →∗

h λx .A

Lemă
Dacă M →st N atunci există o secvent,ă standard de la M la N.
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Proprietăt, i

Următoarele proprietăt, i se demonstrează us, or prin induct, ie:

M →st M

Dacă M →∗
h N atunci MP →∗

h NP

Dacă L →∗
h M →st N atunci L →st N

Dacă M →∗
h N atunci M[x := P] →∗

h N[x := P]

Dacă M →st N s, i P →st Q, atunci M[x := P] →st N[x := Q]

Lemă
Dacă L →st (λx .M) N, atunci L →st M[x := N].

Demonstrat, ie
Explicitând definit, iile s, i folosind proprietăt, ile de mai sus.
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Beta-reduct, iile pot fi absorbite în reduct, ii standard

Lemă
Dacă L →st M →β N atunci L →st N

Demonstrat, ie
Demonstrăm proprietatea

∀M∀N M →β N =⇒ ∀L L →st M =⇒ L →st N

prin induct, ie pe regulile de definire ale lui M →β N

Corolar
Dacă M →∗

β N atunci M →st N
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Teorema de standardizare

Teoremă (standardizare)
Dacă M →∗

β N atunci există o secvent,ă standard de β-reduct, ie de la M la
N.

Demonstrat, ie
Evident din lema de mai sus s, i proprietăt, ile reduct, iei standard.
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Sect, iunea 4

Bibliografie
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Referint, e

Teorema Church-Rosser

Gregor Richards. CS442 – Principles of Programming Languages.
Lecture Notes. University of Waterloo.

https://student.cs.uwaterloo.ca/~cs442/W25/extras/c-r-thm-
proof.pdf

Teorema de standardizare

Ryo Kashima. A Proof of the Standardization Theorem in λ-Calculus.
Research Reports on Mathematical and Computing Sciences, C-145,
Tokyo Institute of Technology, 2000.

https://www.is.c.titech.ac.jp/users/kashima/pub/C-145.pdf
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