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Sectiunea 1

Algoritmul de inferenta a tipurilor
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Reguli de deductie pentru tipuri (a la Curry)

e TW{x:0}lFx:0 (war)
Fru{x:o}-M:7
rN=XxM:o0—=71
rMN-M:0—-7 I'=N:o

o (aPP)

r=MN:Tt

(aBs)
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Algoritmul de inferenta a tipurilor

Pornim cu un A termen far3 tipuri in care toate variabilele legate au fost
redenumite cu variabile noi. Atunci putem asocia fiecarei variabile x un tip
X, unde X e variabila.

Algoritm simplificat

c(x,2) ={X=2}
c(Ax.M,Z):=c(M,W)u{Z=X— W}
C(M N,Z) = C(M, Wl) U C(N, WQ) U {Wl = W) — Z}
Corectitudine Dacad 6 unificator pentru ¢(M, Z), atunci [y = M : 6(2),
unde Mg = {x : 0(X) | x variabild}.
Completitudine T+ M : o implicd exista 6 unificator pentru c¢(M, Z) cu
- T'(x) =Ty(x) = 6(X) pentru orice x € FV(M) si
-0(Z2)=o0
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Corectitudinea algoritmului de inferenta

Daci 0 unificator pentru ¢(M, Z), atunci 'y = M : §(Z), unde
Mg = {x:6(X) | x variabild}.

Demonstratie

Inductie dupa structura lui M

e M=x: c(M,Z)={X = Z} evident, deoarece x : §(X) € 'y si
0(X) =0(Z) (regula VAR).

e M=Xx.N: ¢c(M,Z)=c(N,W)U{Z =X — W}.
Fie 6 unificator. Atunci unificator pentru c¢(N, W) si
0(2) = 6(X) — 6(W).
Din ip. inductie, Fg = N : (W) Dar x : §(X) € Iy, deci
Mg FAx.N:0(X) — (W) =06(Z) (regula ABS).

o M=NP: c(M,Z) = c(N,W1)Uc(P, Wa) U{Ws = Wy — Z}
Fie 6 unificator. Atunci unificator pentru c(N, W1), c(P, Wa) si
O(Wr) = 0(Wa) — 0(2).
Din ip. inductie, Tg = N : (Wy) = 0(Wa) — 0(Z) siTg = P : 0(Wa),
deunde Ty = N P:0(Z) (regula APP). 52




Completitudinea algoritmului de inferenta

Daca ' = M : o atunci existd € unificator pentru ¢(M, Z) cu

e I(x) = y(x) pentru orice x € FV(M) si
0 0(Z)=0

Demonstratie (inductie dupa ' = M : o)

e fTW{x:0}lbFx:0 (war)
c(x,Z)={X=2},Aleg §(X)=0(Z) =0
°I—LJ{X'J}I—I\/I'T (a55)
M= Ax.M:
cOX M, 2y Z (M WY U {Z = X — W)
Din ip. ind, fie 8 unificator pt c¢(M, W) astfel incat (W) = 7 si
I'(x) = p(x) pentru orice x € FV(M). Deoarece Z nu apare in
c(M, W), pot alege ¢ = 0[Z := 6(X) — 6(W)] si observa c3 satisface
conditiile.

V.
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Completitudinea algoritmului de inferenta

Demonstratie (cont.)

rM-mMm:oco—7 TEN:o

FT-EMN: T
C(M N,Z) :C(M, Wl)UC(N, Wz)U{W]_ = Wh —)Z}

Fie Oy unificator pt ¢(M, Wh) astfel incat Oy (W1) =0 — 7 si
M(x) = Ty,,(x) pentru orice x € FV(M).
Fie Oy unificator pt c(N, Wa) astfel incat Oy(Wa) = o si
[(x) = lg,(x) pentru orice x € FV(N).
Om(U), dacd U apare in ¢(M, W),
Definesc §(U) := ¢ On(U), dacd U apare in c(N, Ws),
T, daca U=Z7
E bine definit, deoarece variabilele comune intre c¢(M, W) si ¢(N, W)
pot fi doar variabilele libere, pe care trebuie s3 fie de acord cu I'.

(aPP)

v
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Sectiunea 2

Normalizare

8/29



Ce este Normalizarea?

. Normalizarea slaba

orice termen bine format se poate (beta-)reduce la o forma normala.
Normalizare puternica

orice termen bine format se (beta-)reduce la o form3 normal3 pe orice cale.

Teorema de normalizare

In Calculul Lambda cu Tipuri Simple (CLTS), toti termenii bine formati
sunt puternic normalizabili.
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Reguli de bund formare (a la Church)

1. x: A dacd x are tipul A (VaArIABILX)

t: B o .
. —)\X. A B daca x are tipul A (ABSTRACTIE)
3 t:A— B u:A N
. PR (APLICATIE)
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Substitutia si a-echivalenta

Substitutia si a-echivalenta sunt bine definite pentru termeni cu tipuri:

@ Substitutia t : A[x := N : B] este definitd cand tipul lui x este B si
rezultatul are tipul A

o se demonstreaz3 (relativ) usor prin inductie asupra lui t : A

@ Alpha-echivalenta permite inlocuirea variabilelor legate cu variabile de
acelasi tip
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Beta-reductia

o (Ax.t) u=t[x :=u] (sEma)

o se observa ca dacd x are tipul A, si t: B atunci si u: A, pentru ca sa
putem avea termenul (Ax. t) u: B

e deci substitutia este bine definita si termenul obtinut e de acelas tip ca
redex-ul

@ Plus regulile de compatibilitate cu abstractia si aplicatie (si ele sunt
bine definite)

Reducerile pot aparea oriunde intr-un termen (nu doar la varf).

t=t t=t u=u
AX. t= dx. t/ tu=tu tu=tu
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Subject reduction (conservarea tipului)

Lema

Dacid t: Asit =t atunci t': A.

Demonstratie

Inductie dupa relatia de rescriere, folosind buna definitie a substitutiei
pentru cazul de baza.
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Forme normale (sintactic)

O form3 normala este un termen care nu are nici un redex. Poate fi definit3
prin reguli:

o FN(X) (FNVAR)

o N o
FNOw.t) )
o N e
FN(x o) Y
FN(t u) FN(v)
) FN((t u) V) (FNapp2)
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Strategia generala

1. Definim notiunea de SN (strongly normalizing).
2. Definim o interpretare a tipurilor prin multimi de termeni SN.
3. Demonstram ca toti termenii bine formati apartin acestor multimi.
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Normalizare Puternica (SN)

@ Un termen este puternic normalizabil daca toate secventele de
reduceri beta se termina.

o Adica: nu exista reduceri infinite.

@ Inductiv: cea mai mica multime care contine formele normale si e
inchis3 la regula: dac3 pentru orice t’ astfel incit t — t’ avem ca t' e
in multime, atunci si t e n multime

e SN(t) dacd FN(t)  (SNrn)

. SN(t') pentru orice t’ pentru care t = t’
SN(t)

(SNacc)
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Interpretarea tipurilor

Fie [[A]] interpretarea semantica a unui tip A, definit3 recursiv astfel:

Tipuri de bazd [[a]] contine exact termeni puternic normalizabili de tip «

[[a]] = {t: a | SN(2)}

Tipuri sdgeata [[A — B]] contine acei termeni care aplicati tuturor
termenilor din [[A]] sunt in [[B]]

[[A = Bl := {t | Vue[[Al], t uc[Bll}
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Proprietati ale interpretarii

e Dacd t € [[A— B]] si ue€[[A]], atunci t u € [[B]].
@ Dacd t € [[A]] atuncit: A

@ Toti termenii din interpretare sunt puternic normalizabili.
o Prin inductie: dacd SN(t u) atunci si SN(t)
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[[A]] contine variabilele de tip A

Lema

Pentru orice variabild x de tip Ay — --- — A, — A, n > 0 si orice secventa
de termeni t; € [[Af]], x t1- - t, € [[A]]

V.

Demonstratie: inductie dupa A.

@ A = «. Reiese din definitie, deoarece SN(x t; - - - t,) (nu adaugs
redexuri noi fata de t;).

e A= B — C. Fie u € [[B]]. Instantiem ipoteza de inductie pentru C cu
n+1si Apt1 = Bsi tpy1 = u. Deci, x t1 -ty u € [[C]] Deoarece u
ales arbitrar, x t;--- t, € [[B — (]]

Corolar

Daca x e de tip A, atunci x € [[A]]
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[[A]] e inchisa la reductie

Lema

Dacd t € [[A]] si t = t" atunci t' € [[A]].

Demonstratie: inductie dupa A.

e Dacd A = «, atunci SN(t) si deci si t' : A si SN(t')

e Dacd A= B — C, fie u € [[B]], arbitrar. Avem c3 t u € [[C]].
AplicAnd ipoteza de inductie pentru C si t u = t' u, reiese c3
t' u e [[B]]

Deoarece u arbitrar ales, reiese c3 t' € [[B — C]]
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Substitutie compatibila

Definitie

O substitutie de la variabile la termeni se numeste compatibild (cu
interpretarea) dac3 duce orice variabild de tip A intr-un termen din [[A]],
interpretarea lui A.

Proprietati

@ Substitutia identitate este compatibila.
e Dac3 o compatibild, to € [[A]] si t = t/, atunci t'o € [[A]].
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Teorema: Toti termenii cu tipuri simple sunt in SN

Demonstratie

Deoarece substitutia identitate este compatibild si interpretarea unui tip
contine doar termeni in SN, este suficient s3 demonstram urmatorul rezultat:
Dac3d t : A atunci pentru orice substitutie compatibild o, to € [[A]].
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Teorema: Toti termenii cu tipuri simple sunt in SN

Suficient: Daca t : A atunci pentru orice substitutie compatibila o, to este
bine format si apartine lui [[A]].

Demonstratie: inductie pe definitia lui t : A

@ x: A dacd x are tipul A (VARIABILA)

Atunci to = o(x) € [[A]] din definitia lui o

t:A—B u:A
] t U B (APLICATIE)
Din ipoteza de inductie, to € [[A — B]] si uo € [[A]], de unde

(t u)o = to uo € [[B]]

23/29



Teorema: Toti termenii cu tipuri simple sunt in SN

Demonstratie (continuare)
t:B

M. t:A— B

Din ipoteza de inductie, pentru orice o compatibila, to € [[B]].

Fie o compatibild. Vrem ca (Ax. t)o € [[A — B]]

E suficient s3 ardtam urmatorul rezultat mai general (instantiat pentru

n=0):

Dacd to € [[A1 — --- A, — B]] pentru orice o compatibil3 si x de tip Ag si

u;i € [[Ai]] pentru 0 < i < n, atunci pentru orice o,

(Ax. t)ougur - - - u, € [[B]].

dacd x are tipul A (ABsTraCTIE)
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Teorema: Toti termenii cu tipuri simple sunt in SN

Suficient: Dacd to € [[A; — --- Ap — B]] pentru orice o compatibild si x
de tip Ao si u;j € [[Ai]] pentru 0 < i < n, atunci pentru orice o,
(Ax. t)oug ug---up € [[B]]

Demonstratie

Demonstratie prin inductie dupa B

B = A,i1 — B’: trebuie s3 ar3t c3 pentru orice o,
(Ax. t)ouguy - - - up € [[Ant1 — B]].
Fie u,.1 arbitrar ales. Aplic ipoteza de inductie pentru B’ si
to € [[A1 = -+ An = Apt1 — B']] si x de tip Ao si uj,
0<i<n+1siobtin (Ax. t)oug uy---u, upt1 € [[B]]
Concluzia urmeaza din faptul c3 u,41 arbitrar ales.
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Teorema: Toti termenii cu tipuri simple sunt in SN

Suficient: Dac3 to € [[A1 — --- An — B]] pentru orice o compatibild si x
de tip Ao si u; € [[Ai]] pentru 0 < < n, atunci pentru orice o,
((Ax. t)o)ug ur---u, € [[B]]

Demonstratie (continuare)

Dacad B = a, trebuie s3 arat cd SN(((Ax. t)o)uguy - - - up).
Reducere la absurd. Avem (Ax. t)o = Ax. (to’) unde ¢’ = o[x := x].
Fie (Ax. to')upuy -+ - up = ty 2t =5 ... o secvent] infinit3.

Fie t; =% tx+1 primul pas pentru care ng = 1 (trebuie s3 existe, pentru ca

toti ceilalti redecsi sunt in to’ sau u; pentru vreun i si ei sunt in SN.
Atunci t e de forma (Ax. t'o”)uguj - - - u), unde t =* ', u; =* ul si pentru
orice y € FV(t)\ {x}, o/(y) =* o”(y), iar pentru orice alt y,

d’(y) = o'(y). Deci tyr1 = (t'o"[x := wp])uf - - - ),

Din to € [[A1 — - -+ Ay, — @] pentru orice o, iese c3

t'o € [[A1 — -+ A, — a]] pentru orice o si aleg 0 = 0”[x := (], apoi

folosind definitia interpretdrii iese c3 (t'0”[x := wp])uy - - - u, € [[]] deci%?p29

~nI o T



Consecinte ale normalizarii

Nu exista bucle infinite in CLTS.
Programele scrise in acest sistem se termina intotdeauna.
CLTS nu este Turing complet.

Putem demonstra confluenta mai simplu
e Local confluent3 si terminare implica confluenta
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Concluzie

@ Calculul Lambda cu Tipuri Simple are proprietatea de normalizare
puternica.

@ Am demonstrat acest lucru prin interpretarea semantica a tipurilor in
termeni puternic normalizabili (Metoda lui Tait).

@ Sistemul ofera garantia ca orice functie este totala.
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