Un semestru de logica
Prof. Dr. George Georgescu

La Facultatea de Matematica si Informatica, in primul semestru al anului I se
preda un curs de logica matematica si computationala. Destinat studentilor informaticieni,
un astfel de curs ar putea avea doua obiective generale:

(&) O invatare corecta a ceea ce este logica matematica (la nivelul unor elemente de
calcul propozitional si de calcul al predicatelor);
(b) O deschidere a logicii matematice catre unele discipline ale informaticii.

Primul obiectiv se indeplineste prin tratarea logicii matematice ca subiect “in sine”, cu
teme si metode proprii. Problemele logicii matematice provin din matematica, din
informatica, din alte stiinte, dar pot fi si rezultatul unui mers interior al domeniului. Rolul
sau nu se limiteaza la a fundamenta si a formaliza diferite teorii ale matematicii sau ale
altor stiinte.Este din ce in ce mai manifesta interventia sa in obtinerea unor rezultate noi
in aceste teorii.

Realizarea primului obiectiv are un impact decisiv asupra celui de-al doilea. Ar fi o
eroare capitala sa gandim cursul de logica ca un sir de retete, de modele, de algoritmi, de
calcule ce vor fi folosite candva la unul din cursurile de informatica. Desigur ca pentru
cel de-al doilea obiectiv este indicat sa gasim motivatii ale notiunilor si propozitiilor de
logica si in disciplinele informatice, iar unele exemple sa fie sugerate de acestea. O schita
a perspectivelor de aplicare a logicii la celelalte cursuri de matematica si informatica va
intari motivatia auditoriului si va inlesni insusirea cunostintelor.

Pentru sectia de informatica, o varianta maximala a programei acestui curs ar putea
cuprinde urmatoarele capitole:

Cap. | : Relatii binare

Relatii binare si matrici booleene

Operatii cu relatii binare

Proprietati ale relatiilor binare

Calculul inchiderilor (reflexiva, tranzitiva, etc)
Operatori de inchidere si conexiuni Galois

aogrwnPE

Cap. Il : Latici si algebre Boole

Relatii de ordine. Latici

Algebre Boole. Proprietati generale. Exemple
Implicatia si echivalenta booleana

Inele Boole

Filtre si congruente. Algebre Boole cat
Ultrafiltre. Teorema de reprezentare a lui Stone
Structura algebrelor Boole finite

Functii booleene
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Cap.Ill: Sistemul formal al calculului propozitional



Dimensiuni ale unui sistem logic

Sintaxa: limbaj, demonstratii formale, deductia sintactica
Proprietati sintactice. Teorema deductiei

Algebra Lindenbaum - Tarski

Semantica calculului propozitional. Interpretari
Teorema de completitudine (demonstratie algebrica)
Sisteme deductive. Multimi consistente

Teorema de completitudine tare

Tablouri semantice
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Cap.IV: Sistemul formal al calculului cu predicate
1. Structuri de ordinul 1. Exemple
2. Constructia limbajului: termeni, formule, enunturi
3. Semantica calculului cu predicate. Modele
4. Deductia semantica in calculul cu predicate

Cu exceptia operatorilor de inchidere si a conexiunilor Galois, materialul din primul
capitol este foarte apropiat de nivelul matematicii din liceu. Teoria relatiilor este un
domeniu vechi al matematicii, util deopotriva disciplinelor matematice si informatice.
Definitiile si rezultatele din teoria relatiilor apar si in fundamentarea si dezvoltarea unor
subiecte din economie, sociologie si psihologie. De exemplu, demonstratia celebrei
teoreme de imposibilitate a lui Arrow din teoria votului se bazeaza exclusiv pe tehnici de
teoria relatiilor. In concluzie, cunostintele din acest mic capitol folosesc atat cursului de
fata cat si investigarii unor viitoare teme.

Al doilea capitol este consacrat celor doua structuri algebrice principale ale cursului:
laticile si algebrele Boole. Aceste doua tipuri de algebre sunt indispensabile studierii
calculului propozitional si calculului cu predicate. In acelasi timp, ele sunt in mod
esential folosite in cea mai mare parte a cursurilor de informatica si de matematica.
Notiunea de algebra Boole este motivata prin cateva exemple remarcabile:

- algebra Boole standard {0, 1};

- algebra Boole a partilor unei multimi;

- algebra Boole a functiilor booleene;

- algebra Boole a evenimentelor unei experiente aleatoare;

- algebra Boole a partilor deschise si inchise ale unui spatiu topologic.

Algebrele Boole sunt structuri ce constitue baza algebrica a sistemelor de logica studiate
in acest curs. Rezultatul central al capitolului este teorema de reprezentare a lui Stone:
orice algebra Boole este izomorfa cu o subalgebra a unei algebre Boole de parti. Pentru
demonstrarea sa este folosit, direct sau indirect, aproape intreg materialul din acest
capitol (aritmetica booleana, morfisme booleene, filtre, ultrafiltre, etc). Prin teorema lui
Stone, elementele unei algebre Boole se identifica cu parti ale unei multimi, iar operatiile
booleene se identifica cu operatii cu multimi. De aici rezulta ca demonstrarea unei
identitati booleene revine la un calcul in care apar numai operatii cu multimi. O forma
echivalenta a teoremei lui Stone arata ca orice algebra Boole este izomorfa cu o algebra
Boole de functii ce iau valori in {0, 1}. Astfel calculul boolean se reduce la verificarea
identitatilor in algebra Boole standard {0, 1}.



Capitolul 111 studiaza in mod aprofundat cel mai simplu sistem logic: calculul propozitio-
nal (L). Este prezentata sintaxa sistemului (limbaj plus structura logica) si semantica sa.
Legatura dintre sintaxa si semantica este exprimata prin teorema de corectitudine (orice
teorema formala este un enunt universal adevarat) si prin teorema de completitudine
(orice enunt universal adevarat este teorema formala). Teorema de corectitudine rezulta
printr-o simpla inductie relativ la modul de definire a enunturilor lui L. Mai complicata
este demonstratia teoremei de completitudine. Algebra Lindenbaum - Tarski este 0
constructie canonica prin care unui sistem logic 1i este asociata o structura algebrica.
Proprietatile sintactice se reflecta in proprietati algebrice, care sunt mai usor de
manipulat. In cazul de fata, algebra Lindenbaum - Tarski B(L) a calculului propozitional
va fi 0 algebra Boole. Din acest moment, intregul aparat algebric dezvoltat in capitolul
precedent va putea fi folosit in studiul sistemului logic L. Aplicatia sa cea mai importanta
este demonstratia algebrica a teoremei de completitudine. Demonstratia se face prin
reducere la absurd (orice enunt ce nu este teorema formala nu este universal adevarat) si
consta din urmatorii pasi:

se porneste cu un enunt ¢ ce nu este teorema formala;

se trece de la sintaxa lui L la algebra Lindenbaum - Tarski B(L);

se aplica teorema de reprezentare a lui Stone algebrei Boole B(L);

folosind pasul precedent se construieste o interpretare a lui L;

in interpretarea obtinuta, enuntul ¢ este fals.
Teorema de completitudine tare stabileste echivalenta dintre deductia sintactica si
deductia semantica. O demonstratie nealgebrica a teoremei de completitudine tare se
poate obtine utilizand rezultate asupra mulgimilor maximal consistente (in special
existenta si caracterizarea lor). Se poate observa un paralelism perfect intre teoria
multimilor maximal consistente ale lui L si teoria ultrafiltrelor. Rezulta un fapt tulburator:
demonstratia nealgebrica a teoremei de completitudine a calculului propozitional este
privirea in oglinda a demonstratiei teoremei de reprezentare a lui Stone.

Capitolul 1V contine prezentarea limbajului calculului predicatelor de ordinul intai (CP),
dar omite structura logica (axiome, reguli de deductie etc). Se insista pe semantica lui
CP, pe notiunea de model si de deductie semantica. O tratare mai completa a lui CP (cu
demonstrarea teoremei de completitudine a lui Godel) necesita dezvoltari tehnice pe care
lipsa de timp nu le permite in acest semestru.

Acesta ar fi continutul cursului. Alegerea modului in care acest material poate fi predat fi
revine profesorului.

Extinzand planul discutiei, vom prezenta patru modele posibile pentru predarea unui curs
de logica matematica (care poate fi si altul decat cel pus in discutie).

(a) Modelul cvartalist presupune organizarea perfecta a materialului predat. La fiecare
curs, definitiile, lemele si teoremele sunt aranjate in sertare imaginare, cu o etichetare
precisa; sertarele compun dulapuri imaginare dispuse perfect in incaperi imaginare;
incaperile formeaza blocuri imaginare ce gazduiesc cunostintele de logica; pe ansamblu,



cursul apare ca un cvartal, in care un postas imaginar poate merge cu precizie la adresa
fiecarei definitii, leme si teoreme.

(b) Modelul mioritic propune asezarea materiei intr-un relief fara trasee abrupte, cu
treceri line de la definitii la exemple, de la leme la teoreme, astfel incat auditoriul sa
ajunga la capatul unei teoreme sau al unei teme cu un efort aproape insesizabil. Un astfel
de procedeu impune descompunerea unui fapt in parti mai usor de explicat in mod separat
iar apoi repunerea lor la loc, dar intr-o nou produs matematic. Eficienta modelului
depinde de mestesugul profesorului de a descompune si recompune materialul, precum si
de finetea cu care ideile sunt plasate intr-o tesatura generala.

(c) Modelul tropical este caracterizat printr-o abundenta de fapte matematice, insufletite
prin torente de idei si de comentarii. Rezultatele expuse coplesesc prin numar si prin
consistenta matematica, ideile tasnesc in fiecare loc, iar comentariul este exploziv,
neuniform si chiar paradoxal. In aceasti vegetatie matematica luxurianta, drumurile nu
sunt largi iar poienile sunt rare, dar intens luminate. Tehnica este subsumata ideilor, iar
ordonarea materialului nu este prestabilita. Modelul este eficient in cazul cand auditoriul
are un nivel matematic ridicat si este pasionat de subiectul discutat. Aplicarea modelului
tropical ar putea avea succes mai mult in cazul studentilor de la master.

(d) Modelul catedrala alege cateva fapte centrale (concepte, teoreme, teme, modele) si
materia este organizata astfel incat sa serveasca demonstrarii, explicarii si aplicarii lor.
Viata matematica a cursului graviteaza in jurul acestor constructii capitale; de aceea
semnificatia lor trebuie si fie exceptionala. In plus, demonstratia lor trebuie sa fie o
combinatie rafinata a unui mare numar de notiuni, leme, propozitii si artificii de
rationament. Si nu in ultimul rand, este necesara stabilirea unei relatii atat de profunde
intre acesti centri vitali astfel incat ea sa fie definitorie pentru intregul curs.

Fiecare din modelele de mai sus are virtuti si scaderi. In multe cazuri, de fapt are loc o
impletire a celor patru stiluri de predare. Pentru cursul de logica predat la anul I,
preferintele noastre merg spre modelul catedrala. Materia se infasoara in jurul a doua
rezultate fundamentale: teorema de reprezentare a lui Stone (la capitolul de algebra
Boole) si teorema de completitudine (la capitolul de calcul propozitional). La curs nu
avem timp sa tratam decat o parte a relatiei dintre ele: demonstratia teoremei de
completitudine prin teorema lui Stone. La randul sau, teorema de completitudine ofera o
demonstratie a teoremei de reprezentare a lui Stone. De fapt, ele sunt doua enunturi
matematice echivalente (intr-o axiomatizare a teoriei multimilor fara axioma alegerii).
Aceasta relatie intre reprezentare si completitudine poate fi extinsa la majoritatea
sistemelor de logica. Atunci putem vorbi de un adevarat principiu: completitudinea
sistemelor logice si reprezentarea structurilor lor algebrice se determina una pe alta. Il
vom numi principiul celor doua catedrale.

Pentru studentul de anul I, la sfarsitul acestui semestru ideea de sistem logic este
concentrata in relatia tripartita: sintaxa, semantica, algebra. Ea se incadreaza in schema
de a defini un sistem logic prin descrierea dimensiunilor sale matematice.
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