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“Logic may be not very useful, if you know it, but very harmful, if
you ignore it.”

— atribuit lui Georg Kreisel



Aspecte organizatorice



Desfasurare

Informatii actualizate despre curs, incluzand acest suport, se pot
gasi la pagina:

https://cs.unibuc.ro/~asipos/1lm/

Activitatile didactice vor fi tinute de catre urmatorii oameni:

@ curs: Andrei Sipos

@ seminar:
o grupele 101, 102: Andrei Sipos
e grupele 103, 104: Horatiu Cheva
e grupa 105: Nicoleta Dumitru


https://cs.unibuc.ro/~asipos/lm/

Examenul va consta ntr-o lucrare scrisa ce va cuprinde probleme
totalizand 12 puncte. Puteti avea la dispozitie orice materiale
fizice (nu digitale). Problemele vor fi de un nivel de dificultate
asemdnator cu cel al problemelor din seminar (in particular, ele pot
fi dintre enunturile |3sate ca exercitiu la curs). Tn redactarea
raspunsurilor puteti folosi orice rezultat din curs sau seminar care
fie este deja demonstrat, fie este un exercitiu usor.

Pentru promovarea examenului sunt necesare 5 puncte obtinute in
lucrarea scrisa.



Introducere istorica



Logica traditionala

Logica antica a cunoscut in genere doud abordari (studiate in liceu
la disciplina Logic3 si argumentare): logica silogistica (introdus3
de Aristotel) si logica propozitiilor compuse (introdusa de
filosofii stoici).

Prima dintre ele a fost abordarea dominant3 timp de 2000 de ani
(pan3 in secolul al XIX-lea), timp in care a fost oarecum
imbun3t&titd de logicieni musulmani (Avicenna, Averroes) si
scolastici (Abelard, Occam, Buridan).

In ultimele secole ale acestei perioade (epoca Renasterii si epoca
modernd timpurie), nu s-au mai inregistrat progrese semnificative.

Au existat in secolul al XIX-lea incercdri de algebrizare (Boole,
Venn).



Neajunsurile logicii traditionale

Scopul acestor tehnici era realizarea unei argumentari corecte, ns3a
multe enunturi ce apareau in argumentdri nu se supuneau formelor
studiate, de pilda enunturile in care apareau generalitati multiple:

O pisica este temutd de orice soarece.
Ca urmare, logica avea o naturd mai umanista, in sensul ca se

limita la a preciza erori comune in argumentare, fara a avea
pretentia de a caracteriza complet rationamentele corecte.



Logica lui Frege

in 1879, Gottlob Frege, in lucrarea sa Begriffsschrift (aprox.
,notatia conceptelor”), a introdus primul sistem logic in care se
putea formaliza (si dezambiguiza) enuntul precedent:

3pVsT(p, s)

Vs3pT(p, s)

Sistemul lui reprezintd ceea ce acum se numeste logica
predicatelor sau logica de ordinul intai, ins3 notatia lui Frege nu
era cea contemporand de mai sus, ci ardta cam asa:



Alte abordari

Sistemul lui Frege nu a fost bagat in seama pana la Russell, Tns3
ideea plutea Tn aer la acea vreme, un sistem similar fiind introdus
de Charles Peirce incepand cu anul 1882 (impreund cu studentul
sau, Oscar Mitchell). Sistemul s3u a fost mai apoi popularizat de
Ernst Schroder si de Giuseppe Peano.

Peano a introdus si multe dintre simbolurile logicii actuale, de pild3
semnul ,,(3x)" pentru ,existd x". (Notiunea de ,oricare x" era
scrisa de el ca ,,(x)", notatie Intdlnitd cam pana la mijlocul
secolului XX.)



Logica si matematica

Toate aceste abordari doreau cumva s3 obtind si o legaturd a
logicii cu matematica — Frege dorea sa deduca afirmatiile
matematice din cele logice (logicism), iar Peano a formulat
binecunoscuta sa axiomatizare logica a aritmeticii.

Intre timp, Tnsd, matematica Tsi traia propria sa criza a
fundamentelor.

In analiza matematic3, nevoia de a formula si demonstra precis noi
rezultate semnificative, precum teorema lui Fourier din 1807 ce
spune ca orice functie continud poate fi reprezentat3 ca o serie
trigonometricd, a condus la definitiile moderne (cu ¢ si 0) ale
limitei si continuitatii, datorate lui Augustin-Louis Cauchy, Bernard
Bolzano si Karl Weierstrass.

Definirea riguroasa a conceptelor a permis descoperirea diverselor
patologii, precum exemplul socant al lui Weierstrass din 1872 de
functie reald continua peste tot si derivabila nicaieri.



Teoria multimilor

Tn 1874, Georg Cantor, student al lui Weierstrass, analizand seriile
trigonometrice, introduce primele notiuni de teoria multimilor,
incluzand faptul c3 (in limbaj actual) nu existd o corespondenta
bijectiva intre N si R.

Tn urm3torii ani, Cantor publici mai multe rezultate de teoria
multimilor, incluzénd (in 1878) formularea ipotezei
continuumului — orice submultime infinita a lui R este in bijectie
cu N sau cu R — pe care nu reuseste, 1nsa, sa o demonstreze.

Metodele teoriei multimilor, fiind foarte puternice, au fost primite
cu entuziasm de anumiti matematicieni, printre care si David
Hilbert.



Hilbert Tmbratisase deja anumite metode matematice mai
heterodoxe la acea vreme, rezolvand Tn 1888 o problem3 pus3 de
Paul Gordan si demonstrand astfel ca (in limbaj actual) orice ideal
al unui inel de polinoame peste un corp intr-un numar finit de
nedeterminate este finit generat (teorema bazei a lui Hilbert),
dar intr-un mod complet neconstructiv, si nu computational cum
se rezolvasera Tnainte anumite cazuri particulare.

Gordan: ,,Das ist nicht Mathematik. Das ist Theologie.”

Hilbert: “No-one shall be able to expel us from the paradise that
Cantor created for us.”



Problemele lui Hilbert

Tn 1900, Hilbert lanseaz3 o list3 de 23 de probleme, de care, in
opinia sa, trebuia sa se ocupe matematica secolului XX.

Prima problema de pe lista era ipoteza continuumului a lui Cantor.

A doua problem3 se referea la consistenta fundamentelor
matematicii, anume de a ne asigura cad metodele folosite in
demonstratiile matematice (inclusiv cele controversate folosite de
Hilbert si de catre altii) nu produc contradictii.



Programul lui Hilbert

Aceste idei au condus la ceea ce a ajuns sa fie numit Programul
lui Hilbert, rezumat de obicei astfel:

@ Gasirea unui fundament adecvat pentru intreaga matematica.

@ Demonstrarea prin metode simple si necontroversate
(asa-numitele metode finitare) c3 fundamentul gasit la
primul punct nu produce contradictii.

Insa, contradictiile Tncepuserad deja s3 apara n sistemele existente
la acea vreme.



Paradoxul lui Russell

Tn 1899, Ernst Zermelo descoperise o contradictie in teoria lui
Cantor, pe care Bertrand Russell o redescoperad doi ani mai tarziu,
in 1901. Ea poarta numele de paradoxul lui Russell si priveste
multimea R = {x | x & x}. Din definitia lui R, se deduce

RcR& RER,

absurd!

Russell observa ca paradoxul se regaseste sub o anume form3 si in
sistemul lui Frege, iar in 1902 7i comunica faptul:

“There is just one point where | have encountered a difficulty.”



Raspunsul lui Frege

Frege realizeaza eroarea si include, un an mai tarziu, o nota ca
anexa a noii sale carti:

“There is nothing worse that can happen to a scientist than to
have the foundation collapse just as the work is finished. | have
been placed in this position by a letter from Mr. Bertrand Russell.”

La vederea cartii lui Frege, Hilbert 1i scrie:
“I believe Dr. Zermelo discovered it three or four years ago.”

De asemenea, Tn acelasi an 1903, Russell insusi publicd paradoxul
in cartea sa The Principles of Mathematics:

“Before taking leave of fundamental questions, it is necessary to
examine more in detail the singular contradiction, already
mentioned, with regard to predicates not predicable of themselves.
[...] | may mention that | was led to it in the endeavour to
reconcile Cantor’s proof...”



Principia Mathematica

Fiecare dintre cei doi descoperitori ai paradoxului a propus cate un
mod prin care el putea fi evitat.

Bertrand Russell si Alfred North Whitehead au dezvoltat ceea ce
astdzi se numeste teoria tipurilor si au fundamentat matematica
intr-un asemenea sistem. Aceastd munca a fost publicata,
incepand cu 1910, Tn cartea lor Principia Mathematica. Notatia
adoptata de ei a fost Tn mare parte cea a lui Peano.

“An analysis of the paradoxes to be avoided shows that they all
result from a kind of vicious circle. The vicious circles in question
arise from supposing that a collection of objects may contain
members which can only be defined by means of the collection as a
whole. [...] The principle which enables us to avoid illegitimate
totalities may be stated as follows: whatever involves all of a
collection must not be one of the collection. [...] We shall call this
the vicious-circle principle, because it enables us to avoid the
vicious circles involved in the assumption of illegitimate totalities.”



Teoria axiomatica a multimilor

Zermelo a propus in schimb in 1908 o lista de axiome ce modelau
(si deci restrictionau) comportamentul multimilor lui Cantor. In
urmatoarele decenii, Abraham Fraenkel, Thoralf Skolem si John
von Neumann au extins aceasta listd, ajungandu-se la ceea ce se
numeste astazi teoria axiomatica a multimilor ZFC
(Zermelo-Fraenkel set theory with the axiom of Choice).

ZFC a devenit in timp extrem de popular prin simplitatea lui si este
n prezent sistemul Tndeobste acceptat prin care este fundamentata
matematica. R3spandirea lui a condus la ubicuitatea modelului

matematica = logica + axiome,

renuntandu-se asadar la proiectul logicist al lui Frege de a deduce
matematica exclusiv din legi pur logice.



Logica propozitionala

Vedem totusi c3 legile logice st3teau inca la temelie, si de aceea
Hilbert si-a inceput realizarea programului sau cu cele mai slabe
asemenea legi, cele ale logicii propozitionale clasice. Prima
problema importanta tratatd a fost cea a completitudinii axiomelor
sale, anume daca orice tautologie este demonstrabila — in limbajul
de astazi, dac3d pentru orice ¢, avem

Ey = bt

Hilbert si asistentul sau, Paul Bernays, in 1917-8, au demonstrat
completitudinea unui set de axiome propozitionale gandit de ei.

n 1921, Emil Post a oferit si el o demonstratie a completitudinii
logicii propozitionale, de data aceasta axiomele alese fiind cele din
fragmentul corespunzator al Principia Mathematica.



Logica predicatelor

Pasul urmator era logica predicatelor, cea echivalenta cu sistemul
lui Frege si cea Tn care toate axiomele matematice (cum ar fi ZFC)
puteau fi exprimate.

Hilbert si un alt student al sau, Wilhelm Ackermann, public3 in
1928 cartea Grundziige der theoretischen Logik, in care formuleaz3
logica predicatelor intr-un mod care a ramas valabil pana astazi si
n care ridica problema completitudinii.

In anul urm3tor, teorema de completitudine a logicii
predicatelor este demonstrata de Kurt Godel, in teza sa de
doctorat (exact in formularea Hilbert/Ackermann; demonstratia a
fost Tncorporata in urmatoarele editii ale cartii).



Reamintim ca prima parte a programului lui Hilbert cerea s3 se
gaseasca un fundament adecvat pentru intreaga matematica.

In 1930, ins3, tot Godel d prima loviturd programului, anuntand
prima sa teorema de incompletitudine: exista propozitii
aritmetice pe care sistemul din Principia Mathematica — iar, apoi,
s-a observat ca acesta poate fi inlocuit cu orice alt fundament
plauzibil (din nou, cum ar fi ZFC) — nu le poate nici confirma, nici
infirma.

Instrumentul principal al demonstratiei a fost ceea ce se numeste
acum Godelizare: codificarea formulelor si demonstratiilor sub
forma aritmetica.



lerarhia sistemelor

Asadar, nu poate exista un singur sistem din care sa se poata
demonstra toate teoremele matematice, ci exista o multitudine de
sisteme ,,partiale” cu puteri variate.

Sistemele concepute de oameni sunt grupate in general, dupa
puterea lor de demonstrare, in trei categorii, anume, Tn ordine
crescatoare:

@ ,aritmetica”;
@ ,analiz3";
@ ,teoria multimilor”.

Ele alc3tuiesc ierarhia Godel.



Mai rdmanea partea a doua a programului lui Hilbert, anume
demonstrarea prin metode finitare a faptului c3 aceste sisteme sunt
consistente (necontradictorii).

in 1931, Godel publici demonstratia primei sale teoreme (care va
reprezenta rezultatul central al tezei sale de abilitare, sustinuta n
anul urm3tor) impreun3 cu o a doua teorema, ce spune c3
sistemele respective, daca sunt consistente, nu isi pot demonstra
propria consistentd (von Neumann reusise s3 deduca acest rezultat
pornind doar de la primul anunt al lui Godel).



Cum se aplica a doua teorema

Acest rezultat zdrobeste programul lui Hilbert! Sa vedem cum.

Fie S un sistem consistent si notam propozitia ce i exprima
consistenta prin Con(S). Este posibil, uneori, s3 o demonstram
intr-un sistem T, mai puternic ca S si scriem T = Con(S). Tns3,
noi vrem s3 dobandim Tncredere in S. Or, acest lucru nu este
posibil, avand n vedere c3 ni s-ar cere ca, in prealabil, s3 avem
incredere Tn sistemul mai puternic T.

De aceea, Hilbert dorea sa arate consistenta cu metode finitare,
adic3 Tntr-un sistem mai slab ca S, notat cu F. Dac3a aceasta ar fi
posibil, deci dacd am avea F = Con(S), atunci, cum F C S, am
avea si S Con(S). Tns3, exact acest lucru este interzis de a doua
teorema a lui Godel.



Entscheidungsproblem

O alt3 problem3 ridicata in cartea Hilbert/Ackermann 1928 a fost
asa-numita Entscheidungsproblem (,,problema de decizie") — care
se referd la o potentiald proprietate a logicii predicatelor mai
puternicd decat completitudinea — anume, daca exista o
procedura de decizie pentru ea, un algoritm care sa spuna daca
un enunt dat in acea logica este sau nu universal adevarat.

Pentru aceasta, trebuia spus mai intai ce inseamn3 (ca obiect
matematic, asadar) un algoritm, o procedurd de decizie: in fond, a
se spune cand o functie este calculabila.



Functii primitiv-recursive

Ideea de la care s-a pornit a fost cea de recursivitate, metoda prin
care multe functii (de pild3 sirul lui Fibonacci) erau deja in mod
uzual definite, si care are schema general3d

F0):=m, fln+1):=g(fijo,..m)

Pornind de la aceastd schemd, Skolem a introdus in 1923 clasa
functiilor primitiv-recursive. Definitia precisa a fost data de Godel
in cursul demonstrarii teoremei de incompletitudine, functiile
primitiv-recursive fiind un ingredient esential al acelei demonstratii.



Functii recursive

Gabriel Sudan (1927) si Wilhelm Ackermann (1928) au gasit, ns3,
exemple de functii evident calculabile, dar care nu erau
primitiv-recursive.

Exemplul oferit de obicei in cartile actuale este o variantd a functiei
lui Ackermann datorata lui Rézsa Péter, unul dintre parintii teoriei
recursiei. Este vorba de acea unic3 functie A: N? — N cu
proprietatea cd, pentru orice n, m € N, avem:

A(0,n)=n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Alm+1,n+1)=A(m,A(m—+1,n))

Ca urmare, Godel a definit in 1934 clasa functiilor
general-recursive, care includea si aceste exemple.



Modele de calcul

n 1936, Alonzo Church si Alan Turing introduc noi moduri de a
defini functiile calculabile — modele de calcul — calculul lambda,
respectiv masina Turing. Fiecare dintre ei demonstreaza c3 in
modelul sdu nu poate fi decisa Entscheidungsproblem, folosindu-se
in demonstratiile lor de forme de Godelizare. Problema pus3 de
Hilbert si Ackermann are, asadar, un raspuns negativ.

Doar masinile Turing reusesc sa 1l convingd pe Godel ca reprezintad
o definitie adecvata, Turing oferind argumente ca ele cuprind
Tntreaga sferd a ceea ce se poate calcula din punct de vedere
informal (afirmatie cunoscutd acum ca teza Church-Turing); el
aratd, ins3, c3 ele sunt echivalente cu A-calculul lui Church (in
plus, sunt echivalente si cu functiile general-recursive ale lui Godel).



Ultima contributie major3 (despre care vom vorbi) a acestei
perioade a logicii 7i apartine lui Gerhard Gentzen.

Urmand contributiile sale esentiale la teoria demonstratiilor (el fiind
si cel care a introdus notatia ,,(Vx)" pentru ,oricare x"), Gentzen a
propus o solutie inovatoare pentru problema consistentei.



Consistenta aritmeticii

Am vazut pand acum c3 a demonstra consistenta unui sistem
consistent Intr-unul mai puternic era inutil, iar intr-unul mai slab
era imposibil.

Solutia lui Gentzen a fost de a 0 demonstra intr-un sistem
incomparabil, obtinut prin ad3ugarea la metodele finitare
principiul inductiei finitare pand la un ordinal nefinitar. El a
obtinut o asemenea demonstratie in 1936 pentru aritmetica de
ordinul Tntai, ordinalul respectiv fiind &g.

In anii urmatori, el a continuat sa rafineze aceastd demonstratie si
sa caute una valabild si pentru sisteme mai puternice (de analizd),
dar a murit prematur in 1945.



Logica Tn secolul XX

La sfarsitul celui de-al Doilea Razboi Mondial, toate notiunile
principale ale logicii sunt precis definite, iar limitarile fundamentale
sunt Tn mare cunoscute. Logica matematicd isi atinge deci
maturitatea, fiind de atunci in mod conventional Tmpartita in patru
ramuri principale:

@ teoria multimilor

@ teoria calculabilitatii

@ teoria modelelor

@ teoria demonstratiilor

impreund cu altele limitrofe: logica categoriald, logicile neclasice,
teoria algoritmic3d a informatiei etc.

Aceste patru ramuri sunt si cele recunoscute de forul international
al logicii matematice, fondat in 1936, Association for Symbolic
Logic (ASL).



Pe langa studiul ei ca domeniu de sine statator, logica are aplicatii
si in alte arii ale matematicii, dintre care amintim:
@ teoria algebrica si geometrica a modelelor
e aplicatii Tn algebra si geometrie algebrica, cum ar fi teorema
Ax-Grothendieck sau demonstratia data de Ehud Hrushovski
conjecturii Mordell-Lang pentru corpuri de functii (de orice
caracteristicd)
@ proof mining
e subdomeniu introdus de Georg Kreisel si adus la maturitate de
scoala lui Ulrich Kohlenbach, el consta in aplicarea pentru
demonstratii matematice concrete (de ex. din analizd neliniar3,
algebrd comutativa) a tehnicilor teoriei demonstratiilor



Planul cursului

In acest curs:

vom studia teoria axiomatica a multimilor din punct de vedere
naiv (cursurile 1-6);

vom descrie logica propozitionald (cursurile 7-9) si logica
predicatelor (cursurile 10-12), impreund cu rezultatele lor
principale si aplicatiile lor imediate;

vom arata cum se formalizeaza teoria multimilor in logica
predicatelor, cum poate ea servi ca fundament al matematicii
si cum poate fi productiv acest studiu logic al ei (cursul 13);

vom arata cum se poate aplica logica in alte ramuri ale
matematicii (cursul 14).



Logica in FMI

In facultatea noastr3 exist3 un num3r de profesori care fsi
desfdsoara activitatea stiintifica in logica matematica, o parte
dintre ei fiind grupati in Centrul de Cercetare in Logica, Optimizare
si Securitate (LOS):

https://los.cs.unibuc.ro/

care organizeaza si seminarul stiintific de logica:

https://ilds.ro/logic-seminar/


https://los.cs.unibuc.ro/
https://ilds.ro/logic-seminar/

