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“Predicate logic — funny you should mention that.

There is this incredibly toxic view of predicate logic that | first
encountered in Good Old-Fashioned Alrtificial] I[ntelligence]. And
then [there is] this entirely different, highly useful and precise view
of the uses and bounds of logic that | encountered when | started
studying mathematical logic and learned about things like model
theory.

[...] I'm guessing that the GOFAI people made the terrible,
horrible, no good, very bad mistake of getting their views of logic
from the descendants of Bertrand Russell who still called
themselves philosophers instead of those descendants who
considered themselves part of the thriving edifice of mathematics.”

— Eliezer Yudkowsky



Logica silogistica

Dupa cum am spus si in Introducerea istoricd, cealalta abordare
clasica studiata n liceu asupra logicii, pe langa logica propozitiilor
compuse (corespunzdtoare in acest curs logicii propozitionale), a
fost logica silogisticd, unde Tntdlneam rationamente de genul

urmator:
Toti iepurii au blana.

Unele animale sunt iepuri.
Deci, unele animale au blans.

Formalizarea clasica a argumentului de mai sus era:

MaP
SiM
SiP

Sirul format, a-i-i, dddea (printre altele) denumirea acestui tip de
rationament: DARII.



Cuantificatori

Metode de a formaliza diverse asertiuni s-au Tntalnit si la materiile
matematice — de pilda, folosirea cuantificatorilor. Puteam exprima
faptul ca intr-un corp orice element nenul este inversabil prin:

Vx(=(x =0) = Jy(x -y =1)),
iar faptul ca o relatie de ordine admite un element maximal prin:
IXVy(x <y - x=y).

Putem formaliza si argumentul prezentat anterior folosind
cuantificatori, Tn felul urm3tor:

Vx(I(x) — B(x))

Ax(A(x) A I(x))
Ix(A(x) A B(x))




Logica predicatelor

Aceste observatii conduc la ideea de a defini un nou sistem logic,
ce se va numi logica predicatelor sau logica de ordinul I, unde
sa avem la dispozitie cuantificatori si variabile, precum si simboluri
prin care sa exprimam relatii sau operatii.

Desi logica propozitiilor compuse a fost prezentata in liceu ca o
variantd mai dezvoltat3 a logicii silogistice (numit3 la acel moment
si logica propozitiilor simple), observam in exemplele anterioare c3,
dimpotriva, logica propozitionald, cu operatorii ei ca 1, —, este
cea care va fi inglobata in acest sistem logic cuantificat.

Logica de ordinul | nu doar permite exprimarea riguroasa a
enunturilor de mai devreme (si, dupd cum am prefigurat, va putea
exprima si axiomele teoriei multimilor), dar si, intr-un anume sens
precis (pe care nu il vom detalia), este cel mai puternic sistem logic
utilizabil practic — orice alt sistem mai puternic (cum ar fi, fireste,
logica de ordinul Il) posed3 neajunsuri esentiale.



Logica de ordinul |

Vom fixa patru obiecte |, —, V, =, diferite doua cate doud si o
multime num3rabila

V = {X(),Xl, .. .},

cu VN{L,—,V,=} =10, ale cirei elemente le vom numi variabile.

Atentie, Tnsa, aceste variabile nu au un rol analog simbolurilor
propozitionale. Ne putem intreba, totusi, care este, intr-adevar,
analogul acestora din urma. Observam ca in logica propozitional3,
daca schimbam multimea simbolurilor, obtineam si o alta multime
de formule. Si aici, dupd cum am v3zut in exemplele anterioare,
avem nevoie de multimi de formule diferite pentru a vorbi despre
domenii de discurs diferite. Ceea ce dadea diferenta intre acele
domenii era faptul ca se foloseau simboluri diferite pentru a
exprima obiecte specifice lor, anume -, 0, 1; <; respectiv /, A, B.
(Anumite simboluri, ca —, erau comune — precum in logica
propozitionald — si de aceea au fost fixate mai sus.)



Signaturi si structuri

Definim, asadar, o signatura de ordinul | ca fiind un triplet
o = (F,R,r) astfel incat FN R = 0,
(FUR)YN(VU{L,—»V,=})=0sir: FUR—N.

Dacd o = (F, R, r) este o signatura de ordinul |, atunci numim
elementele lui R simbolurile de relatie ale lui o, iar elementele lui
F simbolurile de functie ale lui o; pentru orice s € FUR, numim
r(s) aritatea lui s; in particular, acele s € F pentru care r(s) =0
se numesc constantele lui . Mai definim si multimea

Sy ={L,—»V,=}UVUFUR.

Dacd o = (F, R, r) este o signaturd de ordinul I, atunci o
o-structura va fi o pereche (A, {As}scrur), unde A # () (si se va
numi universul, multimea suport sau multimea subiacenta a
structurii), pentru orice s € F, As : Ar(s) 5 A si pentru orice

se R, A; C A"(S) Structurile vor reprezenta domeniile despre care
vor vorbi formulele corespunzatoare signaturilor.



Putem obtine signaturile sugerate mai devreme daca punem
o:=(F,R,r), iar F, R, r sunt, pe rand:

o F={,0,1}, R=0, r(:) =2, r(0) = r(1) = 0 — atunci
o-structurile vor fi tuplurile (A,-,0,1) unde - : A> = A, iar 0,
1€ A, de exemplu (Z,+,2,7). Observdm cd nu impunem in
definitia structurii ca ea s3 respecte anumite legi, precum
inversabilitatea de mai devreme — acest lucru se va face
eventual ulterior, dupa ce vom defini riguros formulele si
satisfacerea lor.

o F=0, R={<}, r(<) =2 - atunci o-structurile vor fi
perechi (A, <) unde < este o relatie binard pe A, de exemplu
(N,>).

o F=0, R={l,A,B}, r(l) =r(A)=r(B) =1.

Dac3 punem F = R = (), atunci obtinem o signatur3 care, dat fiind
ca singurele fapte pe care le vom putea exprima peste ea vor folosi
semnul =, se va numi signatura egalitatii.



Signatura aritmeticii

De asemenea, vom defini signatura aritmeticii ca fiind

oar = ({4, %, 5,0}, {<}, ),

unde r(+) = r(x) = r(<) =2, r(S) =1, iar r(0) = 0. Dac3
definim functia S : N — N, pentru orice n € N, prin S(n) := n™,
iar

N = (Na (NS)SEFUR)7

unde /er = 4, IV>'< =, NS =S, NO =0, iar /V< =<, avem ca N
este o o,-structura.

De remarcat c3 exista si alte o, -structuri, de exemplu putem
Tnzestra multimea 2 cu A, V, =, 0 si < pentru a obtine o alta
Oar-Structura.



Signaturi pentru varii structuri cunoscute

Am definit un graf ca fiind o multime Tnzestrata cu o relatie
ireflexiva si simetrica. Pentru a modela un graf, este suficient,
asadar, sa consideram o signatura care are un singur simbol,
anume un simbol de relatie de aritate 2. Orice graf va fi o
structurd corespunzdtoare acestei signaturi.

In acelasi mod, putem construi signaturi care si modeleze structuri
algebrice (in spiritul primului exemplu dat mai devreme). Pentru
inele, de pilda, putem considera signatura o, ce contine simbolurile
de operatie +, —, - ce au aritatile 2, 1, respectiv 2, precum si
constantele 0 si 1.



Reduse si expansiuni

Dacd o = (F,R,r) si ' = (F', R, r") sunt signaturi, spunem c3
oc<o' daca FCF ,RCR sir= rl’FuR. In aceast3 situatie, dac3
A = (A, (As)scFur) este o o-structurd, iar B = (B, (Bs)scrur’)
este o o’-structurd, spunem c3 A este redusa lui B la o sau c3 B
este o expansiune a lui A la ¢/ dacd A = B, iar pentru orice

se€e FUR, As = Bs. Se observ3 ca:

@ Redusa oricdrei o’-structuri la o exista si este unica (de aceea
am folosit articolul hotarat).

@ Exista mereu o expansiune a unei o-structuri
A = (A, (As)serur) la o', obtinutd in felul urmator: se
fixeazd a € A # (), simbolurilor de relatie din R"\ R li se
asociazj relatii vide, iar simbolurilor de functie din F’\ F li se
asociaza functii constante ce iau valoarea a.



Termeni

Formulele corespunzatoare unei signaturi o = (F, R, r) vor fi
cuvinte peste alfabetul S,. Tnainte de a defini formulele, va trebui
sa definim termenii (de pild3, x - y de mai devreme). Ei se definesc
ca fiind cea mai micd multime A C Seqg, (S,) astfel incat:

o VCA;

@ pentru orice s € F si orice t1,...,t, (5 € A, avem
St1...tys) € A (In particular, dacd r(s) =0, s € A).

Multimea termenilor peste o se va nota cu T,.



Inductie si recursie pe termeni

Principiul inductiei pe termeni
Fie B C T, astfel incat:
e VCB;

@ pentru orice s € F si orice t1,..., t(s) € B, avem
Sty ... tr(s) € B.
Atunci B=T,.

Principiul recursiei pe termeni

Fie A o multime si Go : V — A, iar pentru orice s € F,
Gs : A"9) 5 A. Atunci exist3 si este unic3 F : T, — A astfel

incat:
@ pentru orice x € V, F(x) = Go(x);
@ pentru orice s € F si orice ty,...,t (5 € Ty,

F(Stl R tr(s)) = GS(F(tl), aoag F(t,(s))).




Multimea variabilelor unui termen

Ca exemplu, putem defini recursiv multimea variabilelor unui
termen. Practic, definim functia Var : T, — P(V), prin:
@ pentru orice x € V, Var(x) := {x};
@ pentru orice s € F si orice ty,...,t (5 € Ty,
Var(sty ... ty(s)) := Var(t1) U...U Var(t,)) (In particular,
dacd r(s) =0, Var(s) = 0).



Evaluarea termenilor

Fie A = (A, (As)seFur) 0 o-structurd. Atunci pentru orice
v: V — Aexistd si este unic3 o functie () : T, — A astfel incat
e pentru orice x € V, x;' = v(x);
@ pentru orice s € F si orice t1,...,tys) € Ty,
(sty... tr(s)){,4 = As((t)4, ..., (tr(s))(,“) ("n particular, dac3
r(s) =0, st = Aq).

Atentie, din nou: functia v din definitia de mai sus nu are un rol
similar cu cel al functiilor e : @ — 2 din logica propozitionald, cu
toate c3 ar putea parea astfel.



Lema variabilelor (pentru termeni)

Lema variabilelor (pentru termeni)

Fie A = (A, (As)scFur) 0 o-structurd, vi, vo: V = Asite T,
astfel Tncat Vi|Var(t) = V2| Var(t)- Atunci té = té.

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupa termeni. Daca x € V, atunci
x € {x} = Var(x) si deci v1(x) = vo(x), i.e. XA = X'A

Fie acum s € F si t1,...,t, ) € T, ce verifica concluzia lemei. Fie
ie{l,...,r(s)}. Atunci Var(t;) C Var(t) si deci

vl‘va,(t,) Vo|var(t))- Din ipoteza de inductie, avem (t,)A = (t,-)(,‘;
si asadar:

(Stl... r(s)) —A(( )éw-'a(tr(s)).é)
:As((tl)é’~"a(tr(s))é)
:(Stl...i',(s))fjl2




Formule

Fie 0 = (F, R, r) o signaturd. Numim formula atomica peste o
un sir de forma = tu, cu t, u € T, sau un sir de forma sty ...t, cu
s€R, n=r(s)sity...,ty € T,. Multimea formulelor atomice
peste o se va nota cu Fa,. Multimea formulelor peste o se
defineste ca fiind cea mai micd multime A C Seqg,(S,) astfel
incat:

o formulele atomice apartin lui A;

o L €A

@ daca ¢, 1 € A, atunci — Y € A;

@ dacad ¢ € Asi x € V, atunci Vxp € A.

Multimea formulelor peste o se va nota cu F,.



Notatie infixata si conectori derivati

Vom folosi aceeasi metoda pe care am folosit-o la logica
propozitionala pentru a putea nota formulele infixat — pentru orice

p, ¥ € Fsy o — 1 in loc de — 1), dar si, pentru orice t, u € T,,
t = un loc de = tu.

De asemenea, vom nota, ca mai inainte, pentru orice p, 1 € F,,
T=1l—=1, ~po=p—=>1, pA:==(p—= ),

V= (mp) =1, povi=(e2>Y)A (Y =)
dar si, pentru orice x € V' si ¢ € F,,

Ixp 1= Vx—p.



Inductie pe formule

Principiul inductiei pe formule

Fie B C F, astfel incat:
o formulele atomice apartin lui B;
e |l €B;
@ daca ¢, ¥ € B, atunci p — ¢ € B;

@ daca p € Bsi x € V, atunci Vxp € B.
Atunci B = F,.




Recursie pe formule

Principiul recursiei pe formule

Fie A o multimesi Gy : Fa, = A, G| € A, G_, : A> = A,
Gy : V x A— A. Atunci exista si este unica F : F, — A astfel
incat:

@ pentru orice ¢ € Fa,, F(p) = Go(p);

o F(L)=Gy;

@ pentru orice ¢, ¥ € F,, F(p — ¥) = GL(F(p), F(v));
@ pentru orice ¢ € F, si x € V, F(Vxyp) = Gy(x, F(p)).




Multimea variabilelor libere ale unei formule

Ca exemplu, putem defini recursiv multimea variabilelor libere ale
unei formule. Definim functia FV : F, — P(V), prin:

@ pentru orice t, u € T,, FV(t = u) := Var(t) U Var(u);

@ pentru orice s € R si orice t1,...,t(s) € T5,
F\/(Stl ce tr(s)) = Var(tl) Uu...u Var(t,(s));
o FV(L):=1;

@ pentru orice ¢, ¥ € F,, FV (¢ — ¢) := FV(p) U FV (),
@ pentru orice p € F, si x € V, FV(Vxyp) := FV(p) \ {x}.

Dacd ¢ € F, cu FV(p) =0, atunci ¢ se numeste enunt.
Multimea enunturilor peste o se noteaza cu E,.



Spre evaluarea formulelor

Fie A = (A, (As)seFur) 0 o-structurd. Pentru orice v : V — A,
x €V, acA, definim vy, : V — A, pentru orice y € V, prin

_fvly), daciy #x,
VX<—a()/) = o
a, daca y = x.

Observam ca pentru orice variabile x, y cu x # y, orice v: V — A
si orice a, b € A, avem ca

(Vy<—b)x<—a = (Vx<—a)y<—b-

In acest caz, notam valoarea lor comund cu vy, . Asadar,
pentru orice z € V,

v(z) dacdz#xsiz#y,
Vieayeb(z) =14 a dacd z = x,

b daca z=y.



Evaluarea formulelor

v R Y] . v
Avem c3 exist3 si este unic3 o functie || - |[4 : F, — 24" astfel
incat, pentru orice v : V — A, avem:

e pentruorice t, u€ T,, ||t = u|t =1 &t = ul;

@ pentru orice s € R si orice t1,...,t(s) € T5,
”Stl s tr(s)”f/“ =le ((t1)§7 s (tr(s)) ) € As;
o Llf=L=0,

pentru orice @, 1 € Fy, |l = ¥||2 = |||l = |||

pentru orice p € F, si x € V,
[Vxep|[{! = 1 < pentru orice a € A, |¢|l;t, , = 1.

Daci ¢ € F, este astfel incit pentru orice A si v, ||¢||2 =1,
spunem ca ¢ este valida.



Evaluarea conectorilor derivati

Fie A = (A, (As)seFuRr) 0 o-structurd. Este acum imediat c3
pentru orice v : V — A, avem:

o [TI¢'=T=1,
o pentru orice ¢, ¥ € Fo, o A0l = [l AWl
o pentru orice o, ¥ € Fy, [l¢ VOIR = [lolls' v w17
o pentru orice ¢, ¥ € Fo, [lg ¢ 9IS = [l e [0
@ pentru orice p € F,six €V,

[Fxpd =1 existiac Acu o2 =1

Vx<—a



Spunem c3 x € F, se numeste tautologie daca pentru orice
F : F; — 2 astfel incat F(L) = 0 si pentru orice ¢, ¥ € F,,
Flp =) = F(p) = F(¥), avem F(x) = 1.

Propozitie

Orice tautologie este formula valida.

Demonstratie

Fie x o tautologie. Fie A si v. Definim F : F, — 2, pentru orice
@ € Fy, prin F(p) := ||<,0||(,4 Atunci F verifica conditiile din
definitia tautologiei, deci F(x) =1, i.e. |x|¢t = 1.




Lema variabilelor libere
Lema variabilelor libere

Fie A = (A, (As)scFur) 0 o-structurd, vi, vo: V = Asip € F,
astfel Tncat VI|FV(p) = V2|FV(yp)- Atunci H(p”‘é = Hgo”'é

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupa formule. Vom demonstra doar
cazul cel mai greu, anume atunci cand stim ca concluzia lemei este
valabild pentru un ¢ € F,, avem x € V si vrem sa o demonstram
pentru Vx¢p. Dat fiind ca HVX(p”é = 1 dacad si numai daca pentru
n A _ . A _ v . . v
orice a € A, ||¢| =1, iar ||Vxo|l;, = 1 dacd si numai daca

(Vl)x<—a
pentru orice a € A, ||g0\|{\‘/2)xea =1, este suficient s3 aratdm ca
A

pentru orice a € A, HcpH(vl)wa = Hcsz‘}/z)XH. Fie a € A. Din
ipoteza de inductie, este suficient s3 aratam ca
((Vl)x<—a)|FV(<p) = ((VZ)X<—3)|FV(<p)- Fiey € FV(SO) Atunci, fie
y = x, iar atunci (v1)xa(y) = a = (v2)xaly), fie y # x, iar
atunci y € FV(¢) \ {x} = FV(Vxyp). Avem

et = vl = 7)) = () eael )




Evaluarea enunturilor

Asadar, dacd A = (A, (As)scFur) este o o-structurd si ¢ este
enunt, pentru orice vi, vo : V — A, avem [¢|[{d = [l¢|l1, deci este
echivalent faptul c3 pentru orice v: V — A, ||| = 1 cu faptul

cd existd v: V — Acu |¢||A = 1. Notdm aceast3 stare de fapt cu

Ao

si spunem ca A satisface ¢ sau c3 A este model pentru .

lat3, deci, c3 structurile de ordinul | reprezinta analogul functiilor
e : Q@ — 2 intélnite in logica propozitionald. De aici provine si
numele acelei ramuri a logicii care studiaza structurile de ordinul |
in conjunctie cu enunturile satisfacute de ele: teoria modelelor.



Semnul = in logica de ordinul |

Vom defini urm3toarele concepte, precum si noi semnificatii ale
semnului |=, prin analogie cu logica propozitionala:
e Daci ¢ € E, si ¢ este valid, vom scrie = .
@ Spunem c3d ¢ € E, este satisfiabil daca existd A cu A = ¢.
@ Spunem ca un enunt ¢ este nesatisfiabil daca ¢ nu este
satisfiabil.
e Fie , ¥ € E,. Spunem ca din ¢ se deduce semantic ¢ si
scriem ¢ = 1 dacd pentru orice A cu A = ¢ avem A = 9.
Clar, L este enunt, iar pentru orice o-structurd A, avem A [~ L,
i.e. L este nesatisfiabil.



Un exemplu

Vom ilustra in continuare toate conceptele de panad acum. Fie o
prima signaturd data ca exemplu in curs si consideram o-formula

0 = ¥x(x0 - 1 = x0).
Atunci

FV(p) = FV(x-1=x0)\ {xo}
= (Var(xo - 1) U Var(x0)) \ {x0}
= (Var(xg) U Var(1) U Var(x)) \ {xo}
= ({xo} upu {Xo}) \ {XO} = (Z),

deci ¢ este enunt.



Un exemplu

Fie acum A o o-structurd avand pe A ca universsi v: V — A.
Avem ca

lells' =1 & [[¥xo(x0 - 1= x0)[l7' = 1
& pentruorice a € A, ||xo-1= on(iO(_a =1
s = (007,

Vxg—a - Vxg<—a

& pentru orice a € A, A((x0)A 124 Y= (x0)2

Vxg«—a’ “Vxp<a Vxg+—a

& pentru orice a € A, (xp - 1)

& pentru orice a € A, A.(vxyeal(X0); A1) = Vigea(x0)
& pentru orice a € A, A(a, A1) = a,

deci A |= ¢ dacd si numai dacd pentru orice a € A, A(a, A1) = a.



Numarul de elemente

Tot Tn orice signatura o, are sens sa definim, pentru orice n > 2,
enuntul

327 =3 .. Ixa (o = x) A —(xe = x3) AL,

iar pentru orice o-structurd A, si orice n > 2, avem A |= 32" dac3
si numai daca universul lui A are cardinalul cel putin n. Putem
defini si 321 ca fiind Ixy(x1 = x1), care va fi un enunt valid, dat
fiind ca am presupus ca orice structura are universul nevid. De
asemenea, vom mai defini, pentru orice n > 1:

3sn = 32

)

37" =327 A 35"

ce vor avea semnificatiile lor firesti.



Substitutia pe termeni

Pentru orice t, u € T, si y € V, vom defini termenul t[y := u]
(citim, de pild3, ,,t in care y a fost substituit prin u"), in mod
recursiv, astfel:

@ dacat eV,
u, dacdy=t,
tly == u] = .
t, dacay #t.
@ pentruorice s€ F, t1,...,tys) € To,

(st1... t,(s))[y =ul=s(tily :==u])... (t,(s)[y = ul).



Substitutia pe formule

Pentru orice x € F,, y € V si u € T,, vom defini formula
X[y := u] (citim, de pild3, ,x in care y a fost substituit prin u"),
n mod recursiv, astfel:

@ pentru orice t, v € T,,
(t=v)ly = u] := ((tly := u]) = (v]y = u]));

@ pentru orice s € R, t,..., tr(s) € T,

(str...tys))ly == u] := s(trly == u]) ... (tys)ly = u]);

o Ly =ul:=1;
@ pentru orice ¢, ¥ € F,,

(o = )y = u] == (¢ly = u]) = (Ply := u]);
@ pentru orice ¢ € F, si x € V,

(Yxo)ly :=u] = {jX(SO[y = u]), dacé: y f X,
X dacd y = x.



Am dori ca pentru orice , y, u, formula
Vyx = (xly = u])
sa fie valida.

Din pacate, acest lucru nu este adevarat. De pilda, luam
X = Vxo(xo = x1), ¥y := x1, U= xp. Atunci

(=Vx0(x0 = x1))[x1 := x0]
~((Vxo(x0 = x1))[x1 == xo])
=Vxo((xo = x1)[x1 := Xo])

= Vxo(xo[x1 := x0] = x1[x1 := x0])

xly = ]

= —\VX()(XO = X()).



Formula despre care vrem s3 fie valida va fi
VXlﬂVXO(Xo = X1) — —\VX()(X() = Xo).

Dar daca luam A o o-structura al carei univers este multimea
2= {07 1}, iar v : V — 2 oarecare, cum pentru orice a € 2 exista
b€ 2cuaz# b, avem

IVx1=x0(x0 = ) [[' = 1,
iar cum nu este adevarat c3 exista a € 2 cu a # a, avem
I=¥x0(x0 = xo)[I5' = 0.
Ca urmare,

[Wx1—¥x0(x0 = Xx1) — —Vx0(x0 = x0)||A
= |[¥x1—¥x0(x0 = x1)[[7' = [["¥x0(x0 = x0) |1
=1—-0=0,

deci formula nu este valida.



Solutionare

Problema este c3 Tn termenul u apare variabila xp care este apoi
»capturata accidental” de cuantificatorul Vxp ce apare in formula
X. Solutia va fi s3 pdstram definitia datd doar pentru situatiile in
care acest fenomen nu poate aparea. Aceste situatii ,,bune”, ce
depind, fireste, de x, y si u, vor fi definite in continuare sub
titulatura , y este liber pentru v in x".

Definitia lui ,,y este liber pentru u in x" este recursiva si are forma
urmatoare:
@ y este liber pentru u n orice formuld atomica sau in L;
@ y este liber pentru u in ¢ — 9 dacd y este liber pentru u in ¢
si y este liber pentru u in 1;

@ y este liber pentru u in Vxp daca fie avem cd y € FV/(Vxyp),
fie avem cd x ¢ Var(u) si y este liber pentru u in .



Multimea variabilelor unei formule

Pentru a oferi un exemplu general de caz in care aceasta situatie
are loc, definim mul{imea variabilelor unei formule (nu doar cele
libere), prin functia Var : F, — P(V), definitd recursiv prin:

@ pentru orice t, u € T,, Var(t = u) := Var(t) U Var(u);

@ pentru orice s € R si orice ty, ..., t(s) € T,,
Var(sty ... ts)) = Var(t1) U... U Var(tys));
o Var(L):=0;
@ pentru orice ¢, ¥ € F,, Var(p — 1) := Var(p) U Var(y);

pentru orice p € F, si x € V, Var(Vxyp) := Var(p) U {x}.



Exemplul general

Propozitie

Fie x € Fy, y € V, u € T,. Atunci, dacd Var(x) N Var(u) = 0,
avem ca y este liber pentru u in .

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupa x. Cazul netrivial este cel in care
X este de forma Vxp. Stim c3 Var(Vxp) N Var(u) = 0, iar cum
Var(p) C Var(Vxy), avem Var(y) N Var(u) = 0. Din ipoteza de
inductie, avem ca y este liber pentru u in ¢.

Presupunem c3 y € FV(p). Rdmane de ardtat c3 x ¢ Var(u). Dar
aceasta este adevarat, dat fiind c3 x € Var(Vxyp), iar
Var(Vxp) N Var(u) = 0.




Proprietatile substitutiei libere

Pentru a ardta ca, in acest caz de ,substitutie libera”, formulele pe
care le doream valide intr-adevar sunt asa, vom folosi urmatoarele
proprietati, ale caror demonstratii le 1asam ca exercitiu.

Proprietatile substitutiei libere

Fiex € F,, t, ue T,, y € V, A o o-structurd cu universul A si
v:V — A. Atunci:

o (tly :=u)i' =17

1
Vy(—uVA

o daci y este liber pentru u in x, ||x[y := u]||* = ||x||&
yu

A
v




Validitatea

Acum putem demonstra rezultatul dorit.

Propozitie
Fiexe€ F,,y e V, ue T,, Ao o-structurd cu universul A si
v :V — A. Presupunem ca y este liber pentru u in x. Atunci

avem
IVyx — (xly = u])[I3 = 1.

Demonstratie

Presupunem c3 avem |Vyx||! = 1. Atunci, pentru orice a € A,
||X||§y<_a = 1. In particular, ||XH(,‘1<_U;4 = 1, deci, din propozitia

precedenta,
I(xly = ]Il = 1.




Variante libere

Pentru a putea defini corect substitutia Tn cazul general, vom defini
recursiv, pentru orice formuld x si orice W C V finitd, varianta
W-libera a lui y, notatd cu x", in felul urm3tor:

@ dac3 y este atomicd sau L, xV = x;

o (¢ = YW) =W = W,

Vz ((pW[x = z]) , daca x e W,

VxpW, dacs x ¢ W,

unde z este variabila cu indice cel mai mic din multimea
(nevidd) V'\ (W U Var (@W))

o (Vxp)W =

A se observa c3 Tn acest ultim caz, cum z & Var (ng), avem ca

Var (ng) N Var(z) = (), deci substitutia din definitie este libers.



Proprietati ale variantelor libere

Aceste variante libere au urmatoarele proprietati, ale caror
demonstratii le 13sam ca exercitiu.

Propozitie

Fie x € F,.
o Fiey e V, ue T,. Atunci y este liber pentru u in xV2r(4).
e Fie W C V finita, A o o-structura cu universul A si
v:V — A Atunci HXWHJ‘:l = |Ix|IA




Substitutii nelibere

Definim, acum, pentru orice x, y, u astfel incat y nu este liber
pentru u in y,

Xy = u] == Xy =],
Dat fiind ca ne-am restrans la cazul ,,neliber”, nu intram n conflict
de limbaj cu folosirea operatiei de substitutie din cadrul definirii

variantei libere (si nici cu membrul drept de mai sus).

Propozitie

Fie x, y, u astfel incat y nu este liber pentru v in x. Atunci avem,

pentru orice A si v, ||x[y := u]||A = HxHA " si, deci, ca mai

nainte, formula Vyx — (x[y := u]) este vallda

Demonstratie

Fie A si v. Avem, folosind proprietatile anterioare, ca

Var(u Var(u) A

= [IxlI7 .-

y<—uy

Iy = i = |ty = ] = |x




