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Mulţimi de enunţuri

Complet analog celor din logica propoziţională, vom introduce
noţiuni de satisfiabilitate pentru mulţimi de formule, precum şi
semnificaţii corespunzătoare ale semnului |=.

Fie Γ ⊆ Eσ. Pentru orice σ-structură A, spunem că A satisface Γ
sau că A este model pentru Γ, şi scriem A |= Γ, dacă pentru orice
ϕ ∈ Γ, A |= ϕ.

Spunem că Γ este satisfiabilă dacă există o σ-structură A cu
A |= Γ; că este nesatisfiabilă dacă nu este satisfiabilă; şi că este
finit satisfiabilă dacă orice submulţime finită a sa este satisfiabilă.

Ca exemplu, fie Γ := {∃≥n | n ≥ 1}. Atunci o structură satisface Γ
dacă şi numai dacă mulţimea ei subiacentă este infinită.



3

Proprietăţi

Următoarele proprietăţi se demonstrează perfect analog celor din
logica propoziţională.

Proprietăţi
Fie Γ ⊆ Eσ, ∆ ⊆ Γ şi A o σ-structură. Avem următoarele:

Dacă A |= Γ, atunci A |= ∆.
Dacă ∆ este nesatisfiabilă, atunci Γ este nesatisfiabilă.
Avem că A |= Γ dacă şi numai dacă pentru orice Σ ⊆ Γ finită,
A |= Σ.
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Deducţie semantică din mulţimi

Fie Γ ⊆ Eσ şi ϕ ∈ Eσ. Spunem că din Γ se deduce semantic ϕ, şi
scriem Γ |= ϕ, dacă pentru orice σ-structură A cu A |= Γ avem
A |= ϕ. Această noţiune are următoarele proprietăţi analoage celor
din logica propoziţională şi demonstrabile similar.

Proprietăţi
Fie Γ ⊆ Eσ, ∆ ⊆ Γ şi ϕ, ψ ∈ Eσ. Avem următoarele:

Dacă ∆ |= ϕ, atunci Γ |= ϕ.
Mulţimea Γ este nesatisfiabilă dacă şi numai dacă Γ |= ⊥.
Avem Γ |= ϕ dacă şi numai dacă Γ ∪ {¬ϕ} este nesatisfiabilă.
Avem Γ ∪ {ϕ} |= ψ dacă şi numai dacă Γ |= ϕ→ ψ.
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Teorema de compacitate

Din nou ca în logica propoziţională, vom putea enunţa Teorema de
compacitate, în cele două variante ale ei. Această teoremă
reprezintă temelia întregii teorii a modelelor logicii de ordinul I.

Teorema de compacitate
Fie Γ ⊆ Eσ şi ϕ ∈ Eσ. Atunci Γ |= ϕ dacă şi numai dacă
există ∆ ⊆ Γ finită cu ∆ |= ϕ.
O mulţime de enunţuri este satisfiabilă dacă şi numai dacă
este finit satisfiabilă.

Precum în cazul logicii propoziţionale, fiecare dintre variante are
câte o implicaţie imediată, iar implicaţiile care rămân sunt
echivalente între ele (cu demonstraţii perfect analoage). Ceea ce
ne rămâne va fi demonstrarea următorului rezultat.

Teoremă (TK2⇐)
Orice mulţime de enunţuri finit satisfiabilă este satisfiabilă.
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Ultraproduse de ordinul I

Instrumentul cu care s-a demonstrat acel rezultat la logica
propoziţională a fost ultraprodusul. Vom indica în continuare cum
se defineşte această noţiune pentru structuri de ordinul I, definiţia
fiind mai elaborată decât cea pentru evaluări propoziţionale
(cronologic, ea a apărut, însă, anterior).

Considerăm σ = (F ,R, r) signatura peste care lucrăm. Fie I o
mulţime nevidă, A = (Ai )i∈I o familie de σ-structuri, astfel încât,
pentru orice i ∈ I, Ai = (Ai , (Ai ,s)s∈F∪R) şi U un ultrafiltru pe I.
Vom nota cu AU = (AU , (AU

s )s∈F∪R) σ-structura care va
reprezenta ultraprodusul familiei A relativ la U şi pe care o vom
defini în continuare.

Cum, pentru orice i ∈ I, Ai 6= ∅, aplicând Axioma alegerii, avem că∏
i∈I Ai 6= ∅.
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Ultraproduse de ordinul I
Vom defini o relaţie de echivalenţă pe

∏
i∈I Ai , notată cu ∼U , în

felul următor: pentru orice (fi )i∈I , (gi )i∈I ∈
∏

i∈I Ai , spunem că
(fi )i∈I ∼U (gi )i∈I dacă

{i ∈ I | fi = gi} ∈ U,

şi vom pune AU :=
∏

i∈I Ai/ ∼U .

Pentru orice s ∈ F ∪ R şi orice (a1,i )i∈I , . . . , (ar(s),i )i∈I , punem,
dacă s ∈ F ,

AU
s ( ̂(a1,i )i∈I , . . . , ̂(ar(s),i )i∈I) := ̂(Ai ,s(a1,i , . . . , ar(s),i ))i∈I ,

iar dacă s ∈ R,

( ̂(a1,i )i∈I , . . . , ̂(ar(s),i )i∈I) ∈ AU
s :⇔ {i ∈ I | (a1,i , . . . , ar(s),i ) ∈ Ai ,s} ∈ U.

Se poate demonstra că aceste definiţii sunt corecte (nu depind de
reprezentanţi) şi, deci, am terminat de definit ultraprodusul AU .
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Funcţii cu valori într-un produs cartezian

Având în vedere că în definirea ultraprodusului se foloseşte
produsul cartezian (de aici îi vine şi denumirea, lucru care nu era
vizibil în logica propoziţională), vom da nişte definiţii ce se referă
la funcţii cu valori într-o asemenea mulţime.

Fie I o mulţime şi (Ai )i∈I . Fie v : V →
∏

i∈I Ai şi U un ultrafiltru
pe I. Pentru orice i ∈ I, definim vi : V → Ai , punând, pentru orice
x ∈ V , vi (x) := v(x)i , şi mai definim vU : V → AU , punând,
pentru orice x ∈ V , vU(x) := v̂(x).

Proprietăţi
Fie x ∈ V şi a = (ai )i∈I ∈

∏
i∈I Ai . Avem următoarele:

Pentru orice i ∈ I, (vx←a)i = (vi )x←ai .
Avem (vx←a)U = (vU)x←â.
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Teorema fundamentală a ultraproduselor

Teorema fundamentală a ultraproduselor (Łoś)
Fie I o mulţime nevidă, A = (Ai )i∈I o familie de σ-structuri astfel
încât pentru orice i ∈ I, notăm cu Ai universul lui Ai ,
v : V →

∏
i∈I Ai şi U un ultrafiltru pe I. Atunci:

Pentru orice t ∈ Tσ,

tAU

vU = ̂(tAivi )i∈I .

Pentru orice χ ∈ Fσ,

‖χ‖AU

vU = 1⇔ {i ∈ I | ‖χ‖Ai
vi = 1} ∈ U.

Demonstraţia depăşeşte cadrul cursului. Ea poate fi, însă, un
exerciţiu pentru cei interesaţi – se face prin inducţie structurală;
cazul oarecum mai netrivial este cel al cuantificatorului universal,
unde se vor folosi şi proprietăţile care au fost (cu acest scop)
indicate anterior ale funcţiilor cu valori într-un produs cartezian.
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Teorema fundamentală a ultraproduselor

Corolar
Fie I o mulţime nevidă, A = (Ai )i∈I o familie de σ-structuri şi U
un ultrafiltru pe I. Atunci, pentru orice χ ∈ Eσ,

AU |= χ⇔ {i ∈ I | Ai |= χ} ∈ U.

Următorul rezultat se deduce întocmai ca la logica propoziţională.

Teorema fundamentală a ultraproduselor – versiunea 2
Fie I o mulţime nevidă, A = (Ai )i∈I o familie de σ-structuri şi U
un ultrafiltru pe I. Atunci, pentru orice ∆ ⊆ Eσ finită,

AU |= ∆⇔ {i ∈ I | Ai |= ∆} ∈ U.
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Trucul lui Scott
Pentru a demonstra Teorema de compacitate, mai avem nevoie de
un rezultat, anume o formă mai tare a Axiomei alegerii.

Teoremă (Axioma alegerii pentru proprietăţi)
Fie P o proprietate ce are două argumente şi I o mulţime astfel
încât pentru orice i ∈ I, există x cu P(i , x). Atunci există o familie
(xi )i∈I astfel încât pentru orice i ∈ I, P(i , xi ).

Demonstraţie
Vom folosi faptul că orice mulţime are rang. Pentru orice i ∈ I,
punem αi să fie acel ordinal α minim cu proprietatea că există
x ∈ Vα cu P(i , x) şi apoi punem

Xi := {x ∈ Vαi | P(i , x)} 6= ∅.

(Acest procedeu de formare a mulţimilor Xi se numeşte trucul lui
Scott.) Aplicăm, apoi, Axioma alegerii pe familia (Xi )i∈I şi
obţinem familia cerută.
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Demonstraţia teoremei de compacitate

Putem, acum, demonstra acea implicaţie rămasă a Teoremei de
compacitate.

Teoremă (TK2⇐)
Fie Γ ⊆ Eσ finit satisfiabilă. Atunci Γ este satisfiabilă.

Demonstraţie
Fie I := Pfin(Γ) = {∆ ∈ P(Γ) | ∆ finită}. Cum ∅ ∈ I, I 6= ∅.
Pentru orice ∆ ∈ I, există o σ-structură A cu A |= ∆. Din
teorema precedentă, există o familie de σ-structuri (A∆)∆∈I astfel
încât, pentru orice ∆ ∈ I, A∆ |= ∆.

Demonstraţia curge apoi întocmai ca la logica propoziţională. A
se observa că avem nevoie de Axioma alegerii de multe ori
(inclusiv în Teorema fundamentală a ultraproduselor, pe care nu
am demonstrat-o!).
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Ultima semnificaţie a lui |=

Fie Γ, ∆ ⊆ Eσ. Vom nota:
prin Γ |= ∆ faptul că pentru orice σ-structură A cu A |= Γ
avem A |= ∆;
prin Γ ∼ ∆ faptul că pentru orice σ-structură A, A |= Γ dacă
şi numai dacă A |= ∆.

Observăm că Γ ∼ ∆ dacă şi numai dacă Γ |= ∆ şi ∆ |= Γ.

Ştiind aceste noţiuni, vom putea prezenta câteva aplicaţii ale
Teoremei de compacitate.
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Aplicaţii ale teoremei de compacitate

Propoziţie
Fie Γ, Σ ⊆ Eσ cu Γ |= Σ şi Σ finită. Atunci există ∆ ⊆ Γ finită cu
∆ |= Σ.

Demonstraţie
Demonstrăm prin inducţie după cardinalul lui Σ. Pentru cazul
|Σ| = 0, i.e. Σ = ∅, putem lua ∆ := ∅.

Presupunem acum că există n ∈ N astfel încât |Σ| = n+ şi luăm
Σ′ ⊆ Eσ şi ϕ ∈ Eσ cu |Σ′| = n şi Σ = Σ′ ∪ {ϕ}. Atunci avem
Γ |= Σ′ şi Γ |= ϕ. Din prima afirmaţie, aplicând ipoteza de
inducţie, avem că există ∆′ ⊆ Γ finită cu ∆′ |= Σ′, iar din a doua,
aplicând Teorema de compacitate, avem că există ∆′′ ⊆ Γ finită cu
∆′′ |= ϕ. Atunci ∆ := ∆′ ∪∆′′ este mulţimea finită căutată.
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Aplicaţii ale teoremei de compacitate

Corolar
Fie Γ, Σ ⊆ Eσ cu Γ ∼ Σ şi Σ finită. Atunci există ∆ ⊆ Γ finită cu
Γ ∼ ∆, sau, echivalent, Σ ∼ ∆.

Demonstraţie
Cum Γ |= Σ şi Σ este finită, din propoziţia precedentă obţinem că
există ∆ ⊆ Γ finită cu ∆ |= Σ. Dar Σ |= Γ, deci ∆ |= Γ. Mai mult,
cum ∆ ⊆ Γ, avem Γ |= ∆, deci Γ ∼ ∆.
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Aplicaţii ale teoremei de compacitate

Propoziţie
Fie Γ ⊆ Eσ astfel încât pentru orice m ∈ N există A |= Γ astfel
încât universul lui A are cardinalul mai mare sau egal cu m. Atunci
Γ are un model cu universul infinit.

Demonstraţie
Fie Σ := Γ ∪ {∃≥n | n ≥ 1}. Clar, dacă Σ ar fi satisfiabilă, atunci
un model al său ar fi un model al lui Γ cu universul infinit. Din
Teorema de compacitate, este suficient să arătăm că Σ este finit
satisfiabilă.

Fie ∆ ⊆ Σ finită şi vrem să arătăm că ∆ este satisfiabilă. Avem că
există m ∈ N astfel încât ∆ ⊆ Γ ∪ {∃≥n | 1 ≤ n ≤ m}.

Ştim că există A |= Γ astfel încât universul lui A are cardinalul mai
mare sau egal cu m. Atunci A |= ∆, deci ∆ este satisfiabilă.
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Aplicaţii ale teoremei de compacitate

Propoziţie
Nu există Γ ⊆ Eσ astfel încât pentru orice σ-structură A, avem
A |= Γ dacă şi numai dacă universul lui A este finit (altfel spus,
logica de ordinul I nu poate captura finitudinea).

Demonstraţie
Presupunem că ar exista un asemenea Γ. Din propoziţia
precedentă, este suficient să arătăm că pentru orice m ∈ N există
A |= Γ astfel încât universul lui A are cardinalul mai mare sau egal
cu m. Fie m ∈ N. Luăm A o σ-structură având ca univers pe m+

(de ce există aşa ceva?). Atunci A are universul finit, deci, din
ipoteză, A |= Γ şi A este cea căutată.
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Aplicaţii ale teoremei de compacitate

Propoziţie
Nu există Γ ⊆ Eσ finită astfel încât pentru orice σ-structură A,
avem A |= Γ dacă şi numai dacă universul lui A este infinit.

Demonstraţie
Presupunem că ar exista un asemenea Γ. Atunci
Γ ∼ {∃≥n | n ≥ 1}. Dintr-o propoziţie anterioară, există m ∈ N cu
Γ ∼ {∃≥n | 1 ≤ n ≤ m}. Fie A o σ-structură având ca univers pe
m+. Atunci A |= {∃≥n | 1 ≤ n ≤ m}, deci A |= Γ. Însă A are
universul finit, ceea ce contrazice ipoteza făcută despre Γ.
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Teorema Löwenheim-Skolem în sus

Teorema Löwenheim-Skolem în sus
Fie Γ ⊆ Eσ astfel încât Γ are un model cu universul infinit şi κ un
cardinal. Atunci Γ are un model cu universul de cardinal mai mare
sau egal decât κ.

Demonstraţie
Aplicând o propoziţie veche, fie C o mulţime astfel încât
C ∩ Sσ = ∅ şi |C | = κ. Fixăm o bijecţie f : κ→ C şi notăm,
pentru orice α ∈ κ, f (α) cu cα. Dacă avem σ = (F ,R, r), notăm
σ′ := (F ∪ C ,R, r ′) unde r ′|F∪R = r şi, pentru orice c ∈ C ,
r ′(c) = 0. Atunci σ′ este o signatură cu σ ≤ σ′. Notăm

Σ := Γ ∪ {¬(cα = cβ) | α, β ∈ κ, α 6= β} ⊆ Eσ′ .

Vom arăta că Σ este satisfiabilă.
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Teorema Löwenheim-Skolem în sus

Demonstraţie (cont.)
De ce ne rezolvă problema faptul că Σ este satisfiabilă? Dacă
avem B′ |= Σ, atunci B′ |= Γ. Fie B redusa lui B′ la σ. Atunci
B |= Γ (exerciţiu!), iar B şi B′ au acelaşi univers, pe care îl notăm
cu B. Considerăm funcţia g : κ→ B, definită, pentru orice α ∈ κ,
prin g(α) := B′cα

. Atunci g este injectivă şi, deci, κ ≤ |B|. Ca
urmare, B este modelul căutat.

Din Teorema de compacitate, este suficient să arătăm că Σ este
finit satisfiabilă. Fie ∆ ⊆ Σ finită şi vrem să arătăm că ∆ este
satisfiabilă. Avem că există D ⊆ κ finită astfel încât

∆ ⊆ Γ ∪ {¬(cα = cβ) | α, β ∈ D, α 6= β}.
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Teorema Löwenheim-Skolem în sus

Demonstraţie (cont.)
Fie A un model al lui Γ cu universul infinit A şi h : D → A
injectivă. Fie a ∈ A arbitrar. Fie A′ o expansiune a lui A la σ′
(avem A′ |= Γ – exerciţiu!), unde, pentru orice α ∈ κ, avem

A′cα
:=

{
h(α), dacă α ∈ D,
a, dacă α 6∈ D.

Atunci A′ |= ∆ şi deci ∆ este satisfiabilă.


