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Axioma regularitatii

Ultima axioma a sistemului ZFC este Axioma regularitatii.

Axioma regularitatii

Pentru orice multime nevid3 a, exista b€ acu anb = 0.

Pentru a oferi o intuitie asupra axiomei, vom prezenta anumite
consecinte imediate.

Propozitie

Nu exista x cu x € x.

Demonstratie

Presupunem c3 existd x cu x € x. Fie a:= {x}, deci x € anx.
Din Axioma regularitatii, avem c3 existd b € acu an b = (). Dar,
cum a = {x}, avem b = x, deci an x = (. Contradictie!




Cicli de lungime 2 sau 3

Rationamentul se poate extinde usor la cicli de lungime scurta.

Propozitie

Nu existd x, y cu x € y € x.

Demonstratie

Presupunem c3 existd x, y cu x € y € x. Fie a:= {x, y}, deci
x €aNysiyeanx. Din Axioma regularitdtii, avem anNx =0
sau aNy = (), contradictie.

Propozitie

Nu exista x, y, zcu x € y € z € x.

Demonstratie

Presupunem c3 existd x, y, zcu x € y € z € x. Fie a:= {x,y, z},
decix €any, y €anzsi ze€ anx. Din Axioma regularitatii,
avem aNx =0, any =0 sau an z = (), contradictie.




Cicli de lungime arbitrara

Putem arata acum ca nu exista cicli de lungime arbitrara.

Propozitie

Nu existd n € N si (x;);<,+ astfel incit xg € xp, iar, pentru orice
i < n, sa avem Xx;+ € Xx;.

Demonstratie

| \

Presupunem c3 am avea n € N si (x;);<,+ astfel incat xo € xp, iar,
pentru orice i < n, avem x;+ € x;. Notam

a:={x|i<nt}

Atunci, din Axioma regularit3tii, exist§ i < n™, deci i < n, cu
anx;=0. Dacd i < n, avem x;+ € aN x;, contradictie. Dac3
i = n, avem xg € aN x, = aN x;, contradictie.




Mai mult, putem arata ca nu exista nici siruri descendente infinit
de lungi.

Propozitie (Principiul sirului)

Nu existd (x;)ien astfel incat pentru orice i € N s3 avem x;+ € x;.

Demonstratie

Presupunem c3 am avea (x;);en astfel incat pentru orice i € N
avem x;+ € x;. Notam

a:={x|ieN}L

Atunci, din Axioma regularit3tii, existd i € N cu anx; = (). Dar
atunci x;+ € an x;, contradictie.

Acest principiu are o form3 mai intuitivd ca Axioma regularitatii,
dar este echivalent cu ea, dup3a cum vom vedea imediat.



Inapoi la Axioma regularitatii

Propozitie

Principiul sirului implica Axioma regularitatii.

Demonstratie

Fie a o multime nevida si presupunem c3, pentru orice b € a,
anb#0. Notdm [ :=P(a) \ {0}. Atunci, aplicind Axioma
alegerii, exista (g;);c/ astfel incat, pentru orice i € I, g; € i.
Definim h: N — a punand h(0) := g, iar, pentru orice n € N,
h(n™) := gann(n). Asadar, am construit un sir

h(0) > h(1) > h(2) > ..., contradictie!




lerarhia cumulativa von Neumann

Axioma regularitatii ne permite sa descriem, oarecum, modul cum
sunt ,formate” multimile. Definim recursiv un sir de multimi,
indexat de ordinali, care se numeste ierarhia von Neumann:

Vo := 0, pentru orice ordinal 3, punem Vg :=P(Vjp), iar pentru
orice ordinal limita «, punem

Vo =J{Vy v <a}l= ] V.

<o

Fie x o multime astfel Tncat exista « cu x € V,, si alegem o minim
cu aceast3 proprietate. Atunci a # 0 (fiinded Vo = 0) si o nu
poate fi limit3, fiindcd atunci ar exista vy < o cu x € V,,
contrazicAnd minimalitatea lui o. Rezultd c3 existd 3 cu a = BT,
iar pe acest § il numim rangul lui x. 1l notdm cu rg(x). Mai
spunem, deci, pentru orice x, cd x are rang daca exista « cu

x € V,.



Rangul si apartenenta

Fie o un ordinal, x € V,, y € x. Atunci exista § < « astfel incat
y € Vs.

| A

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupad . Dacd o =0, V,, =0 si nu
avem ce demonstra. Daca « este limita, atunci exista v < « cu

x € V,, si aplic ipoteza de inductie pentru . Rdmane cazul cand
existd 3 cu v = BT Atunci x € Vg = P(Vj), deci x C V3. Cum
y € x, avem y € V3, deci putem lua § := 3.

A\

Asadar, daca x si y sunt astfel incat y € x si x are rang, atunci y
are rang si rg(y) < rg(x).



Incluziunea multimilor din ierarhie

Urmatoarea propozitie aratd faptul ca ierarhia multimilor este
cumulativa.

Propozitie

Fie o un ordinal. Atunci:
@ Dacd v < a, atunci V, C V,.

@ Avem ca V, este tranzitiva.

Demonstratie

@ Din nou, demonstram prin inductie dupa «, iar cazul succesor
este cel netrivial. Fie 8 cu a = 8*. Fie x € V,. Atunci, ori
7 < B, iar din ipoteza de inductie avem x € V3, ori v = §3,
deci x € V3. Fie y € x. Atunci existd 6 < 8 cu y € Vj, iar,
din nou din ipoteza de inductie, avem y € V3. Am
demonstrat ca x C Vg, deci x € P(V3) = Vi+ = V.

@ Fie x € V,, si y € x. Atunci existd § < o cu y € V5, si avem
Vs C V,, deci y € V,.




Daca toate elementele au rang

Propozitie

Fie x o multime ale carei elemente au toate rang. Atunci x are
rang.

Demonstratie

Fie H:={rg(y) | y € x} si a :=sup H. Fie y € x. Avem
rg(y) < a, deci rg(y)* < at si Vigg(y))r € Var. Cum

Y € Virg(y))+ rezulta cd y € V,+. Am demonstrat cd x C V4,
deci x € P(Vp+) = Vi




Inchiderea tranzitiva

Pentru orice multime X, definim To(X) := X si apoi, recursiv,
pentru orice n € N, T,+(X) := U Tp(X). Punem:

T(X) = | Ta(X).

neN

Multimea T(X) se numeste inchiderea tranzitiva a lui X. Este o
multime tranzitiva care include pe X, iar pentru orice multime
tranzitivda Y cu X C Y, avem T(X) C Y.

Pentru a demonstra c3 este tranzitivd (lucru de care vom avea
nevoie Tn scurt timp), fie b € T(X) si a € b. Atunci existd n cu
b e Th(X), sideci aelJTh(X)= T,+(X)C T(X). Cealaltd
afirmatie raméane ca exercitiu.



Principiul rangului

Propozitie (Principiul rangului)

Orice multime are rang.

Demonstratie

Presupunem ca existd o multime X fara rang. Fie A:= T({X}).
Atunci A este tranzitivd si X € A. Aplicam Axioma alegerii ca s3
obtinem o familie (gy)yep(a)\ (o} astfel incat, pentru orice Y C A
nevida, gy € Y. Fie b € A. Definim, recursiv, o functie

h: N — AU {b} prin h(0) := X, iar pentru orice n € N, dacd
h(n) € A'si h(n) nu are rang, atunci existd z € h(n) fard rang, iar,
cum A este tranzitivd, h(n) C A, deci putem pune

h(n+) ‘= B{zeh(n)|z nu are rang} € h(n)a

iar in caz contrar, punem h(n™") := b. Se arat3 prin inductie c3
pentru orice n, h(n) € A si h(n) nu are rang. Ca urmare, am
construit un sir h(0) > h(1) > h(2) > ..., contradictie!




Asadar, acceptand Axioma regularitatii, toate multimile sunt
cuprinse in ierarhia von Neumann:

Notatia V' vine atat de la numele lui von Neumann, cat si de la
forma de V a ierarhiei.



Inapoi la Principiul sirului

Putem folosi si Principiul rangului pentru a demonstra Principiul
sirului, Tn felul urm3tor. Fie (xp)nen un sir cu

X02X12X22 ...
Atunci avem
rg(xo) > rg(x1) > rg(x) > ...
Deci, multimea nevida de ordinali {rg(x;) | i € N} nu are minim,

contradictie!

Am ardtat, asadar, ca Axioma regularitatii, Principiul sirului si
Principiul rangului sunt enunturi echivalente. Mare atentie, insa —
in demonstrarea echivalentei am folosit Axioma alegerii!



Axioma inductiei

O alta form3 echivalent3 — si, oarecum, mai intuitivd — a acestor
principii este Axioma inductiei.

Axioma inductiei

Pentru orice proprietate P astfel incat, pentru orice x, avem ca,
dacd, pentru orice y € x, avem P(y), atunci avem P(x), este
adevadrat cd, pentru orice x, P(x).

Propozitie

Axioma inductiei este echivalenta cu Principiul rangului.

Demonstratie

Presupunand Principiul rangului, presupunem P ca in enuntul
axiomei si presupunem c3 avem x fard P(x). Ludm x de rang
minim. Atunci, pentru orice y € x, rg(y) < rg(x), deci P(y), deci
avem P(x), contradictie! Pentru implicatia inversa, ludm P s3 fie
proprietatea de a avea rang.




Multimi inchise la intersectii finite

Pentru tot restul capitolului, fixam / o multime nevida.

Urmatoarea propozitie rezultd imediat prin inductie.

Propozitie-Definitie

Fie G C P(/). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
@ pentru orice S1, S € G, 51N'S; € G;
@ pentru orice A C G finita nevida, A € G.

In acest caz, spunem c3 G este inchisa la intersectii finite.




Filtre

Definitie
Se numeste filtru pe / o submultime F a lui P(/) cu urmatoarele
proprietati:

e 0&F, IeF;

@ F este inchisa la intersectii finite;

@ pentru orice S1, So C/cu 51 € Fsi S C Sy, avem S € F.

v

De exemplu, {/} este filtru pe / (aici folosim faptul c3 / este
nevidd). Observdm si cd dacd F este un filtru, pentru niciun S C /
nu pot avea simultan S € F si I\ S € F, deoarece atunci am avea
) =Sn(I\S) € F, contradictie.



Proprietatea intersectiilor finite

Fie G C P(/).
@ Spunem c3 G are proprietatea (slaba a) intersectiilor finite

daca pentru orice A C G finita nevid3, N A # (.

@ Spunem c3 G are proprietatea tare a intersectiilor finite
daci ) € G, iar G este inchis3 la intersectii finite.

Clar, proprietatea tare a intersectiilor finite o implicd pe cea slaba.
Orice filtru posed3 proprietatea tare a intersectiilor finite.




Filtrul generat

Propozitie-Definitie
Fie G C P(I) care are proprietatea intersectiilor finite. Dac3
G # (), atunci multimea

{S € P(I) | exists A C G finits nevidd cu [|A C S}

este filtru care include pe G si 1l numim filtrul generat de G.
Dacd G = (), spunem c3 filtrul generat de G este {/}.

Demonstratie

Not3m cu F acea multime. Dac3 am avea () € F, ar exista AC G
finit3 nevidd cu A C (), deci (A = (), ceea ce contrazice faptul

c3 G are proprietatea intersectiilor finite. Cum G # (), exist3

X € G, iar ({X} =X C |/, deci | € F. Vedem si c&, pentru orice
X € G, avem {X} =X C X, deci X € F.




Filtrul generat

Demonstratie (cont.)

Fie S1, S> € F. Avem c3 existd A, B C G finite nevide cu
NACS;si(BCS,. Atunci

N(AuB) = (NA)n(NB) S SinS,

iar cum AU B C G este finitd si nevida, avem S1 NS, € F.

Fie S1, S C/cu 51 € Fsi S € Sy. Avem c3d exista A C G finita
nevidd cu (YA C 51, deci A C Sy si S € F.

De asemenea, pentru orice G C P(/) si orice filtru care include pe
G, avem c3 acel filtru include filtrul generat de G (exercitiu!).



Caracterizarea proprietatii intersectiilor finite

Dacd avem T C [ nevid3, atunci { T} are proprietatea (chiar tare
a) intersectiilor finite. Notez filtrul generat de {T} cu [T), i.e.

[T)={SCI|TCS}.

Un asemenea filtru se numeste filtru principal.

Corolar
Fie G C P(/). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
@ G are proprietatea intersectiilor finite.

@ Existd un filtru pe / care include pe G.

| \

Demonstratie

Daca G are proprietatea a intersectiilor finite, atunci filtrul generat
de G este un filtru pe / care include pe G. Invers, daca exista un
filtru F care include pe G, atunci pentru orice A C G finita nevid3,
ACFsideciNAc FsiNA#D.




Ultrafiltre

Fie U un filtru pe /. Urm3toarele afirmatii sunt echivalente:

@ pentru orice filtru F cu U C F, avem U = F (adicd U este
filtru maximal);

@ pentru orice S1, S C /cu S1US, € U, avem 51 € U sau
52 e U,

@ pentru orice S C /, avem (exact una dintre) S € U sau

I\SeVu.

In acest caz, U se numeste ultrafiltru.

Demonstratie

Incepem prin a arita echivalenta ultimelor dou3 propriet3ti. Dac3
avem S C /, atunci SU(/\S)=/€ Usideci S€ Usau I\ S € U.
Invers, dacd avem S;, So C /cu S1US, € U, presupunem S; & U
si atunci [\ S; € U, deci (51U S)N(/\ S1) € U. Dar

(51 U 52) N (/ \ 51) C S,, deci S5, € U.




Ultrafiltre

Demonstratie (cont.)

Aratam acum echivalenta dintre prima si a treia proprietate.
Presupunem c3 existda F cu U C F. Fie Se F\ U. Cum S ¢ U,
avem [\ S € U, deci I\ S € F, contradictiecu S € F.

In sfarsit, presupunand c3 U este maximal, fie S C /cu S & U.
Vrem [\ S € U. Dacd S =0, atunci I\ S =/ € U. Presupunem
S#0. Fie G:= UU{S}. Dac3 ar exista un filtru F cu G C F,
atunci U C F, contradictie cu maximalitatea lui U. Deci G nu are
proprietatea intersectiilor finite, i.e. exista A C G finita nevid3 cu
NA=0. Cum U este filtru, AZ U, deci S € A. Dacd A= {S},
atunci (A =S # (), contradictie. Deci existda B C U finitd nevida
cuA=BU{S}. AvemNBeUsih=NA=(NB)NS. Asadar,
NBC/I\SsicumBe U, avem I\ S € U.




Probabilitati finit aditive

Propozitie

Fie U C P(/). Atunci U este ultrafiltru daca si numai dac3
xu : P(I) — 2 satisface urmatoarele proprietati (care o fac s3 fie o
probabilitate finit aditiva):

o xu(?) =0, xu(l) =1,
@ pentru orice n € N si orice familie (A;)i<, de submultimi ale
lui /, astfel incat, pentru orice i, j < ncui#j, AiNA; = 0,

XU (U A,-) = xu(A).

i<n i<n

Demonstratie
Exercitiu.




Reuniuni disjuncte

Propozitie (Galvin & Horn, 1970)

Fie U C P(/). Atunci U este ultrafiltru daca si numai dacd, pentru
orice familie (A;)i<3 de submultimi ale lui /, astfel incat, pentru
orice i, j <3 cui#j, AinAj =0, iar AgUA; UA, =/, avem c3
exista si este unic i < 3 cu A; € U.

| \

Demonstratie

Cum I =1U@UD, avem | € Usi () ¢ U. Mai departe, pentru orice
SCIl, 1=SU(I\S)UD, de unde scoatem c3 exact una dintre S
si/\Sein U. Apoi, dacd S; € Ussi S, C/cu 51 C Sy, scriem
I=5U(S2\S1)U(I\S2), iarcum S € U, avem [\ S ¢ U,
deci, din cele dinainte, S, € U.




Reuniuni disjuncte

Demonstratie (cont.)

Pentru orice X, Y e U,cum I\ Y ¢ Usi X € U, avem X Z I\ Y,
deci XNY #0.

Acum, fie 51, So € U si vrem 51N S, € U. Scriem
I=(51NS)U((S1\S)U(l\ S).

Presupunem /\ S; € U. Cum S; € U, avem (/\ $1) N S1 # 0,
contradictie. Analog, folosind ¢ S; € U, avem c3 $1\ S» ¢ U.
Rezulta c3 S1 NS, € U.

Se observa si ca acel 3 din enunt nu se poate reduce la 2, asadar
existd | si U C P(I) care nu este ultrafiltru, dar avem c3, pentru
orice X C [, fie X € U, fie I\ X € U. De exemplu, putem lua
l:=3si U:={{0,1},{1,2},{0,2},{0,1,2}}.



Teorema de existenta a ultrafiltrului

Teorema de existenta a ultrafiltrului

Fie F un filtru. Atunci exista un ultrafiltru U cu F C U.

Demonstratie

Notam
F:={H CP(l)| H este filtru si F C H}.

Atunci (F, C) este multime partial ordonat3 (exercitiu!) si F € F.
Ardtam c3 (F, C) este inductiv ordonatd. Fie L C F un lant.
Dac3 L = (), atunci F majoreaz3 pe L. Dac3 L # (), atunci |J L
este un filtru din F care majoreaza pe L (exercitiu!). Asadar, din
Lema lui Zorn, exista un element maximal U in F. Mai trebuie
aratat ca U este maximal ca filtru. Daca avem un filtru J cu

U C J, atunci, cum F C U, avem F C J si deci J € F si avem

U = J din maximalitatea lui U in F.

Teorema de existenta a ultrafiltrului nu se poate arata fara Axioma
alegerii, dar se stie ca este strict mai slaba decat ea.



Din nou caracterizarea proprietatii intersectiilor finite

Fie G C P(/). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

@ G are proprietatea intersectiilor finite.
@ Exista un filtru pe / care include pe G.

@ Exista un ultrafiltru pe / care include pe G.




Ultrafiltre principale

Fie x € I. Atunci se poate vedea cd [{x}) ={S C /| x € S} este
ultrafiltru: anume, dacd am avea un filtru F cu [{x}) € F, atunci
amavea S€ Fcux ¢S, siatunci ) = {x} NS € F, contradictie!

Putem arata si ca orice ultrafiltru principal este de aceastd forma.
Fie T nevid3 astfel incat U :=[T) este ultrafiltru. Fie x € T si
presupunem T # {x}. Avemsicd T # T \ {x}, iar
{x}U(T\{x})=T € U. Deci {x} € Usau T\ {x} € U, adica
T C{x}sau T C T\ {x}. Niciuna dintre aceste posibilitdti nu
este adevaratad, deci am ajuns la o contradictie.

Mai mult, putem arata si ca un ultrafiltru este principal daca si
numai daca el contine o multime finitd. Un sens este aratat de
rationamentul anterior, asadar ramane sa il aratam pe celdlalt, i.e.
pentru orice ultrafiltru U care contine o multime finitd (nevidd) S,
avem ca U este principal.



Ultrafiltre principale

Demonstram prin inductie dupa cardinalul nenul al lui S.

Dac3 el este 1, existd x cu S = {x}, deci [{x}) C U. Dar [{x})
este ultrafiltru, deci maximal, asadar U = [{x}).

Fie n cu 1 < n astfel incat S are cardinalul n™. Atunci exist3
x € Ssi T de cardinal n astfel incat {x} U T =S € U. Atunci
{x} € Usau T € U si putem aplica ipoteza de inductie.

In particular, pe o multime finit3, orice ultrafiltru este principal.



Ultrafiltre neprincipale

Daca / este infinita, atunci multimea
{T CI|I\T este finita}

este filtru pe / (exercitiu!), numit filtrul Fréchet pe /.

Daca U este un ultrafiltru neprincipal pe /, atunci el include filtrul
Fréchet. Dacd nu ar fi asa, atunci ar exista T C [ cu [\ T finitd si
T ¢ U. Dar atunci I\ T € U si deci U contine o multime finit3 si
este principal, contradictie.

Invers, daca U include filtrul Fréchet, presupunand ca U este
principal, avem c3 existd S € U finita. Notdnd T :=1/\ S, avem
I\ T =S sideci T estein filtrul Fréchet, deci si in U. Dar atunci
) =T NS e U, contradictie.

Am demonstrat c3, pe o multime infinita, un ultrafiltru este
neprincipal daca si numai dac3 el include filtrul Fréchet. Ca
urmare, pe orice multime infinitd exista un ultrafiltru neprincipal.



Aplicatie: idealele lui 2%

Multimea 2 are o structurd natural3 de inel (izomorfd cu Zy), si de
aceea si 2 are. Pentru orice ideal propriu / al lui 2%, construim

Fir:={AeP(N)|xma € I},
care este filtru pe N (exercitiu!).

Despre aplicatia / — Fj, de la idealele proprii ale lui 2N la filtrele
pe N, se poate arata:

@ ca este bijectiva;
o idealele principale corespund filtrelor principale;

@ idealele maximale corespund ultrafiltrelor.



