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Logica propozitionala



In acest moment putem incepe studiul sistemelor logice. Dintre
ele, logicii de ordinul | i se poate observa de pe acum relevanta,
deoarece cu ajutorul ei se vor putea formaliza riguros axiomele
teoriei multimilor ZFC, care au fost studiate Tn capitolul precedent.

In definirea si n studiul acestor sisteme, vom folosi, Tns3, aparatul
teoriei multimilor. Apare astfel o problema de genul ,,ce a fost
Tnainte, oul sau gaina?" care va trebui clarificatd la un moment dat.

Inainte de a studia ideile si conceptele logicii de ordinul I, le vom
studia pe cele ale logicii propozitionale, care deseori sunt imagini in
miniaturd ale primelor si pot ajuta la formarea unei intuitii.



“An exposition of what logicians call the propositional calculus can
annoy and mystify mathematicians. It looks like a lot of fuss [...],
it puts much emphasis on the alphabet and it gives detailed
consideration to ‘variables’ (which do not in any sense vary).
Despite (or because of?) all the pedantic machinery, it is hard to
see what genuine content the subject has. Insofar as it talks about
implications between propositions, everything it says looks obvious.
Does it really have any mathematical value?”

— Paul Halmos, | Want to Be a Mathematician: An
Automathography (1985)



Tabele de adevar — recapitulare

In liceu, la disciplina Logic3 si argumentare (si nu numai acolo),
s-au studiat tabele de adevar. Acestea serveau la solutionarea unor
cerinte precum: sd se arate cd formula p — ((q¢ — r) — p) este

tautologie.
p q rig—=r|i(@=r)—=plp—=>((g—r)—p)
1 1 1| 1 1 1
1 10| 0 1 1
101 1 1 1
1 00| 1 1 1
01 1] 1 0 1
01 0| 0 1 1
00 1| 1 0 1
000 1 0 1

Vom arata acum un prim mod de a formula si rezolva riguros o
asemenea cerinta.



Operatii pe 2

Reamintim: 2 = {0,1}. Vom mai nota, ocazional, L := 0 si
T := 1. Vom defini operatiile 7 :2 — 2, =, A, V, & 22 5 21n
mod exhaustiv, prin urmatoarele tabele:

=l o]

= O R OlQu
_ O o ol>
I—lOOD—‘i



Tabelul de adevar riguros

Prin urmare, enuntul anterior se poate reformula ca: s3 se arate ca
pentru orice p, q, r € 2, avem p = ((¢9 = r) = p) = 1.

p g rigari(g=r)=plp—=>({(g—=r)—p)
11 1] 1 1 1
110 0 1 1
10 1| 1 1 1
100 1 1 1
01 1] 1 0 1
010 0 1 1
00 1| 1 0 1
000 1 0 1




Proprietati imediate

Fie p, g € 2. Atunci:

e p=p—=>1L, T=-1l=1-—1,
p=1lep=0p=0sp=1 p=p;
p=*qg=1lep<g
p—+q=-pVgq pVg=-p—gq;
pAq==(p——q),
=(pAq) = (=p)V(=q), ~(pV q) = (=p) A (=q) (de Morgan);
p<q=(p—q)A(qg—p).

In particular, toate operatiile definite anterior se pot exprima in
functie de L si —. Tn continuare, vom dezvolta formalismul logicii
propozitionale, al c3rui prim castig va fi faptul ca vom putea
formula si demonstra chiar mai mult dect atdt, anume ca orice
operatie la care ne-am fi putut gandi se poate exprima in functie
de L si —.



Ideea este de a defini formulele logice ca obiecte matematice in
sine, anume ca siruri finite de simboluri. Vom fixa doud obiecte L
si — astfel incadt L #— (ele pot fi orice, de pildd numerele 7 si
31), precum si o muljime Q — ale carei elemente vor reprezenta
variabilele sau simbolurile propozitionale — cu proprietatea ca

1, = & Q. Multimea simbolurilor care vor aparea in formule va fi,
deci, S(Q) := QU {L,—}.

Atunci cand stim k := |Q|, vom fixa tacit o bijectie f : kK — Q, iar

pentru orice o € K, vom nota f(a) cu v,. Dacd Q este finita si
nevidd, exista n € N astfel incat

Q={vi|i<n}={w,...,va},
jar dac3d @ este numarabil3,

Q:{V,"I'EN}:{V(),V;[,VQ,...}.



Formule

Formulele vor fi, deci, elemente ale lui Seqg,(S(Q)), iar
proprietatile pe care o multime A C Seqg,(S(Q)) trebuie s3 le
verifice pentru ca ea sa fie multime de formule vor fi:

@ Seq;(Q) C A (adicd variabilele ,sunt” formule);

o (L)eA

@ daca ¢, ¥ € A, atunci — oy € A.
Submultimile lui Seqg, (S(Q)) care verifica aceste proprietdti
formeaza o multime Moore. Asadar, putem lua minimul ei, pe care
il notdm cu E(Q) (in particular, E(Q) este nevid3, fiindc3 va
contine pe (L)). Numim elementele acestei multimi formule sau
enunturi peste @ (atentie, doar la Logica propozitionald aceste
doud concepte vor coincide).

Observam c3 am folosit forma prefixata a formulelor pentru a le
defini — am scris — 1 in loc de ¢ — 1) — deoarece ne va fi mai
comod la unele demonstratii. Tn scurt timp, vom oferi un mod prin
care vom putea folosi in discursul nostru forma obisnuit3, i.e.
infixata.



Limbaje formale

In general, dac3 ¥ este o multime oarecare, o putem gandi ca pe
un alfabet, iar atunci Seqg,(X) va fi multimea cuvintelor cu
Jlitere” din X. De pild3, dacad a, b € ¥, atunci vom scrie

ab € Seqg,(X), unde prin ab intelegem sirul {(0, a), (1, b)}.
Lungimea unui cuvént este pur si simplu domeniul sdu (in
exemplul anterior, acela este 2). O submultime a lui Seqg,(X) se
va numi limbaj formal peste ¥ — de pilda, E(Q) este limbaj
formal peste S(Q).

Avem c3 ) € Seqg, (X) — Tn acest context se numeste cuvantul vid
si se noteaza Tn general cu A.

Reamintim c3 notatia (L) folositd pe slide-ul anterior nu fnseamn3
nimic altceva decat {(0, L)}, adic& sirul de lungime 1 al c3rui unic
element este L.



Principiul inductiei pe formule

Urmatoarea teorema reprezintd o forma de inductie structurala pe
multimea formulelor.

Principiul inductiei pe formule
Fie B C E(Q) astfel incat:

® Seq;(Q) € B;

o (L)€ B;

@ daca ¢, ¢ € B, atunci — py € B.
Atunci B = E(Q).

Enuntul rezultd imediat din faptul ca B este una din multimile ce
participa la intersectia prin care a fost definit E(Q).



Citirea formulelor

Proprietatea de citire

Fie x € E(Q). Atunci se intdmpl3d exact una dintre urmdtoarele
alternative:

® x € Seq;(Q);
o x = (Ll);
@ existd , ¥ € E(Q) cu x =— .

Demonstratie

Notam cu B multimea formulelor ce se pot scrie sub acele forme.
Atunci, clar, B verifica conditiile Principiului de inductie si deci
B = E(Q). Faptul c3 se intdmpld cel mult una dintre alternative
rezulta din conditiile L #—si 1, —»¢ Q.

Orice formul3 are lungimea cel putin 1 (i.e. A € E(Q)).




Despre segmente initiale

Fie x € E(Q). Atunci nu existd a € E(Q) care s3 fie segment
initial strict al lui .

Demonstratie

Demonstram prin inductie, dar nu structurald, ci inductie completa
pe numere dupa lungimea lui x. Presupunem c3 exista o ca n
enunt. Din proprietatea de citire, distingem trei cazuri. Daca

X € Seq;(Q) sau x = (L), atunci & = ), ceea ce nu se poate.
Daca existd ¢, ¥ cu x =— 1), atunci, fie « = \, ceea ce nu se
poate, fie existd ', ¥’ cu a =— '1)’. Dac3 ¢ si ¢’ ar avea
lungimi diferite, atunci unul ar fi segment initial strict al celuilalt,
contradictie cu ipoteza de inductie. Asadar, © = ¢’ si deci ¥ si 1’
au lungimi diferite, de unde rezulta din nou o contradictie cu
ipoteza de inductie.




Citirea unica a formulelor

Fie @, ¥, ¢, ¥ € E(Q) cu = pp =— @'Y, Atunci p = ¢’ si
p=9.

| \

Demonstratie

Dac3 ¢ si ¢ ar avea lungimi diferite, atunci unul ar fi segment
initial strict al celuilalt, contradictie. Rezult3 c3 ¢ si ¢’ au aceeasi
lungime. Dar de aici rezultd imediat concluzia dorita.




Operatii pe E£(Q)

Pentru a putea folosi, dupa cum am anuntat, o notatie infixata,
definim pe E(Q) operatia —: E(Q)?> — E(Q), pentru orice ¢,
Y € E(Q), prin

o= 1hi=—= ey
Atentie: — reprezinta obiecte complet diferite Tn stdnga si in
dreapta respectivei ecuatii — anume, in stdnga este vorba de
operatia pe care o definim acum, iar Tn dreapta este vorba de
simbolul fixat mai devreme. Ele sunt, ins3, utilizate Tn contexte
destul de asem3n3toare cat si folosim acelasi semn grafic. in
acelasi mod, vom nota L := ().
De asemenea, putem defini obiectele derivate T € E(Q);
-1 E(Q) — E(Q); A, V, +»: E(Q)? — E(Q) luand inspiratie de la
legile pe care le respecta T, -, A, V, respectiv ¢, i.e., pentru orice
¢, ¥ € E(Q), prin

T=Ll->1, p=p—=>1, @eAY:==(p— ),
VY= (mp) =, o i=(p—=P)A Q= e).



Principiul recursiei pe formule

In spiritul slide-ului anterior, vom nota si, pentru orice v € Q, sirul
(v), adica sirul de lungime 1 al c3rui unic element este v, pur si
simplu prin v.

Principiul recursiei pe formule
Fie A o multimesi Go: Q = A, G, € A, G, : A> — A. Atunci
existd si este unicd F : E(Q) — A astfel incét:

@ pentru orice v € Q, F(v) = Go(v);

o F(L)=Gy;

@ pentru orice ¢, Y € E(Q), F(p — ) = G (F(v), F(¢¥)).




Principiul recursiei pe formule

Demonstratie

Unicitatea rezultd imediat prin inductie structurald (exercitiu!).
Pentru existentd, vom construi S C E(Q) x A astfel incat s3
verifice:

@ pentru orice v € Q, (v, Go(v)) € S;

o (L,G)eS;

@ pentru orice ¢, P € E(Q) sia, b€ Acu (p,a) € Ssi

(¢, b) € S, avem (¢ — ¥, G,(a, b)) € S,

si sa fie cea mai mic3 cu aceste proprietati — ca mai inainte, o
construim luand intersectia, la care participd E(Q) x A, a tuturor
submultimilor care verifica proprietatile.

Ramane de ar3tat c3 S este grafic intre E(Q) si A — atunci, clar,
F:=(E(Q),A,S) va fi functia cdutata.




Principiul recursiei pe formule

Demonstratie (cont.)

Trebuie s3 ardtdm ca pentru orice ¢ € E(Q) existd si este unic
a€ Acu(p,a) €S. Existenta rezultd prin inductie structurald
(exercitiu!), astfel ca vom demonstra in continuare unicitatea.

Fie B multimea acelor ¢ € E(Q) cu proprietatea ca exist3 si este
unic a € A cu (¢,a) € S. Presupunem prin absurd cd B # E(Q).
Atunci, din contrapusa principiului de inductie pe formule, avem ca
fie Seq;(Q) € B, fie L & B, fie exista ¢, 1o € B cu

wo — Yo & B. Ultimul caz este cel mai complex si de aceea il vom
demonstra doar pe acela, primele doud ramanand ca exercitiu.

Presupunem, deci, ca avem g, %o € B cu g — Yo € B. Cum ¢y,
1o € B, existd si sunt unice ag, by cu (o, a0) € S si (o, bo) € S,
deci avem (o — %o, G (a0, bp)) € S. Cum g — g & B, existd

q # G- (a0, bo) cu (o — 1o, q) € S.




Principiul recursiei pe formule

Demonstratie (cont.)

lau T := S\ {(po — ¥0,q)}. Vom ardta cd T verificd cele trei
proprietati, ceea ce va contrazice faptul c3 S este cea mai mica
asemenea multime.

Fie v € Q. Atunci (v, Go(v)) € S, iar cum
(v, Go(v)) # (w0 — o0, q), avem (v, Gop(v)) € T. Cea de-a doua
proprietate se arata analog.

Pentru a treia, fie ¢, ¥ € E(Q) sia, b€ Acu (p,a) € T si
(¢,b) € T. Vrem (¢ — ¢, G(a,b)) € T.

Cum (p,a) € Ssi (1, b) € S, avem (p — ¥, G_,(a, b)) € S. Dac
(p —,G(a, b)) € T, inseamn3 c3

(¢ = ¥, G(a, b)) = (po — o, q), deci ¢ — P = o — Yg si
G_,(a,b) =gq.




Principiul recursiei pe formule

Demonstratie (cont.)

Cum ¢ — ¥ = g — 1Yo, din Proprietatea de citire unica avem
© = o si ¥ =1o. Cum p = o, (¢o,a) = (p,a) € S. Dar cum
(¢0,a0) € S si po € B, avem a = ag. Analog, b = by. Deci

q = G_,(a,b) = G_(ap, bp), contradictie cu presupunerea initial3
q 75 G_>(ao, bo).

Demonstratia este acum fincheiata.




Multimea variabilelor

Existd si este unicd Var : E(Q) — P(Q) astfel incat:
@ pentru orice v € Q, Var(v) = {v};
o Var(L)=10;
@ pentru orice ¢, P € E(Q), Var(e — ¢) = Var(y) U Var(v)).

De exemplu, Var(—vy — vi) = Var(—vw) U Var(vn1) =
Var(vo — L) U Var(vy) = (Var(vw) UD) U Var(vy) =
{vo} U{wvi} = {wo, 1}

Urmatorul enunt se arata prin inductie structurala.

Pentru orice ¢ € E(Q), Var(p) este finita.

Observam si c3, pentru orice ¢ € E(Q), ¢ € E(Var(y)).



Evaluarea formulelor

Corolar

Fie e : @ — 2. Atunci exist3 si este unicd e’ : E(Q) — 2 astfel
incat:

@ pentru orice v € Q, et (v) = e(v);

e ef(L)=1L=0;

@ pentru orice ¢, ¥ € E(Q), e (¢ — ¥) = eT(p) = et (¥).

Corolar
Fiee: Q — 2si ¢, ¥ € E(Q). Atunci:
et (mp) = —et(p);
o ny) = et (p) A et (¥);
et (o V) = () V e (0);
oY) = et (p) & e (V).

e 6 o6 o




Semnul |=

Vom introduce acum semnul |=, care va avea un numar foarte
mare de semnificatii pe parcursul cursului.

o Fiee: Q@ — 2si p € E(Q). Spunem c3 e satisface ¢ sau c3

e este model pentru ¢ si notdm e = ¢ dac3 et (p) = 1.
Multimea modelelor unei formule ¢ se noteazd cu Mod(y).

o Fie ¢ € E(Q). Spunem ca ¢ este tautologie si scriem |= ¢
daci pentru orice e, e = ¢, i.e. dacd Mod(yp) = 2€9.

@ Spunem cd ¢ € E(Q) este satisfiabila daca existd e cu
e = p, i.e. dacd Mod(p) # 0.

@ Spunem ca o formul3d ¢ este nesatisfiabila daca ¢ nu este
satisfiabild, i.e. dacd Mod(y) = 0. Exemplu: L.

e Fie p, v € E(Q). Spunem c3 din ¢ se deduce semantic 1) si
scriem o = 1) dacd pentru orice e cu e = ¢ avem e = 1), i.e.
dacd Mod(y) C Mod(v)).




Tautologii si formule nesatisfiabile

Propozitie

Fie ¢ € E(Q). Atunci:
@ ¢ este tautologie daca si numai dac3 —p este nesatisfiabilg;

@ ( este nesatisfiabila dac3d si numai daca — este tautologie.




Implicatia formala vs. implicatia materiala

Propozitie
Fie ¢, ¥ € E(Q). Atunci ¢ = 1 dacd si numai dacd = ¢ — 1.

Demonstratie

Avem:

pEY < pentruoricee: Q—>2cuel=g ey
& pentruorice e: Q -2 cu e () =1, et () =1
& pentru orice e: Q — 2, e () < e (¥)
& pentru orice e: Q — 2, et (p) = eT(v) =1
& pentruorice e: @ = 2, et (p — ) =1
< pentruoricee: Q =2, eEp =Y
S Ep— .




Multimi diferite de variabile

Pana acum, am lucrat cu o multime fixa de variabile Q. Este
interesant de vazut ce se Tntampla atunci cand consideram aceeasi
formul3 ca facand parte din multimile enunturilor peste dou3
multimi de variabile diferite.

Propozitie

Fie @ C Q, deci E(Q) C E(Q) F|e f €29sie:=fig. Atundi,
pentru orice p € E(Q'), e (p) = 1 (p).

Demonstratie

| \

Demonstram prin inductie structurald dup3 ¢. Dacd ¢ € @/,
atunci et (¢) = e(p) = f(¢) = F(p). Daci p = L, avem
et (p) =0 = fT(p). Cazul implicatiei rimane ca exercitiu.

\




Evaluari ce coincid pe variabilele formulei

Fie e1, e € 29 si ¢ € E(Q). Presupunem c3 pentru orice
v € Var(p), e1(v) = ex(v). Atunci e (¢) = & ().

Demonstratie

Notdm Q' := Var(p). Atunci ¢ € E(Q’) C E(Q). Notdm
e = ey|qr = €@ - Atunci, folosind propozitia anterioara,




Notiunea de functie booleana

Definitie

Fie | o multime. O functie booleana peste / este o functie de la
2''a 2.

Avem c3 — este o functie booleand peste 1, L si T sunt asemenea
functii peste 0, iar =, A, V, ¢ sunt asemenea functii peste 2.
Orice @ si orice p € E(Q) determind o functie booleana

Fg :2Q 5 2, definitd, pentru orice e € 2@, prin Fg(e) = et (p).
Obtinem, asadar, o functie

Vo E(Q) — 22°
definitd, pentru orice p € E(Q), prin Vo(p) := Fg.

Vom arata cd daca Q este finita, atunci W este surjectiva, i.e.
orice functie boolean3 provine dintr-o formula. Aceasta ne va arita
lucrul pe care ni l-am propus mai devreme, i.e. faptul ca L si —
sunt suficienti.



Mai Tntai, Tns3, s3 vedem c3a acest enunt este fals atunci cand @
P Ly Q n A .

este infinit3, i.e. atunci existd G € 22" astfel incat pentru orice ¢,

G # Fg. Definim G, pentru orice e € 29, prin:

G(e)=1:o {ve Q] e(v) =1} este infinits.

Presupunem ca existd p cu G = Fg. Definim ey : @ — 2, pentru
orice v € @, prin

en(v) 1, dacd v € Var(p),
V) =
° 0, dacd v & Var(yp).

Definim e; : Q — 2 ca fiind functia constantd 1. Cum Var(y) este
finita, avem G(ep) = 0 si, cum Q este infinitd, G(e;) = 1, deci
0= Fg(eo) =ef (p)sil= Fg(el) = e/ (¢). Tns3, pentru orice

v € Var(p), eo(v) = e1(v) = 1, deci 5 (¢) = e; (), contradictie.



Acum aratam ca daca @ este finita, pentru orice G € 229 exist ©
cu G = Fg. Demonstram prin inductie dupa cardinalul lui Q.
Primul pas este acela cand Q = 0.

" . L . A0Q
In acest caz 29 are un singur element, functia vid3, deci 22" va
avea doua elemente: Gy, care duce functia vida in 0, si Gy, care

duce functia vida in 1.

Se observa acum (exercitiu!) c3 Gy = Ff si G = F$.



Presupunem, acum, cd exista n € N cu Q = {v, ..., vp}. Notam

. . . / -
Q' :={vj| i< n}, iar pentru orice e € 29" definim €9, e! € 29 ce
prelungesc pe e, cu eo(v,,) =0si el(v,,) =1.

Fie G : 29 — 2. Definim Gy, Gy : 2@ 2, pentru orice e € 20’,
prin Go(e) := G(€°) si Gi(e) := G(e'). Din ipoteza de inductie,
exista o, 1 € E(Q') cu Gy = Fg si Gy = Fg. Not3m

¢ 1= (=vp = @o) A (vn — ¢1). Vom ardta ca Fg =G.

Fie f € 29 si presupunem w.l.o.g. c3 f(v,) = 0. Notim e := figr
si, deci, f = €, iar e (o) = (o). Atunci am terminat,
deoarece avem, pe de o parte,

FR(F) =f () = (1= F(0)) A0 = £ (1)) = FH (o),
iar, pe de alta,

G(f) = G(e%) = Gole) = F (e) = T (1v0) = T (0)-



Echivalenta semantica

Pentru orice ¢, ¥ € E(Q), spunem c3 ¢ si 1 sunt echivalente
semantic — si notim ¢ ~ 1) sau o H 1) — daci pentru orice e € 29
avem e™ () = eT (1)) sau, altfel spus, dac3 Fg = Fg, sau, Tnc3,
dacd Mod(y) = Mod (7).

Avem c3 ~ este o relatie de echivalentd (exercitiu!), iar astfel
putem defini o functie Vg : E(Q)/ ~— 22% punand, pentru orice
¢ € E(Q), N

Vo(@) == Volp) = F2,

care este injectiva.

Dat fiind c3, atunci cand Q este finit3, U este si surjectiva,
obtinem urma3torul rezultat.

Daci Q este finitd, |E(Q)/ ~ | = 22'“.




Cardinalul lui £(Q)

Dacad Q este cel mult numarabild, se arata usor (exercitiu!) ca
E(Q) este numarabila. Urm3toarele propozitii ne oferd un raspuns
pentru cazul cind Q este o multime infinita oarecare.

Propozitie

Fie A o multime infinitd. Atunci |Seqg,(A)| = |A|

Demonstratie
Avem [Seqs,(A)] = [Upen A"l < IN| - |A] = |A].

Propozitie
Dacd Q este infinitd, |E(Q)| = |Q|.

Demonstratie

Avem Q C E(Q) C Seqg,(S(Q)) si, deci,
|Q < [E(Q)| < [Seqqn(S(Q)) = [S(Q) = |Q.




