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Mulţimi de formule

Vom introduce acum alte semnificaţii ale lui |=.

Fie Γ ⊆ E (Q). Pentru orice e : Q → 2, spunem că e satisface Γ
sau că e este model pentru Γ, şi scriem e |= Γ, dacă pentru orice
ϕ ∈ Γ, e |= ϕ. Mulţimea modelelor lui Γ se notează cu Mod(Γ).

Spunem că Γ este satisfiabilă dacă există e cu e |= Γ, i.e. dacă
Mod(Γ) 6= ∅, şi că este nesatisfiabilă dacă nu este satisfiabilă, i.e.
dacă Mod(Γ) = ∅.

Observăm că, pentru orice e : Q → 2 şi ϕ ∈ E (Q), e |= {ϕ} dacă
şi numai dacă e |= ϕ.

O mulţime se numeşte finit satisfiabilă dacă orice submulţime
finită a sa este satisfiabilă.
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Leme

Lemă
Fie Γ ⊆ E (Q), ∆ ⊆ Γ şi e ∈ Mod(Γ). Atunci e ∈ Mod(∆).

Demonstraţie
Fie ϕ ∈ ∆. Atunci ϕ ∈ Γ şi deci e |= ϕ.

Corolar
Fie Γ ⊆ E (Q) şi ∆ ⊆ Γ nesatisfiabilă. Atunci Γ este nesatisfiabilă.

Lemă
Fie Γ ⊆ E (Q) şi e : Q → 2. Atunci e |= Γ dacă şi numai dacă
pentru orice ∆ ⊆ Γ finită, e |= ∆.

Demonstraţie
Implicaţia „⇒” este dată de prima lemă. Pentru „⇐”, fie ϕ ∈ Γ.
Atunci {ϕ} ⊆ Γ finită, deci e |= {ϕ}, i.e. e |= ϕ.
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Deducţie semantică din mulţimi

Fie Γ ⊆ E (Q) şi ϕ ∈ E (Q). Spunem că din Γ se deduce semantic
ϕ şi scriem Γ |= ϕ dacă pentru orice e cu e |= Γ avem e |= ϕ, i.e.
dacă Mod(Γ) ⊆ Mod(ϕ).

Se observă că, pentru orice ϕ ∈ E (Q), avem ∅ |= ϕ dacă şi numai
dacă |= ϕ, iar pentru orice ϕ, ψ ∈ E (Q), {ϕ} |= ψ dacă şi numai
dacă ϕ |= ψ.

Lemă
Fie Γ ⊆ E (Q), ∆ ⊆ Γ şi ϕ ∈ E (Q) cu ∆ |= ϕ. Atunci Γ |= ϕ.

Demonstraţie
Fie e cu e |= Γ. Cum ∆ ⊆ Γ, e |= ∆, deci e |= ϕ.
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Leme

Lemă
Fie Γ ⊆ E (Q). Atunci Γ este nesatisfiabilă dacă şi numai dacă
Γ |= ⊥.

Demonstraţie
Pentru „⇒”, fie e cu e |= Γ. Dar aceasta este imposibil, în
particular e |= ⊥. Pentru „⇐”, presupunem că Γ este satisfiabilă şi
fie e un model al său. Atunci e |= ⊥, contradicţie!

Lemă
Fie Γ ⊆ E (Q) şi ϕ ∈ E (Q). Atunci Γ |= ϕ dacă şi numai dacă
Γ ∪ {¬ϕ} este nesatisfiabilă.

Demonstraţie
Pentru „⇒”, fie e |= Γ ∪ {¬ϕ}. Atunci e |= Γ şi deci e |= ϕ,
contradicţie cu e |= ¬ϕ. Pentru „⇐”, fie e |= Γ. Dacă e 6|= ϕ,
atunci e |= ¬ϕ şi deci e |= Γ ∪ {¬ϕ}, contradicţie!
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Teorema deducţiei semantice

Propoziţie
Fie Γ ⊆ E (Q) şi ϕ, ψ ∈ E (Q). Atunci Γ ∪ {ϕ} |= ψ dacă şi numai
dacă Γ |= ϕ→ ψ.

Demonstraţie
Avem:
Γ ∪ {ϕ} |= ψ ⇔ pentru orice e |= Γ ∪ {ϕ}, e |= ψ

⇔ pentru orice e cu e |= Γ şi e |= ϕ, e |= ψ

⇔ pentru orice e |= Γ, e |= ϕ implică e |= ψ

⇔ pentru orice e |= Γ, e+(ϕ) = 1 implică e+(ψ) = 1
⇔ pentru orice e |= Γ, e+(ϕ) ≤ e+(ψ)
⇔ pentru orice e |= Γ, e+(ϕ)→→→ e+(ψ) = 1
⇔ pentru orice e |= Γ, e+(ϕ→ ψ) = 1
⇔ pentru orice e |= Γ, e |= ϕ→ ψ

⇔ Γ |= ϕ→ ψ.
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Teorema de compacitate

Următorul rezultat este central în ceea ce priveşte deducţia
semantică din mulţimi de formule.

Teorema de compacitate – versiunea 1 (TK1)
Fie Γ ⊆ E (Q) şi ϕ ∈ E (Q). Atunci Γ |= ϕ dacă şi numai dacă
există ∆ ⊆ Γ finită cu ∆ |= ϕ.

Rezultatul este exprimat uneori şi sub următoarea formă.

Teorema de compacitate – versiunea 2 (TK2)
O mulţime de formule este satisfiabilă dacă şi numai dacă este finit
satisfiabilă.
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Implicaţiile triviale
Vom începe prin a arăta că fiecare dintre versiuni are o implicaţie
care este imediată.
Teoremă (TK1⇐)
Fie Γ ⊆ E (Q) şi ϕ ∈ E (Q). Presupunem că există ∆ ⊆ Γ finită cu
∆ |= ϕ. Atunci Γ |= ϕ.

Demonstraţie
Este un caz particular al unei leme precedente (unde nu aveam
ipoteza de finitudine).

Teoremă (TK2⇒)
Fie Γ ⊆ E (Q) satisfiabilă. Atunci Γ este finit satisfiabilă.

Demonstraţie
Fie ∆ ⊆ Γ finită. Cum Γ este satisfiabilă, există e |= Γ. Dar atunci
e |= ∆, deci ∆ este satisfiabilă.
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Echivalenţa dintre implicaţiile netriviale

Următorul pas constă în a arăta că cele două implicaţii netriviale
sunt echivalente între ele.

Teoremă – (TK1⇒) ⇒ (TK2⇐)
Presupunem că pentru orice Γ ⊆ E (Q) şi ϕ ∈ E (Q) cu Γ |= ϕ,
există ∆ ⊆ Γ finită cu ∆ |= ϕ. Atunci orice mulţime finit
satisfiabilă este satisfiabilă.

Demonstraţie
Fie Γ finit satisfiabilă. Presupunem că Γ este nesatisfiabilă. Atunci
Γ |= ⊥ şi, deci, există ∆ ⊆ Γ finită cu ∆ |= ⊥. Dar atunci ∆ este
nesatisfiabilă, ceea ce contrazice faptul că Γ este finit satisfiabilă.
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Echivalenţa dintre implicaţiile netriviale

Teoremă – (TK2⇐) ⇒ (TK1⇒)
Presupunem că orice mulţime finit satisfiabilă este satisfiabilă.
Atunci, pentru orice Γ ⊆ E (Q) şi ϕ ∈ E (Q) cu Γ |= ϕ, există
∆ ⊆ Γ finită cu ∆ |= ϕ.

Demonstraţie
Fie Γ ⊆ E (Q) şi ϕ ∈ E (Q) cu Γ |= ϕ. Atunci Γ ∪ {¬ϕ} este
nesatisfiabilă şi, deci, există Σ ⊆ Γ ∪ {¬ϕ} finită nesatisfiabilă.
Luăm ∆ := Σ ∩ Γ. Clar, ∆ este o submulţime finită a lui Γ.
Rămâne de arătat că ∆ |= ϕ. Cum Σ ⊆ Γ ∪ {¬ϕ}, avem:

Σ = Σ ∩ (Γ ∪ {¬ϕ}) = (Σ ∩ Γ) ∪ (Σ ∩ {¬ϕ})
= ∆ ∪ (Σ ∩ {¬ϕ}) ⊆ ∆ ∪ {¬ϕ}.

Cum Σ este nesatisfiabilă, rezultă că şi ∆ ∪ {¬ϕ} este
nesatisfiabilă, deci ∆ |= ϕ.
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Ultraproduse

Ne mai rămâne de demonstrat oricare dintre acele implicaţii
netriviale despre care am arătat că sunt echivalente. Instrumentul
principal în acea demonstraţie va fi conceptul de ultraprodus.

Fie I o mulţime nevidă şi e = (ei )i∈I o familie de evaluări (elemente
ale lui 2Q). Fie U un ultrafiltru pe I. Numim ultraprodusul lui e
relativ la U funcţia eU : Q → 2, definită, pentru orice x ∈ Q, prin

eU(x) = 1 :⇔ {i ∈ I | ei (x) = 1} ∈ U.
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Teorema fundamentală a ultraproduselor

Teorema fundamentală a ultraproduselor (Łoś)
Fie I o mulţime nevidă, e = (ei )i∈I o familie de evaluări şi U un
ultrafiltru pe I. Atunci, pentru orice χ ∈ E (Q),

eU |= χ⇔ {i ∈ I | ei |= χ} ∈ U.

Demonstraţie
Demonstrăm prin inducţie structurală după χ. Cazul χ ∈ Q este
evident. Presupunem acum că χ = ⊥. Cum eU 6|= ⊥, iar
{i ∈ I | ei |= ⊥} = ∅ 6∈ U, concluzia rezultă imediat.
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Teorema fundamentală a ultraproduselor

Demonstraţie (cont.)
Presupunem acum că există ϕ, ψ cu χ = ϕ→ ψ. Notăm
Aϕ := {i ∈ I | ei |= ϕ} şi Aψ := {i ∈ I | ei |= ψ}. Atunci

eU |= ϕ→ ψ ⇔ eU 6|= ϕ sau eU |= ψ

⇔ Aϕ 6∈ U sau Aψ ∈ U
(din ipoteza de inducţie)

⇔ I \ Aϕ ∈ U sau Aψ ∈ U
(U fiind ultrafiltru)

⇔ (I \ Aϕ) ∪ Aψ ∈ U
(U fiind ultrafiltru)

⇔ {i ∈ I | ei 6|= ϕ sau ei |= ψ} ∈ U
⇔ {i ∈ I | ei |= ϕ→ ψ} ∈ U.
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Teorema fundamentală a ultraproduselor

Teorema fundamentală a ultraproduselor – versiunea 2
Fie I o mulţime nevidă, e = (ei )i∈I o familie de evaluări şi U un
ultrafiltru pe I. Atunci, pentru orice ∆ ⊆ E (Q) finită,

eU |= ∆⇔ {i ∈ I | ei |= ∆} ∈ U.

Demonstraţie
Demonstrăm prin inducţie după cardinalul lui ∆. Dacă ∆ = ∅,
atunci eU |= ∆ şi avem {i ∈ I | ei |= ∆} = I ∈ U (U fiind filtru).
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Teorema fundamentală a ultraproduselor

Demonstraţie (cont.)
Presupunem acum că există n ∈ N astfel încât |∆| = n+ şi luăm
Γ ⊆ E (Q) şi ϕ ∈ E (Q) cu |Γ| = n şi ∆ = Γ ∪ {ϕ}. Atunci avem

eU |= ∆⇔ eU |= Γ şi eU |= ϕ

⇔ {i ∈ I | ei |= Γ} ∈ U şi eU |= ϕ

(din ipoteza de inducţie)
⇔ {i ∈ I | ei |= Γ} ∈ U şi {i ∈ I | ei |= ϕ} ∈ U

(din teorema fundamentală)
⇔ {i ∈ I | ei |= Γ} ∩ {i ∈ I | ei |= ϕ} ∈ U

(U fiind filtru)
⇔ {i ∈ I | ei |= Γ şi ei |= ϕ} ∈ U
⇔ {i ∈ I | ei |= ∆} ∈ U.
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Demonstraţia teoremei de compacitate

Putem, acum, în sfârşit, demonstra teorema de compacitate.

Teoremă (TK2⇐)
Fie Γ ⊆ E (Q) finit satisfiabilă. Atunci Γ este satisfiabilă.

Demonstraţie
Fie I := 2Q 6= ∅ şi J := Pfin(Γ) = {∆ ∈ P(Γ) | ∆ finită}. Definim
familia de evaluări e = (ei )i∈I astfel încât, pentru orice i ∈ I,
ei := i .

Fie U un ultrafiltru pe I. Atunci eU |= Γ dacă şi numai dacă,
pentru orice Σ ∈ J , eU |= ∆ dacă şi numai dacă, pentru orice
∆ ∈ J , {i ∈ I | ei |= ∆} ∈ U. Notăm, pentru orice ∆ ∈ J ,
S∆ := {i ∈ I | ei |= ∆}. Pentru a arăta că Γ este satisfiabilă, este
suficient, deci, să găsim un ultrafiltru U care include {S∆ | ∆ ∈ J},
i.e. să arătăm că {S∆ | ∆ ∈ J} are proprietatea intersecţiilor finite.
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Demonstraţia teoremei de compacitate

Demonstraţie (cont.)
Vom arăta chiar mai mult, anume că {S∆ | ∆ ∈ J} are
proprietatea tare a intersecţiilor finite, i.e. că:

pentru orice ∆ ∈ J , S∆ 6= ∅;
pentru orice ∆1, ∆2 ∈ J , există ∆ ∈ J cu S∆1 ∩ S∆2 = S∆.

Prima proprietate este imediată, din ipoteză. Pentru a doua, fie
∆1, ∆2 ∈ J . Atunci ∆1 ∪∆2 ∈ J şi avem

S∆1 ∩ S∆2 = {i ∈ I | ei |= ∆1 şi ei |= ∆2}
= {i ∈ I | ei |= ∆1 ∪∆2} = S∆1∪∆2 ,

deci putem lua ∆ := ∆1 ∪∆2. Demonstraţia este, deci, încheiată.

A se observa că în această demonstraţie, spre deosebire de cele
precedente, s-a folosit Axioma alegerii, dar doar via Teorema de
existenţă a ultrafiltrului (strict mai slabă ca axioma), despre care se
poate arăta că este echivalentă cu Teorema de compacitate.
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O aplicaţie a teoremei de compacitate

Vom arăta acum un mod de a aplica această teoremă.

Numim graf (neorientat) o pereche (A,R) astfel încât R este o
relaţie ireflexivă şi simetrică pe A. Un graf (A,R) se numeşte finit
dacă A este finită. Dacă (A,R) şi (B, S) sunt grafuri, spunem că
(B,S) este subgraf al lui (A,R) dacă B ⊆ A şi S ⊆ R. Dacă
k ∈ N, o k-colorare pe un graf (A,R) este o funcţie f : A→ k
astfel încât pentru orice x , y ∈ A cu xRy , avem f (x) 6= f (y) –
dacă există o asemenea funcţie, spunem că (A,R) este k-colorabil.

Vom demonstra următorul rezultat.
Teoremă
Fie k ∈ N. Atunci un graf este k-colorabil dacă şi numai dacă orice
subgraf finit al său este k-colorabil.
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O aplicaţie a teoremei de compacitate

Implicaţia „⇒” este imediată: fie (A,R) un graf şi fie (B, S) un
subgraf finit al său. Atunci, dacă f este o k-colorare a lui (A,R),
avem că f|B este o k-colorare a lui (B,S).

Demonstrăm implicaţia „⇐”. Fie (A,R) un graf. Luăm Q astfel
încât Q ∩ {⊥,→} = ∅ şi |Q| = |A× k| (un asemenea Q există
dintr-o propoziţie anterioară). Fixăm o bijecţie q : A× k → Q şi
notăm, pentru orice a ∈ A şi i ∈ k, q(a, i) cu va,i . Fie mulţimile:

Γ1 := {va,0 ∨ . . . ∨ va,k−1 | a ∈ A}
Γ2 := {va,i → ¬va,j | a ∈ A, i , j ∈ k, i < j}
Γ3 := {¬(va,i ∧ vb,i ) | a, b ∈ A, aRb, i < k}

şi Γ := Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3.
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O aplicaţie a teoremei de compacitate

Vom arăta că Γ este finit satisfiabilă. Atunci, din Teorema de
compacitate, Γ este satisfiabilă şi, deci, există e |= Γ. Se poate
atunci defini o k-colorare f : A→ k, punând, pentru orice a ∈ A şi
i ∈ k,

f (a) = i :⇔ e(va,i ) = 1.

Pentru a demonstra că Γ este finit satisfiabilă, fie ∆ ⊆ Γ finită.
Atunci

B := {a ∈ A | există i < k, ϕ ∈ ∆ cu va,i ∈ Var(ϕ)}

este finită. Notăm S := R ∩ (B × B). Atunci (B,S) este un
subgraf finit al lui (A,R) şi deci admite o k-colorare g : B → k.
Definim e : Q → 2, punând, pentru orice a ∈ B şi i ∈ k,

e(va,i ) = 1 :⇔ g(a) = i ,

iar pentru a 6∈ B şi i ∈ k, punem e(va,i ) := 1. Atunci e |= ∆.
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Spaţii topologice

Ne putem pune întrebarea dacă Teorema de compacitate are vreo
legătură cu noţiunea de compacitate în spaţii topologice.
Răspunsul este afirmativ şi îl vom detalia în continuare. Pentru
început, reamintim definiţia spaţiului topologic.

Definiţie
Un spaţiu topologic este o pereche (X , τ) unde τ ⊆ P(X ) şi:

∅, X ∈ τ ;
pentru orice A, B ∈ τ , A ∩ B ∈ τ ;
pentru orice familie (Ai )i∈I de elemente ale lui τ , avem⋃

i∈I Ai ∈ τ .
Elementele lui τ se numesc deschişii spaţiului. Submulţimile A ale
lui X cu X \ A ∈ τ se numesc închişii spaţiului.
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Spaţii topologice definite prin închişi

Spaţiile topologice se pot defini şi luând noţiunea de închis ca fiind
primară.

Definiţie
Un spaţiu topologic este o pereche (X , ρ) unde ρ ⊆ P(X ) şi:

∅, X ∈ ρ;
pentru orice A, B ∈ ρ, A ∪ B ∈ ρ;
pentru orice familie (Ai )i∈I de elemente ale lui ρ (cu I 6= ∅),
avem

⋂
i∈I Ai ∈ ρ.
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Spaţii asociate logicii propoziţionale

Putem defini ρ ⊆ P(2Q) ca fiind mulţimea tuturor mulţimilor de
forma Mod(Γ), cu Γ ⊆ E (Q). Arătăm că (2Q, ρ) este spaţiu
topologic (definit prin închişi).

Clar, ∅ = Mod({⊥}) ∈ ρ şi 2Q = Mod(∅) ∈ ρ.

Fie (Γi )i∈I o familie de mulţimi de formule. Atunci

⋂
i∈I

Mod(Γi ) = Mod

⋃
i∈I

Γi

 ∈ ρ.
Rămâne de arătat condiţia din mijloc.
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Spaţii asociate logicii propoziţionale

Fie acum Γ1, Γ2 ⊆ E (Q). Vrem să arătăm că există Γ ⊆ E (Q) cu

Mod(Γ1) ∪Mod(Γ2) = Mod(Γ).

Luăm Γ := {ϕ ∨ ψ | ϕ ∈ Γ1, ψ ∈ Γ2}.

Pentru implicaţia „⊆”, fie w.l.o.g. e ∈ Mod(Γ1). Vrem e |= Γ. Fie
ϕ ∈ Γ1 şi ψ ∈ Γ2. Vrem e |= ϕ ∨ ψ. Cum ϕ ∈ Γ1, e |= ϕ, deci
e |= ϕ ∨ ψ.

Pentru implicaţia „⊇”, fie e ∈ Mod(Γ) şi presupunem
e 6∈ Mod(Γ1), deci există ϕ ∈ Γ1 cu e 6|= ϕ. Vrem e ∈ Mod(Γ2).
Fie ψ ∈ Γ2. Cum ϕ ∨ ψ ∈ Γ şi e |= Γ, avem e |= ϕ ∨ ψ. Cum
e 6|= ϕ, avem e |= ψ.
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Compacitate

Faptul că un spaţiu topologic (X , τ) este compact se defineşte de
obicei astfel: pentru orice familie de deschişi (Ai )i∈I cu⋃

i∈I Ai = X , avem că există J ⊆ I finită cu
⋃

i∈J Ai = X .

Noţiunea se poate reformula, în funcţie de închişi, astfel: pentru
orice familie de închişi (Ai )i∈I cu I 6= ∅ cu proprietatea că, pentru
orice J ⊆ I finită nevidă,

⋂
i∈J Ai 6= ∅, avem că

⋂
i∈I Ai 6= ∅.
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Teorema de compacitate 3

Putem, acum, reformula teorema de compacitate.

Teoremă (TK3)
Spaţiul topologic (definit prin închişi) (2Q, ρ) este compact.

Demonstraţie
Fie (Γi )i∈I cu I 6= ∅ o familie de mulţimi de formule. Presupunem
că, pentru orice J ⊆ I finită nevidă,

⋂
i∈J Mod(Γi ) 6= ∅ – cum⋂

i∈J Mod(Γi ) = Mod (
⋃

i∈J Γi ), aceasta înseamnă că
⋃

i∈J Γi este
satisfiabilă. Vrem să arătăm că

⋂
i∈I Mod(Γi ) 6= ∅. Cum⋂

i∈I Mod(Γi ) = Mod (
⋃

i∈I Γi ), rămâne de arătat, ţinând cont de
(TK2⇐), că

⋃
i∈I Γi este finit satisfiabilă. Fie ∆ ⊆

⋃
i∈I Γi finită.

Atunci există J ⊆ I finită nevidă cu ∆ ⊆
⋃

i∈J Γi . Cum
⋃

i∈J Γi
este satisfiabilă, avem că şi ∆ este satisfiabilă.
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Echivalenţa

Mai putem arăta şi că această formă este echivalentă cu cele
dinainte.

Teoremă – (TK3) ⇒ (TK2⇐)
Presupunem că spaţiul topologic (definit prin închişi) (2Q, ρ) este
compact. Atunci orice mulţime finit satisfiabilă este satisfiabilă.

Demonstraţie
Fie Γ ⊆ E (Q) finit satisfiabilă. Vrem să arătăm că Γ este
satisfiabilă. Putem presupune Γ 6= ∅. Pentru orice ϕ ∈ Γ, putem
pune Γϕ := {ϕ}. Fie ∆ ⊆ Γ finită nevidă, deci ∆ este satisfiabilă.
Avem că

⋂
ϕ∈∆ Mod(Γϕ) =

⋂
ϕ∈∆ Mod(ϕ) = Mod(∆) 6= ∅. Din

compacitatea spaţiului, avem
⋂
ϕ∈Γ Mod(Γ) 6= ∅. Cum⋂

ϕ∈Γ Mod(Γϕ) =
⋂
ϕ∈Γ Mod(ϕ) = Mod(Γ), avem că Γ este

satisfiabilă, ceea ce trebuia demonstrat.


