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Deductie sintactica

Fie I C E(Q). Definim multimea consecintelor sintactice ale lui
I ca fiind cea mai mic3 submultime A a lui E(Q) ce verifica
urm3toarele proprietdti (definitia are sens, v. ,,multimi Moore"):
o [ CA;
@ pentru orice ¢, ¥, x € E(Q), avem:
° (Al)p = (Y =) €A
o (A2)(p = (W =x) = ((p=¥) =2 (p=X) €A
o (A3) =~ = p € A
e (MP) pentru orice p, 1 € E(Q) cu p € Asi ¢ — 1 € A,
avem ¢ € A.
Aceastd multime tocmai definitd se noteazd cu Thm(I'). Pentru

orice ¢ € E(Q), spunem c3 din I' se deduce sintactic ¢ si scriem
I'F ¢ dacd ¢ € Thm(T).

Prescurtarile (A1)-(A3), (MP) semnificd Axioma 1-3, respectiv
Modus (Ponendo-)Ponens.



Teoreme formale

Definim multimea teoremelor formale ca fiind cea mai mic3
submultime A a lui E(Q) ce verificd urm3toarele proprietati (din
nou, definitia are sens):
@ pentru orice ¢, ¥, x € E(Q), avem:
o (AL) o = (Y = @) €A
o (A2) (¢ = (v = x)) = (¢ = ¥) = (¢ = X)) EA;
o (A3) =~ = p €A
@ (MP) pentru orice p, ¥ € E(Q) cu p € Asi ¢p — ¢ € A,
avem ) € A.
Aceastd multime tocmai definita se noteaza cu Thm. Observam ca
Thm = Thm((). Pentru orice ¢ € E(Q), notdm faptul c3 ¢ este
teoremd formal3 (i.e. ¢ ¢ € Thm = Thm(()), deci 0 F ) prin F .

Acest mod de a defini deductia sintacticd se numeste indeobste
sistem deductiv Hilbert.



Inductie pe deductia sintactica

Precum in cazurile anterioare, modul de definire a multimii
consecintelor sintactice conduce imediat la un principiu de inductie.

Fie I, B C E(Q) astfel incat:
o[ CB;
@ pentru orice ¢, ¥, x € E(Q), avem:
o v — (Y—=p)EB;

o (p=2(W=x)2>((p—=v)=(p—=x)EB
e mpp = p€EB;

@ pentru orice ¢, ¥ € E(Q) cu p € Bsi ¢ — ¢ € B, avem
Y € B.
Atunci Thm(T) C B.

Nu avem, Tnsa, nimic analog proprietatii de citire unica, ca urmare
nu vom avea niciun principiu de recursie corespunzator.



Consecinte

Fiel, A C E(Q) cu T C A. Atunci Thm(F) € Thm(A), i.e.
pentru orice p € E(Q) cu I - ¢, avem A F .

Demonstratie

| \

Se observa ca Thm(A) satisface conditiile impuse pentru multimea
B din enuntul Principiului inductiei pe deductia sintactica.

v

Fie I C E(Q). Atunci Thm C Thm(T'), i.e. pentru orice ¢ € E(Q)
cut o, avem [ F .




Propozitie

Pentru orice p € E(Q), avem F ¢ — .

(1) Fle=>e—=9)=9) = (= (0= 9) = (p— )
(A2) (cu p =@, Y =@, X = )
2) Fe—=((p—9)—9)
(Al) (cup =@, b= — p)
) Fle—=(p—9) = (p— )
(MP): (1), (2)
4) Fe=(p—=9)
(A1) (cu p =@, P @)
5) Fe—op
(MP): (3), (4)




Teorema deductiei (sintactice)

Teorema deductiei (sintactice)

Pentru orice I C E(Q) si », ¥ € E(Q), avem ca ' - ¢ — 1 daca
si numai dacd ' U {p} F 9.

Demonstratie

Demonstram intéi ,=". Fie C E(Q) si ¢, ¥ € E(Q).
Presupunem ca ' = ¢ — 1. Atunci avem [ U {p} - ¢ — 1. Cum
p el U{p}, avem U {p} I ¢, deci obtinem, aplicand (MP), ca
Fru{e}t .

Pentru <", fie I C E(Q) si ¢ € E(Q) si notdm

Y ={eE(Q)|TtF ¢ — 1} Ceea ce trebuie si demonstram
este cd Thm(I' U {¢}) C X. O vom face prin inductie pe deductia
sintactica. )




Teorema deductiei (sintactice)

Demonstratie (cont.)

Fie » € ' U {p}. Distingem doud subcazuri. Dacd ¢ € I', atunci
I 4. Din (Al), avem I' F ¢ — (¢ — ), iar aplicand (MP)
obtinem ' = ¢ — 1, deci ¢ € ¥. Daca ¥ = ¢, atunci, din
propozitia anterioara, avem - ¢ — ¢, deci [ = ¢ — 1, deci, din
nou, ¥ € X.

Cazurile corespunzdtoare axiomelor se trateaza exact ca subcazul
. €T de mai sus.

Ramane cazul cand avem ¢ € X si ¢ — x € X, deci avem
E @ — 1, respectivl o — (¢ — x), si viem x € X. Din (A2),
avem

FE(e = (@ —=x) = (¢ =) = (¢ — X)),

iar aplicand (MP) de doud ori, obtinem ' ¢ — x, i.e. x € X.




Consecinte

Pentru orice o, ¥, x € E(Q),
F(p = ¥) = (v = x) = (¢ = X))

Demonstratie

(1) {p—=>v,v—x,0}
2) {p—=> v, %= x,0}
3) {e—=>v,9%—=x, 0}
4) {e =Y, v = x, 0}
5) {¢p—=v,v = x,0}

~~ A~ —~

Fe
Fe—9
F¢ — x
K]
Fx

(MP): (1), (2)

Aplicand apoi Teorema deductiei de trei ori, obtinem:

(MP): (3). (4)

6) {¢—v,v—x} o —x
(7) {e—v} @ —=x)— (¢ —Xx)
(8) (e =) = (¥ = x) = (¢ = X))




Consecinte

Pentru orice ' C E(Q) si p, ¥, x € E(Q) cu T ¢ — ¢ si
=1 — x, avem ' = o — x.

V.

Demonstratie

Avem:
(1) ThFe—=1 Ipoteza

(2) THE(e—=v)—((¥—x)— (p—x)) Prop. precedentsd
B) TF@W—=x)—(p—x) (MP): (1), (2)
(4) THEY—x Ipoteza

(5) TEe—x (MP): (3), (4).




Metoda reducerii la absurd

Propozitie
Pentru orice ' C E(Q)sip € E(Q) cu TU{—p} - L, avem I - .

Demonstratie

Avem:
1) Tu{-p} L Ipoteza
(2) N k- Teorema deductiei
(3) ' Fomp = (A3)
(4) r ko (MP): (2), (3).




Consecinte

Rezultatele din urm3toarea propozitie se vor demonstra la seminar.
Fie ¢, ¥ € E(Q). Atunci avem:
o Fo = (mp = (¢ = ¢));
o (¥ =)= (e — )
o b= — (Y — o)
o (- —=¢)— o




Consecinte

Propozitie

Pentru orice ' C E(Q) si v, ¥ € E(Q) cu T U{¢} F ¢ si
Fry{—-¢}tkr e, avem 'k p.

Demonstratie

(1) rTufy} ke Ipoteza

(2) N FyYy—op Teorema deductiei
(3) Tu{w} Feg Ipoteza

(4) N FvY—-op Teorema deductiei
(5) ' F(—¢)— (- — 1) Prop. precedentd
(6) ' Fop— -y (MP): (2), (5)

(7) r F-op—o P. ant.: (4), (6)
(8) I F(p— @)= Prop. precedenta
(9) r ko (MP): (7). (8).




Teorema de corectitudine

Apare acum problema fireascd de a determina legatura dintre
semnele |- si |=, adica dintre deductia sintactica si deductia
semanticd. Un prim raspuns este dat de urmatorul rezultat.

Teorema de corectitudine
Pentru orice T C E(Q) si p € E(Q) cu T F ¢, avem I |= .

Demonstratie

Fiel C E(Q) si notam X :={p € E(Q) | T = ¢}. Vom
demonstra cd Thm(I') C X prin inductie pe deductia sintactica.

Daci ¢ € T, atunci, clar, pentru orice e € 29 cu e =T, avem c3
eEp decil =, ie peEL.

Cazurile corespunzatoare axiomelor raman ca exercitiu.




Teorema de corectitudine

Demonstratie (cont.)

Ramane cazul cand avem ¢ € ¥ si ¢ — x € X, deci avem [ =9,
respectiv [ =1 — x, sivrem y € X, i.e. [ = x. Fie e € 29 cu
e |=T. Atunci e = v, deci e™(¢) =1, si e E ¢ — ¥, deci

l=ef( > x)=e"(¥) > e () =1 e ().

Rezultd ¢ et (x) = 1, i.e. e |= X, ceea ce trebuia demonstrat.

Pentru orice p € E(Q) cu k- ¢, avem = ¢.




Multimi consistente

Spunem cd ' C E(Q) este consistenta dac3 ' I/ L, si
inconsistenta daca ' - L.

Observam c3 { L} L, deci {_L} este inconsistentd si cd
1 € E(Q), deci E(Q) F L si, prin urmare, E(Q) este inconsistenta.

Presupunem c3 am avea - L. Atunci Teorema de corectitudine ne
spune c3 |= L. Luand e € 29 oarecare, obtinem e |= L,
contradictie. Asadar, () I/ L si deci () este consistent3.

Teorema de corectitudine — versiunea 2

Orice multime satisfiabild este consistenta.

Demonstratie

Fie I C E(Q) satisfiabild. Atunci I' = L, deci 't/ L, i.e. T este
consistenta.




Pentru orice v € Q si e : Q@ — 2, vom defini

. {v, dacd e(v)

=1,
v =
v, dacd e(v) =0,

si, clar, et (ve) = 1. n plus, pentru orice W C Qsie: Q — 2,
notam W€ :={v¢|v e W}.



O propozitie ajutatoare

Rezultatul care urmeaza arata o prima legatura in sens opus, de la
E=la k.

Propozitie

Fiee: Q — 2si ¢ € E(Q). Atunci:
e dac3 et (p) =1, atunci Var(p)® - ;
e dac3 et (p) =0, atunci Var(p)® - —¢.

Demonstratie

Demonstram prin inductie pe formule.

Fie v € Q si demonstrdm pentru ¢ := v. Atunci Var(p)¢ = {v¢}
si e (v) = e(v). Dacd e(v) =1, atunci v€ = v, deci {v¢} I v.
Daci e(v) =0, atunci v® = —v, deci {v€} F —wv.




O propozitie ajutatoare

Demonstratie (cont.)

Demonstram acum pentru o := L. Cum e*(¢) =0 si Var(p) = 0,
trebuie s3 aratam ca - 1L — L, lucru pe care 1l stim.

Fie acum 1, x formule pentru care este adevarata concluzia. Vom
demonstra ca este adevaratd si pentru ¢ := ¥ — x. Avem

Var(yp) = Var(y) U Var(x), deci Var(y)¢ C Var(p)€ si

Var(x)¢ C Var(y)®.

Dac3 e™(¢p — x) =0, atunci e (¢)) = 1 si et (x) = 0. Din
ipoteza de inductie pentru v si Var(y)¢ C Var(y)¢, avem
Var(p)€ 1. Similar, avem Var(¢)¢ F —x. Dar dintr-o propozitie
anterioara, avem F ¢ — (—x — —(¢» = x)). Aplicand (MP) de
douad ori, obtinem Var(p)¢ F (v — x), i.e. Var(p)®F —p, ceea
ce trebuia demonstrat.




O propozitie ajutatoare

Demonstratie (cont.)
Dacd et (¢ — x) = 1, atunci e (¢) = 0 sau e™(x) = 1.

In primul caz, obtinem, din ipoteza de inductie pentru ¥,
Var(y)¢ = —). Dintr-o propozitie anterioara, avem

F =1 — (¥ — x), deci, aplicand (MP), avem Var(¢)¢ + ¢ — x,
deci Var(p)e ¢ — x.

In al doilea caz, obtinem, din ipoteza de inductie pentru y,
Var(x)€ F x. Din (A1), avem  x — (¥ — x), deci, aplicdnd
(MP), avem Var(x)¢F ¢ — x, deci Var(¢)® F ¢ — x.




Teorema de completitudine

Teorema de completitudine (slabd)

Pentru orice p € E(Q) cu = ¢, avem F .

Demonstratie

Fie ¢ o tautologie. Din propozitia precedentd, avem c3 exista

W C Q finita (am luat W := Var(yp)) astfel incat, pentru orice

e € 29 avem W€ o (*). Luim W de cardinal minim cu
proprietatea (*) si vom ardta W = (), de unde va rezulta concluzia.

Presupunem c3 W # () si, deci, existd U si x cu W = U U {x} si
x ¢ U. Vom arata c3 U satisface proprietatea (*), ceea ce va
contrazice minimalitatea lui W.




Teorema de completitudine

Demonstratie (cont.)

Fie e € 29. Trebuie s3 aritim c3 U I ¢. Considersm evaluarea
f: Q — 2, definitd, pentru orice v # x, prin f(v) := e(v), iar
f(x) := —e(x). Rezults c3, pentru orice v € U, v = vesi
p {—|x, daca x€ = x,
X =

X, daca x€ = —x.
Aplicand proprietatea (*) a lui W, pe rand, pentru e si f, obtinem

UsU{x} F psi USU{—x}F . Aplicdm acum o propozitie
anterioard pentru a concluziona ca U¢ | .

Acest argument se datoreaza lui Kalmar (1935).



Teorema de completitudine medie

Teorema de completitudine medie

Pentru orice A C E(Q) finita si ¢ € E(Q) cu A = ¢, avem
Al .

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupd cardinalul lui A. Cazul |A| =0,
i.e. A =10, este exact Teorema de completitudine slaba.

Presupunem acum c3 existd n € N astfel incat |A| = n™. Atunci
exista [ CE(Q)siv € E(Q)cu|l|=nsi A=TU{¢y}. Cum

Fry{y} = ¢, avem I' =19 — ¢. Din ipoteza de inductie, avem
I+ — . Aplicdnd Teorema deductiei, obtinem ' U {¢} I ¢,
i.e. Ak .




Teorema de completitudine extins3 (tare)

Teorema de completitudine tare
Pentru orice ' C E(Q) si p € E(Q) cu T = ¢, avem ' F .

Demonstratie

Din Teorema de compacitate, existd A C T finitd cu A = ¢. Din
Teorema de completitudine medie, avem A F ¢, deci [ - .

Teorema de completitudine tare — versiunea 2

Orice multime consistentd este satisfiabila.

Demonstratie

Fie ' C E(Q) consistentd. Atunci I' t/ L, deci, din Teorema de
completitudine tare, [ = L. Ca urmare, I este satisfiabila.

A se observa (din nou) cd numai in Teorema de completitudine
tare s-a folosit Axioma alegerii (in forma mai slab3 a Teoremei de
existentad a ultrafiltrului, via apelul la Teorema de compacitate).



Teorema generald

In unele carti, prin Teorema de completitudine se intelege enuntul
cumulat al Teoremei de corectitudine si al Teoremei de
completitudine tare.

Teorema de completitudine — sumar
@ Pentru orice I C E(Q) si ¢ € E(Q), avem

lFpeT Ee.

@ O multime este consistentd daca si numai daca este
satisfiabila. |




