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Teoria multimilor



“We're doing set theory, so ‘sets’ are sets of sets.”

— Donald A. Martin, apud Nik Weaver



Metoda axiomatica

Pentru ca rationamentele ei sa fie suficient de riguroase,
matematica face uz de ceea ce se numeste metoda axiomatica.
Pana acum am intalnit urm3toarele exemple ale aplicdrii metodei:

@ structurile algebrice abstracte — grup, inel, corp;

@ geometria euclidian3 plana.

Ceea ce au aceste exemple in comun este c3 fiecare stabileste o
lista de notiuni primitive (in cazul grupului: element al lui si
operatia binard; in cazul planului: puncte, drepte, incidentd) si o
lista de axiome care descriu modul cum se comporta acele notiuni
primitive. Impreun3, ele stabilesc cadrul teoriei matematice in
discutie.



Ceea ce diferd ntre exemplele date este c3 n vreme ce unele caut3
sa descrie clase de asemenea obiecte (existd mai multe grupuri,
mai multe inele, cu proprietati variate), celelalte cauta sa descrie
cat mai fidel comportamentul unui anume obiect (cum este planul
euclidian) si eventual s3 il caracterizeze pan3 la izomorfism (lucru
care nu va fi mereu posibil).

Filosofii care studiaza structuralismul matematic disting asadar
dupa acest criteriu intre teorii ,,algebrice” si ,nealgebrice” (numite
astfel deoarece primele apar deseori in algebra, chiar daca nu in
mod exclusiv).

Teoria multimilor va fi undeva la mijloc.



Limbajul teoriei multimilor

n dezvoltarea axiomatic3 a teoriei multimilor, notiunile primitive
vor fi cele de multime si de relatie de apartenenta, ultima avand
doud argumente si fiind notatd cu €. Vom vedea c3 acestea sunt
suficiente pentru a exprima propozitiile Intregii matematici.

Universul de discurs va fi format asadar doar din multimi, iar
despre ele vom putea face afirmatii care se referd doar la relatia €.
In plus, potrivit legilor logicii predicatelor (pe care le vom studia
mai tarziu Tn curs), se va presupune c3 egalitatea face parte din
limbaj (cu proprietdtile uzuale) si ca se poate demonstra pornind
de la legile logicii existenta macar a unei multimi (informal vorbind,
»universul contine macar o multime").



Paradoxul lui Russell — discutie

Teoremd (Paradoxul lui Russell)

Nu existda o multime R astfel incat pentru orice x,

xXE€R&XxEx.

| A\

Demonstratie

Presupunem ca ar exista. Atunci, ludnd x := R, avem
Re R& R ¢ R, o contradictie.

\

Observam ca:

@ Acest rezultat este un fapt pur logic — nu avem nevoie de
axiome ca sa il demonstram.

@ Rezultatul ca atare nu este contradictoriu, el doar spune ca nu
existd o multime cu o anume proprietate. Ca urmare, dac3
vrem s3 nu ajungem la o contradictie, trebuie ca axiomele pe
care le vom introduce s3 nu ne permita s3a demonstram ca
acel fel de multime exista.



Axioma extensionalitatii

In continuare, vom descrie cele noua axiome care alc3tuiesc
sistemul ZFC.

Axioma extensionalitatii

Pentru orice x, y, avem ca daca pentru orice z,
zEXES ZEY,

atunci x = y.

Aceasta axioma este cea care ne permite ca Tn matematica sa
aratam egalitatea de multimi ,,prin dubla incluziune”. Incluziunea
a doud multimi x si y, notatd cu x C y (spunem si c3 x este
submultime a lui y), poate fi definitd ca prescurtare a faptului c3
pentru orice z,

ZEX=>ZEY.

De asemenea, notam x C y pentru x C y si x # y.



Unicitatea multimii vide

De asemenea, axioma ne permite sa aratam:

Teorema

Exista cel mult o multime vida (fard elemente).

Demonstratie

Fie x, y multimi vide si fie z o multime oarecare. Atunci z & x si
z € y, deci echivalenta

zexszey

este adevdrata. Aplicand Axioma extensionalitatii, rezultd x = y.

<

Nu stim, ns3, ca exista cel putin o multime vida. Pentru aceasta,
este nevoie sa introducem Tnca o axioma.



Axioma comprehensiunii

Axioma comprehensiunii (separarii, specificarii)

Pentru orice x si pentru orice , proprietate” P, exista o multime y,
astfel Tncat pentru orice z, avem

zeyszexsi P(z).

Observatii:

e Am notat ,,z verificd P" cu P(z).

e Echivalenta de mai sus se va nota y = {z € x | P(z)}.

@ Notiunea vaga de ,proprietate” va fi [3satd nedefinitd pana la
formularea riguroasa a ZFC in logica predicatelor; mentionam
doar ca este vorba doar de proprietati care au sens in limbajul
ZFC, adic3 se refer3 doar la €.

@ Formularea axiomei arata un mod prin care este evitat
paradoxul lui Russell, anume: nu ne permite s3 definim
multimi arbitrare pornind de la anumite proprietati, ci doar
submul{imi ale unor multimi , construite deja”.



Multimea tuturor multimilor

Paradoxul lui Russell poate fi aplicat acum ca sa aratam:

Teorema

Nu exista ,,multimea tuturor multimilor”, adica o multime careia sa
fi apartind orice multime. Ca urmare, pentru orice x exista y cu

y € x.

Demonstratie

Presupunem ca ar exista o asemenea multime si o notam cu V.
Atunci formdm R := {z € V | z € z}, care este exact multimea
despre care paradoxul lui Russell spune ca nu exista. Contradictie!

v

Observam c3 multimea tuturor multimilor nu este un concept
inerent contradictoriu, asa cum este cea din paradoxul lui Russell,
ci este asa doar in lumina Axiomei comprehensiunii. Exista teorii
ale multimilor in care aceastd multime existd (cum ar fi New
Foundations), si in care axioma corespunzdtoare este, asadar,
altfel formulata.



Existenta multimii vide

In acest moment, putem ardta si:

Teorema

Exista o multime vida.

Demonstratie

Fie x o multime (amintim c3 universul nostru de discurs contine
mdcar o multime). Formdm multimea

y:={zex|z#z}.

Daca presupunem ca ar exista z € y, obtinem z # z, contradictie.
Ca urmare, y este vida.

Acum stim c3 exist3 si este unicd o multime vid3 si o notdm cu ().

De asemenea, putem defini intersectia si diferenta, pentru orice
x,y,prinxNy:={zex|zey}six\y ={zex|z¢&y}.



Pana in acest moment, nu am putut construi decat multimea vida.
De fapt, se poate observa c3 aceste douad axiome permit ca singura
multime sa fie (), deoarece nu permit s3 ,iesim din cadru”. Pentru
a construi mulfimi nevide, avem nevoie de:

Axioma perechii

Pentru orice x si y, existd z astfel Tncat x € zsi y € z.

Observam ca z nu contine doar pe x si y, ci eventual si alte
elemente (axiomele sunt exprimate in acest mod din motive care
tin de minimalism), dar este usor s3 obtinem o multime (unic3!) ce
contine doar pe x si y aplicdnd Axioma comprehensiunii. Notam
acea multime cu {x, y}. In cazul in care x = y, vom nota mul{imea
{x,x} cu {x}. O multime de forma {x} se va numi singleton.

Vom nota 1 := {(} si retrospectiv 0 := (). Asadar 1 = {0}. Notdm
apoi 2 :={0,1} = {0,{0}}. 3 va putea fi definit doar mai tarziu.



Perechi ordonate

Se observa ca pentru orice x si y, {x,y} = {y, x} (fapt exprimat
colocvial prin ,,intr-o multime nu conteaza ordinea elementelor”) si
de aceea are sens sa denumim aceastd multime perechea
neordonata a lui x si y.

In matematicy, ins3, se foloseste deseori notiunea de pereche
ordonata a lui x si y, notata cu (x,y). Cum am spus, in universul
nostru de discurs exista doar multimi, deci trebuie si ca (x,y) sa fie
tot o multime. Ea trebuie s3 ,codifice” ideea de pereche ordonat3,
adic3 pentru orice x, y s3 existe (x, y), iar aceasta sa poat3 fi
distinsa de (y, x), cand x # y, sau, in general, de vreun (a, b) cu

a # x sau b # y. Nu va conta ce definitie alegem, atat timp cat
va avea proprietatile dorite si o vom folosi Tn mod consecvent.



Proprietatea perechilor ordonate

Definitia cea mai frecvent folositd este cea datd de Kazimierz
Kuratowski in 1921: (x, y) := {{x}, {x,y}}. Acum verificam:

Proprietatea perechilor ordonate

Fie x, y, u, v cu (x,y) = (u,v). Atuncix =usiy = v.

Demonstratie

Avem {{x},{x,y}} = {{u},{u,v}}. Atunci {x} € {{u},{u,v}}.
Distingem doua cazuri.

Cazul I. Avem {x} = {u}. Deci x = u si mai vrem y = v.
Subcazul I.1. Avem x = y. Atunci

() = {{x} o x3) = {{x} {x3) = {{x}}

Cum {u, v} € (x,y), avem {u, v} = {x}, de unde scoatem v = x
si deci y = v.




Proprietatea perechilor ordonate

Demonstratie (cont.)

Subcazul 1.2. Avem x # y.

Atunci, cum {x, y} € {{u},{u,v}}, avem fie {x,y} = {u} si deci
X = usi y = u, de unde avem x = y, o contradictie, fie

{x,y} ={u,v}, deciy = usauy =v, dar cum u = xsi x # y,
avem y = v, ceea ce trebuia demonstrat.

Cazul Il. Avem {x} = {u, v}. Exercitiu!

Fie x si y cu x # y. Atunci (x,y) # (v, x).




Putem defini acum:
e triplet pentru x, y, z, ca fiind (x,y,z) := ((x,y), 2)
@ cvadruplu pentru x, y, z, t, ca fiind
(x,y,2,t) == (((x, ), 2), 1)
si in general n-tuplu pentru orice n € N, dar doar in mod informal,
pentru c3 nu avem (incd) la dispozitie numere naturale.

Cand vom vrea sa lucram cu liste de obiecte de lungime arbitrar3d
(si ne vom putea atunci servi de N), vom folosi o alt3 formalizare,
l3sdnd-o pe cea de mai sus doar pentru listele de lungime fixa.



Axioma reuniunii

Daca vrem sa form3am multimi cu mai mult de doua elemente,
avem nevoie de urmatoarea axioma.

Axioma reuniunii

Pentru orice F exista x astfel incat pentru orice y, z cu z € y si
y € F avem z € x.

Ca mai Tnainte, putem folosi Axioma comprehensiunii pentru a
obtine, pentru orice F multimea care contine exact acei z cu
proprietatea c3 exista y € F cu z € y. Vom nota aceasta multime
cu JF si o numim reuniunea multimii F.

Atentie! Aceasta nu este reuniunea a doua multimi cu care suntem
obisnuiti, ci este, practic, ,reuniunea tuturor multimilor din F".
Reuniunea uzuald a doua multimi, x si y, se obtine ca:

xUy:= U{X,y}.



Multimi cu mai mult de doua elemente

Dac3 avem x, y si z, putem defini multimea ce contine exact
aceste elemente prin

{x,y.z} =Jlxyh Az} = {x,y} Uiz

n acest mod, putem defini, pentru orice n € N, multimi cu n
elemente date (din nou, acest ,pentru orice n € N” este informal).

Definim, pentru orice x, x := x U {x}, numind aceast3 multime
succesorul lui x, si apoi 3 := 27. Atunci 3 este egal cu

2t =20 {2} = {0,1} U {2} = {0,1,2}
si are chiar trei elemente, in sensul ca 0 # 1, 0 #2si 1 # 2.

Mai mult, observdm c3 0T = 1 si 17 = 2, ceea ce justific3
denumirea de succesor.



Axioma multimii partilor

Axioma multimii partilor

Pentru orice x exista y astfel incat pentru orice z cu z C x avem
ZEy.

Pentru orice x, notam multimea ce contine exact acei z care
verificd z C x cu P(x) si o numim multimea partilor lui x.



Produsul cartezian

Propozitie
Fie x, y, X, Y cux € Xsiy € Y. Atunci (x,y) € P(P(X U Y)).

Demonstratie

Trebuie s3 argtdm ca, pentru orice z € (x,y), avem z € P(XUY).
Fie z € (x,y). Atunci trebuie s3 ardtam ca, pentru orice t € z,
te XUY,adicate Xsaute VY. Fiet € z. Cum

(x,y) ={{x},{x,y}}, avem z = {x} sau z = {x,y}. Cum t € z,
avemt=xsaut=y. Decit€ XsauteY.

Ca urmare, pentru orice X si Y, multimea definit3 prin
XxY :={w e P(P(XUY)) |exists x € Xsiy € Y cuw = (x,y)}

contine toate perechile ordonate de elemente din X cu elemente
din Y. O numim produsul cartezian al lui X si Y.



Intersectii arbitrare si multimi Moore

Daca F este o multime nevida, definim intersectia multimii F ca
find N F := {z € UF | pentru orice x cu x € F, avem z € x}.

Definitie
Fie X o multime. Numim o multime A C P(X) multime Moore
pe X dacd X € A, iar pentru orice B C A nevidd avem () B € A.

Teorema

Fie X o multime si A o multime Moore pe X. Atunci exista si este
unic C € A, numit minimul lui A, astfel incat pentru orice D € A,
avem C C D.

Demonstratie

Unicitatea rezulta imediat: dacd avem C;, C; € A cu acea
proprietate, atunci G; C G, si G C (q, deci G; = G,. Pentru
existentd, cum X € A, avem A # (), deci VA € A. Luam C :=NA
si verificam c3 are proprietatea cautata.




