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Multimi de enunturi

Complet analog celor din logica propozitionald, vom introduce
notiuni de satisfiabilitate pentru multimi de formule, precum si
semnificatii corespunzdtoare ale semnului |=.

Fie I C E,. Pentru orice o-structura A, spunem c3 A satisface I'
sau c3 A este model pentru I, si scriem A =T, dac3 pentru orice

pel, AEp.

Spunem c3 I este satisfiabila dac3 exista o o-structura A cu
A ET; c3 este nesatisfiabila dacd nu este satisfiabil3; si c3 este
finit satisfiabila dac3 orice submultime finita a sa este satisfiabil3.

Ca exemplu, fie [ := {327 | n > 1}. Atunci o structurj satisface I
daca si numai dacd multimea ei subiacenta este infinita.



Proprietati

Urmatoarele proprietati se demonstreaza perfect analog celor din
logica propozitional3.

Proprietati

Fiel C E,;, A CT si A o o-structura. Avem urmatoarele:
e Dacd A =T, atunci A E A.
@ Daca A este nesatisfiabila, atunci I este nesatisfiabila.

@ Avem c3 A =T dacd si numai dacd pentru orice X C I finita,

AET.




Deductie semantica din multimi

Fie I C E, si ¢ € E,. Spunem ca din I se deduce semantic ¢, si
scriem I |= ¢, dacd pentru orice o-structurd A cu A =T avem

A [= ¢. Aceastd notiune are urmatoarele proprietdti analoage celor
din logica propozitionald si demonstrabile similar.

Proprietati
Fiel C E,, A CT siy, ¥ € E;. Avem urmatoarele:
e Dacd A = ¢, atunci I = .
@ Multimea [ este nesatisfiabild dacd si numai daca ' = L.
@ Avem I' = ¢ daca si numai dacd ' U {—p} este nesatisfiabil3.
e Avem U {¢} = 1 dacd si numai dacda I = ¢ — 9.




Teorema de compacitate

Din nou ca in logica propozitionald, vom putea enunta Teorema de
compacitate, in cele doud variante ale ei. Aceasta teorema
reprezinta temelia intregii teorii a modelelor logicii de ordinul I.

Teorema de compacitate

o Fiel CE,si ¢ € E,. Atunci ' = ¢ dacd si numai dac3
existd A C T finitd cu A = .

@ O multime de enunturi este satisfiabild daca si numai daca
este finit satisfiabila.

Precum in cazul logicii propozitionale, fiecare dintre variante are
cate o implicatie imediatd, iar implicatiile care raman sunt
echivalente intre ele (cu demonstratii perfect analoage). Ceea ce
ne ramane va fi demonstrarea urmatorului rezultat.

Teoremd (TK2«)

Orice multime de enunturi finit satisfiabild este satisfiabila.




Ultraproduse de ordinul |

Instrumentul cu care s-a demonstrat acel rezultat la logica
propozitionala a fost ultraprodusul. Vom indica in continuare cum
se defineste aceasta notiune pentru structuri de ordinul |, definitia
fiind mai elaborata decét cea pentru evaluari propozitionale
(cronologic, ea a aparut, Tnsa, anterior).

Considerdm o = (F, R, r) signatura peste care lucrdm. Fie | o
multime nevid3d, A = (A;);es o familie de o-structuri, astfel incat,
pentru orice i € I, Aj = (A, (Ais)serur) si U un ultrafiltru pe /.
Vom nota cu AY = (AY, (AY)scFuUR) o-structura care va
reprezenta ultraprodusul familiei A relativ la U si pe care o vom
defini Tn continuare.

Cum, pentru orice i € I, A; # (), aplicAnd Axioma alegerii, avem c3

HieIAi 7’5 0.



Ultraproduse de ordinul |

Vom defini o relatie de echivalenta pe [];c, A;, notata cu ~y, in
felul urmdtor: pentru orice (f;)ics, (&i)ier € I1ics Ai, spunem ca
(fi)ier ~u (8i)ies dacd

{/€I|f;:g,}€U,
si vom pune AY :=[];c; Ai/ ~u.

Pentru orice s € F U R si orice (a1i)iel, - - -, (ar(s),i)ies, punem,
daca s € F,

Al((avi)ien -+ (ans)i)ier) = (Ais(av, - - -, as).i)iel,

jar daca s € R,

—

((317;),-61, ceey (a,(s)7,-),-€,) € Ag = {i el | (817;, ey a,(s)v,-) < A,'7s} e U.

Se poate demonstra c3 aceste definitii sunt corecte (nu depind de
reprezentanti) si, deci, am terminat de definit ultraprodusul AY.



Functii cu valori intr-un produs cartezian

Avand Tn vedere ca in definirea ultraprodusului se foloseste
produsul cartezian (de aici ii vine si denumirea, lucru care nu era
vizibil in logica propozitionald), vom da niste definitii ce se referd
la functii cu valori intr-o asemenea multime.

Fie I o multime si (A;)ics. Fie v : V — [];; Ai si U un ultrafiltru
pe I. Pentru orice i € I, definim v; : V — A;, punand, pentru orice
x € V, vi(x) := v(x);, si mai definim Ui v Al punand,
pentru orice x € V, vV(x) := v/(;)

Proprietati

Fie x € V si a = (aj)ies € []ic; Ai- Avem urmatoarele:
@ Pentru orice i € I, (vxea)i = (Vi)xea;-

o Avem (veea)V = (VY), . 5.




Teorema fundamentala a ultraproduselor

Teorema fundamentald a ultraproduselor (to$)

Fie I o multime nevidd, A = (A;);ec; o familie de o-structuri astfel
Tncat pentru orice i € /, notdm cu A; universul lui A;,
v:V =[]/ Ai si U un ultrafiltru pe /. Atunci:

@ Pentru orice t € T,,

—

U .
tﬁ/ = (t\f')iel-

@ Pentru orice x € F,,

u . .
Iy =1 {ielllxly =1} € U.

Demonstratia depaseste cadrul cursului. Ea poate fi, insd, un
exercitiu pentru cei interesati — se face prin inductie structural3;
cazul oarecum mai netrivial este cel al cuantificatorului universal,
unde se vor folosi si proprietdtile care au fost (cu acest scop)
indicate anterior ale functiilor cu valori intr-un produs cartezian.




Teorema fundamentala a ultraproduselor

Fie | o multime nevid3d, A = (\A;);es o familie de o-structuri si U
un ultrafiltru pe /. Atunci, pentru orice x € E,,

Al exye{iel|AiEx}el.

Urmatorul rezultat se deduce Tntocmai ca la logica propozitionala.

Teorema fundamentala a ultraproduselor — versiunea 2

Fie I o multime nevidd, A = (A;)ies o familie de o-structuri si U
un ultrafiltru pe /. Atunci, pentru orice A C E, finita,

AVEAs{icl| A EA)YeU.




Trucul lui Scott

Pentru a demonstra Teorema de compacitate, mai avem nevoie de
un rezultat, anume o forma mai tare a Axiomei alegerii.

Teoremd (Axioma alegerii pentru proprietati)

Fie P o proprietate ce are doud argumente si / o multime astfel
incat pentru orice i € /, existd x cu P(i,x). Atunci existd o familie
(xi)ics astfel incat pentru orice i € I, P(i, x;).

Demonstratie

Vom folosi faptul c3 orice multime are rang. Pentru orice i € /,
punem «; sa fie acel ordinal @ minim cu proprietatea c3 exista
x € V, cu P(i,x) si apoi punem

Xi:={xe V,, | P(i,x)} # 0.

(Acest procedeu de formare a multimilor X; se numeste trucul lui
Scott.) Aplicdm, apoi, Axioma alegerii pe familia (X;);e si
obtinem familia ceruta.




Demonstratia teoremei de compacitate

Putem, acum, demonstra acea implicatie ramas3 a Teoremei de
compacitate.

Teoremd (TK2<«)

Fie ' C E, finit satisfiabila. Atunci I" este satisfiabila.

Demonstratie

Fie | :== Pan(lN) = {A € P(I) | A finitd}. Cum D e [, | #£ 0.
Pentru orice A € [, existd o o-structurd A cu A = A. Din
teorema precedentd, existd o familie de o-structuri (Aa)ac; astfel
incat, pentru orice A € I, Ap E A.

Demonstratia curge apoi intocmai ca la logica propozitionald. A
se observa ca avem nevoie de Axioma alegerii de multe ori
(inclusiv in Teorema fundamental3 a ultraproduselor, pe care nu
am demonstrat-o!).




Ultima semnificatie a lui =

Fiel, A C E,. Vom nota:
@ prin [ = A faptul c3 pentru orice o-structurd A cu A =T
avem A = A;
@ prin [ ~ A faptul c3 pentru orice o-structurd A, A =T dac3
si numai dacd A = A.
Observéam c3 I ~ A dacd si numaidaca ' = A si A =T.

Stiind aceste notiuni, vom putea prezenta cateva aplicatii ale
Teoremei de compacitate.



Aplicatii ale teoremei de compacitate

Propozitie

Fiel,L, X CE, cul =X si X finitd. Atunci existd A C I finitd cu
AEY.

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupa cardinalul lui . Pentru cazul
|X| =0, ie X =0, putem lua A := 0.

Presupunem acum c3 existd n € N astfel incat |X| = n™ si ludm
Y CE,sipeE,culX|=nsi X =% U{p} Atunci avem
=% sil = . Din prima afirmatie, aplicind ipoteza de
inductie, avem c3 existd A’ C T finitd cu A’ =Y/, iar din a doua,
aplicdnd Teorema de compacitate, avem c3 existd A” C T finit3 cu
A" E ¢. Atunci A := A’ U A" este multimea finitd c3utata.




Aplicatii ale teoremei de compacitate

Corolar

Fiell X CE, cul ~ X si X finita. Atunci exista A C [ finita cu
[ ~ A, sau, echivalent, > ~ A.

| \

Demonstratie

Cum I | X si X este finitd, din propozitia precedenta obtinem c3
existd A CT finitd cu AEX. Dar X =T, deci A = T. Mai mult,
cum ACT,avem [ E A, deci [ ~ A.

v




Aplicatii ale teoremei de compacitate

Propozitie

Fie I C E, astfel incat pentru orice m € N exista A |= I astfel
incat universul lui A are cardinalul mai mare sau egal cu m. Atunci
[ are un model cu universul infinit.

Demonstratie

Fie ¥ :=TU{32"| n>1}. Clar, daci X ar fi satisfiabil3, atunci
un model al sau ar fi un model al lui " cu universul infinit. Din
Teorema de compacitate, este suficient sa aratam ca X este finit
satisfiabila.

Fie A C ¥ finitd si vrem s3 aratam c3 A este satisfiabild. Avem c3
existds m € N astfel incat A CTU{32"|1<n< m}.

Stim c3 existd A = I astfel incat universul lui A are cardinalul mai
mare sau egal cu m. Atunci A = A, deci A este satisfiabila.




Aplicatii ale teoremei de compacitate

Propozitie

Nu existd [ C E, astfel incat pentru orice o-structura A, avem
A =T daca si numai dacd universul lui A este finit (altfel spus,
logica de ordinul | nu poate captura finitudinea).

Demonstratie

Presupunem ca ar exista un asemenea . Din propozitia
precedentd, este suficient s3 aratam c3 pentru orice m € N exista
A [= T astfel incat universul lui A are cardinalul mai mare sau egal
cu m. Fie m € N. Luim A o o-structurd avand ca univers pe m"
(de ce exista asa ceva?). Atunci A are universul finit, deci, din
ipotezd, A =T si A este cea ciutata.




Aplicatii ale teoremei de compacitate

Propozitie

Nu existd [ C E, finita astfel incat pentru orice o-structurd A,
avem A = I dacd si numai dacd universul lui A este infinit.

Demonstratie

Presupunem ca ar exista un asemenea . Atunci

[~ {327 | n>1}. Dintr-o propozitie anterioar3, existi m € N cu
I~ {32"|1< n<m}. Fie Ao o-structurd avand ca univers pe
mt. Atunci A= {327 |1 < n< m}, deci A[=T. Ins3 A are
universul finit, ceea ce contrazice ipoteza facuta despre I.




Teorema Lowenheim-Skolem Tn sus

Teorema Lowenheim-Skolem in sus

Fie ' C E, astfel incat ' are un model cu universul infinit si x un
cardinal. Atunci [ are un model cu universul de cardinal mai mare
sau egal decét k.

Demonstratie

Aplicand o propozitie veche, fie C o multime astfel incat

CNS, =0si|C|=k. Fixdm o bijectie f : kK — C si notam,
pentru orice o € K, f(a) cu ¢,. Dacd avem o = (F, R, r), notdm
o' :==(FUC,R,r") unde r|’,_-uR = r si, pentru orice ¢ € C,

r'(c) = 0. Atunci o’ este o signaturd cu o < o’. Notdm

Y=TU{~(ca=cp)|,fEK, a#pB}CE,.

Vom ardta ca X este satisfiabila.




Teorema Lowenheim-Skolem Tn sus

Demonstratie (cont.)

De ce ne rezolva problema faptul ca X este satisfiabila? Daca
avem B’ = ¥, atunci B’ =T. Fie B redusa lui B la 0. Atunci

B =T (exercitiu!), iar B si B’ au acelasi univers, pe care il notam
cu B. Consideram functia g : K — B, definita, pentru orice o € k,
prin g(a) := BL_. Atunci g este injectiva si, deci, k < |B]. Ca
urmare, B este modelul cautat.

Din Teorema de compacitate, este suficient s3 ardtam c3 X este
finit satisfiabild. Fie A C ¥ finita si vrem s3 aratam c3 A este
satisfiabila. Avem ca exista D C & finita astfel Tncat

ACTU{~(ca=c3) |, €D, a# B}




Teorema Loéwenheim-Skolem Tn sus

Demonstratie (cont.)

Fie A un model al lui [ cu universul infinit Asi h: D — A
injectiva. Fie a € A arbitrar. Fie A’ o expansiune a lui A la ¢’
(avem A’ =T — exercitiu!), unde, pentru orice o € k, avem

A h(a), dacd a € D,
o a, daca a & D.

Atunci A’ = A si deci A este satisfiabil3.




