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Deductie in logica de ordinul |

Vom introduce sumar un sistem deductiv de tip Hilbert pentru
logica de ordinul |. Axiomele sale vor fi:

@ tautologiile;
@ pentru orice formule ¢, ¢ si orice y € V' \ FV(yp),

(Vy(e = ) = (¢ = Yyy);
@ pentru orice x € F,, y € V, u € T, cu y liber pentru u in Y,
Vyx = (xly := u]);
@ pentru orice y, z, w € V, t € T, si orice formuld atomica ¢,
Y=Y

z=w — (tly :==z] = t[y := w]);

z=w = (¢ly = 2] = ¢ly :=w]).

Pe langa regula de deductie (MP), vom avea si regula

generalizarii: pentru orice x € V si ¢ € F,;, din ¢ se va deduce
Vxp.



Deductie in logica de ordinul |

Pentru orice ' C E, (atentie, nu F,!) si orice ¢ € F,, se vor defini,
exact ca la logica propozitionald, I' - ¢ si - . Aceastad deductie
va satisface urmatoarele proprietati, pe care nu le vom demonstra.

Proprietati
Fiel CE,, p € E;, ¥ € F,. Atunci:
o [ — 1 dacd si numai daca ' U {¢} - ¢ (teorema
deductiei);
o daca N U{p} F L, atunci I' F —¢;
@ dacal F4sil -, atunci [ = L.




Teorema de corectitudine

Precum la logica propozitionald, vom avea urmatoarea teorem3 ce
se demonstreaza prin inductie pe deductia sintactica. A se
observa c3 validitatea uneia dintre axiome (cea care implic3
substitutia) a fost deja demonstrata.

Teorema de corectitudine

Fiel' C E, si p € F,. Atunci, daca ' - ¢, avem ca pentru orice
o-structurd A cu universul A astfel incat A =T si pentru orice
v:V = Aavem ||| = 1. In particular, daci avem I ¢, atunci
 este valida.




Multimi consistente

Precum la logica propozitionald, putem reformula teorema de
corectitudine folosind notiunea de multime consistenta.

Spunem c3 ' C E, este consistenta dac3 It/ L, si inconsistenta
daca '+ L.

Teorema de corectitudine — versiunea 2

Orice multime satisfiabild este consistenta.

Demonstratie

Fie ' C E, satisfiabild. Atunci I = L, deci 't/ L, i.e. T este
consistenta.




Multimi maximal consistente

Spunem c3 o multime consistentd de enunturi I este maximal
consistenta daca este maximala printre multimile consistente

relativ la incluziune, adic3, pentru orice multime consistentd de
enunturi X care include I', avem ca ' = £. Multimile maximal
consistente satisfac urmatoarele proprietati, pe care nu le vom

demonstra.

Proprietati

Fie I' o multime maximal consistenta si ¢, 1 € E,. Atunci:
@ [ ¢ daca si numai daca p €T;
o L &£T;
@ ¢ — 1 €l dacd si numai daca ¢ ¢ I sau ¢y € T.




Teorema generald

Scopul acestor investigatii este, ca n cazul logicii propozitionale, o
teorema generala care sa lege notiunile desemnate prin semnele -
si |=, ce va include, asadar, Teorema de completitudine tare pentru
logica de ordinul |, al c3rei enunt (reamintim din Introducerea
istoricd) a fost pentru prima datd demonstrat de Godel in 1929:

Teorema de completitudine — sumar

@ Pentru orice ' C E, si ¢ € E;, avem
lrFperlEe

@ O multime de enunturi este consistenta daca si numai daca
este satisfiabila.

Nu vom parcurge toate detaliile demonstratiei uzuale (care este
datoratd lui Henkin) a enuntului de mai sus (dupad cum se vede,
deja am omis anumite demonstratii ale unor proprietati), dar vom
schita ideile principale care intrd in componenta sa.



Fie I C E, si C o multime ale c3rei elemente sunt toate constante
ale lui 0. Spunem c3 C este o multime de martori pentru I daca
pentru orice p € F, siy € V cu FV(p) C {y} existd c € C astfel
fncat

M= (Fye) = (oly = c]).

Clar, daca ' C X si C este o multime de martori pentru I', atunci
C este o multime de martori pentru X.

In continuare, vom arata ca multimile maximal consistente ce
admit multimi de martori sunt satisfiabile, acesta putand fi vazut
ca un caz particular al Teoremei de completitudine.



Teorema de existenta a modelului

Teorema de existenta a modelului

Consideram signatura o = (F, R, r). Fie [ o multime maximal
consistentd si C o multime de martori pentru . Atunci exista o
o-structurd A = (A, (As)serur) astfel incat A =T si |A| < |[C|.

Demonstratie

Ideea demonstratiei, asa cum am spus, ii apartine lui Henkin. Pe
multimea C se pune relatia de echivalenta ~, definita, pentru orice
¢, d e C, prin

c~d:e(c=d)erl,

iar apoi se pune A:= C/ ~.

Cum exista 7 : C — A surjectia canonica, dintr-un exercitiu de
seminar avem c3 existd o injectie g : A — C, deci |A| < |C|.




Teorema de existenta a modelului

Demonstratie (cont.)

Pentru orice s € F U R si orice a1, ...,a,5) € C, dacd s € F, cum
C este multime de martori pentru multimea maximal consistenta
[, avem c3a exista c € C cu

((ElXQ(Sal - dr(s) = Xo)) — (sal coedp(s) = C)) el

si putem pune
As(ar, ..., a/,(\s)) =,

iar dacd s € R, punem
(a1,...,ar(s)) €EAs & sa...a ) €T.

Se demonstreazd c3 toate aceste definitii sunt bune (nu depind de
alegerile facute), iar, dup3 o lungd inductie, folosind proprietatile
de martori si de maximal-consistentd, se aratd ca A = T.




Signaturi numarabile

Pentru a putea atinge aceste proprietati, ne vom restrange
temporar la cazul signaturilor numarabile.

Propozitie-Definitie

Fie 0 = (F, R, r) o signaturd. Urm3toarele afirmatii sunt
echivalente:

@ [ U R este cel mult numarabilg;

@ F, este numarabil3;

@ E, este numarabila.

In acest caz, spunem c3 o este o signatura numarabila.




Proprietatea de maximal-consistenta

Consideram ¢ numarabila. Atunci pentru orice multime consistenta
I existd o multime maximal consistent3 I’ care include pe .

Demonstratie

Fie f : N — E, o bijectie. Vom nota, pentru orice n, f(n) cu ¢,.
Definim sirul de multimi (I')pen Tn mod recursiv, punand g :=T,
iar pentru orice n € N,

| Thu{gn}, dacd I, U{pn} este consistenta,
L MU {—¢n}, altfel.

Aratam prin inductie c3 pentru orice n, I, este consistentd. Fie n.
Trebuie demonstrat ca dacd ', U {p,} - L, atunci I, U {—¢,}
este consistentd. Presupunem cd am avea [, U {—p,} F L, deci
Mt =pn— L. Cum M, U{pn}F L, rezultd I', - =, si, deci,
I, F L, contradictie cu ipoteza de inductie.




Proprietatea de maximal-consistenta

Demonstratie (cont.)

Ludam acum
"= T

neN
care, clar, este consistenta. Presupunem acum ca ar exista
consistentd cu [ C X. Fie p € X\ ['. Atunci existd n cu ¢ = @,,.
Cum o, €T, o & T hy1, deci mp, €Ty CX. Deci X F o si
> -y, ie. X @ — L, deci avem X - L, ceea ce contrazice
presupunerea ca X este consistenta.




Proprietatea de martori

Teorema

Consideram o numarabila. Fie ' C E, consistenta si C numarabild
astfel incit CN'S, = (0. Not3m cu o’ signatura num3rabil3
obtinutad prin addugarea elementelor lui C la o pe post de
constante (precum Tn demonstratia teoremei Léwenheim-Skolem fin
sus). Atunci existd o multime consistentd " C E, astfel incit

I C T’ si C este multime de martori pentru [,

Demonstratie

Fie f : N — C o bijectie. Vom nota, pentru orice n, f(n) cu c,. Fie
A:={pe Fy||FV(p)| <1}

Fie g : N — A o bijectie. Vom nota, pentru orice n, g(n) cu ¢p.
Pentru orice n, punem y, sa fie variabila liberd a lui ¢, Tn caz c3
aceasta exista, si xp altfel.




Proprietatea de martori

Demonstratie (cont.)

Definim sirul de multimi (I'y),eny Tn mod recursiv, punand Iy :=T,
iar pentru orice n € N, dacd notam cu d, acel ¢, cu m minim
astfel Tncat ¢, nu apare in enunturile din [,

Cot1 := Tn U{(3yaen) = (@nlyn := da])}-

Se aratd printr-o inductie netriviala (pe care o omitem, dar
mentionam ca se foloseste in mod crucial faptul cd, pentru orice n,
dn nu apare in enunturile din I';,) c3 pentru orice n, [, este
consistentd. Ludm acum I := {J,en n. Atunci [ va fi si ea
consistentd, iar pentru orice ¢ € F,r siy € V cu FV(p) C {y},
avem ca o € A, deci existd n cu ¢ = ¢, iar atunci y, = y, deci

M 3ye) = (oly = dal),

ca urmare C este multime de martori pentru .




Prima teorema de completitudine
Teorema de completitudine tare — varianta 2 (cazul numarabil)

Consideram o numarabild. Fie ' C E, consistenta. Atunci [
admite un model cu universul cel mult numarabil.

Demonstratie

Aplicand o propozitie veche, fie C o multime numarabild astfel
incdt CN'S, = 0. Notdm cu o’ signatura num3rabil3 obtinut3 prin
adaugarea elementelor lui C la o pe post de constante. Din
propozitia precedentd, existd o multime consistent3 [' C E,/ astfel
incat [ C I’ si C este multime de martori pentru I". Dintr-o
propozitie anterioar3, existd " C E,, maximal consistent3 cu

" CT"”. Avem c3 C este multime de martori si pentru . Din
Teorema de existent3 a modelului, existd o o’-structurd A’ cu
universul A astfel incdt A’ =T, in particular A’ =T, si

|A| < |C| = Ny, deci A este cel mult num3&rabils. Redusa lui A’ la
o va fi atunci modelul c3utat.




Consecinte

Consideram o numarabila. Fie ' C E, satisfiabila. Atunci [ admite
un model cu universul cel mult numarabil.

Teorema de completitudine (slabd; cazul numarabil)

Considerdm o numarabild. Atunci pentru orice ¢ € E, cu = ¢,
avem = .

| \

Demonstratie

Fie ¢ € E, cu |= ¢. Presupunem c3 I/ ¢. Atunci {—p} este
consistentd (daca am avea ca {—p} F L, atunci am avea I ¢,
contradictie!), deci satisfiabild. Prin urmare, existd A cu A = —p,
i.e. A~ @, ceea ce contrazice presupunerea.




Consecinte

Teorema de completitudine (slab3; cazul general)

Considerdm o arbitrara. Atunci pentru orice ¢ € E, cu |= ¢, avem
F .

Demonstratie

| \

Fie p € E, cu = ¢. Fie o/ astfel incat o’ < o si o’ contine doar
simbolurile din o care apar efectiv in ¢. Avem c3 o’ este o
signatura numarabild. Vom pune indici semnelor |- si = pentru a
indica signatura peste care lucrdm. Asadar, avem =, ¢. De aici
deducem (exercitiu!) cd =, ¢ si putem aplica cazul numarabil al
Teoremei de completitudine pentru a deduce ca -,/ ¢. De aici
rezultd imediat F, ¢, ceea ce trebuia aratat.




Teorema generald

Precum la logica propozitional3, putem deduce apoi Teorema de
completitudine tare in cazul general (folosind Teorema deductiei si
Teorema de compacitate), rezumand aceste rezultate in modul
urmator, pe care l-am anticipat deja.

Teorema de completitudine — sumar

@ Pentru orice I C E; si ¢ € E;, avem

FrFperl Eep

@ O multime de enunturi este consistenta daca si numai daca
este satisfiabila. )




Izomorfisme

Considerdm signatura o = (F, R, r). Fie A = (A, (As)scFuR) Si

B = (B, (Bs)serur) doud o-structuri. Un izomorfism de la A la B
este o bijectie f : A — B astfel incat pentru orice s € F UR si
orice ar, ..., a,s) € A, avem, dacd s € F, cd

f(As(al, ey ar(s))) = Bs(f(al), ey f(a,.(s))),
iar dacd s € R, cd
(31, N ar(s)) cA & (f(al), cee f(a,(s))) € B..

Spunem c3 doua o-structuri A si B sunt izomorfe, si notam
A ~ B, dacd existd un izomorfism de la A la B.



Echivalenta elementara

Spunem c3 doua o-structuri A si B sunt elementar echivalente,
si notdam A = B, dac3 pentru orice ¢ € E, avem c3 A = ¢ dacd si
numai dacd B | ¢.

Pentru orice o-structurd A, notdm

Th(A) ={pc E | A= ¢}.

Clar, pentru orice o-structuri A si B, avem c3 A = B daca si
numai dacd B |= Th(A).

Propozitie (exercitiu)

Doua structuri izomorfe sunt elementar echivalente.

Apare intrebarea: exista structuri elementar echivalente care nu
sunt izomorfe?



Modele non-standard ale aritmeticii

Mai concret, s3 consideram o, si structura sa canonicd A/. Am
dori s3 gdsim o oy, -structurd M cu N' = M, deci M = Th(N),
dar cu N 22 M. Un asemenea M se va numi model
non-standard al aritmeticii.

Putem gasi un asemenea model destul de simplu, in felul urmator.
Dat fiind ¢cd Th(N) are un model infinit (pe \'), aplicind Teorema
Léwenheim-Skolem 1n sus, obtinem c§ existd M = Th(N) cu
universul de cardinal cel putin X;. Asadar, nu poate exista un
izomorfism de la M la A/ din motive care tin de cardinalitate.

Exist3, nsa, vreun model non-standard al aritmeticii numarabil?



Modele non-standard ale aritmeticii

Vom considera ¢’ ca fiind acea signatur3 care se obtine din o,
prin addugarea unei constante ¢ ¢ S,,.. Notam

[ = Th(N) U {~(c = 0), ~(c = $0), ~(c = $50),...} C E,.

Aratam ca I este satisfiabila. Din Teorema de compacitate, este
suficient s3 aratam ca este finit satisfiabila. Fie A C T finita.
Atunci exista m € N astfel Tncat

A C Th(N)U {~(c=S50) | i < m}.

Fie B expansiunea lui A la o’ astfel incAt c este interpretat in B
prin m. Atunci B |= A, deci A este satisfiabild. Am ardtat, deci,
ca [ este satisfiabild, iar cum o’ este o signaturd numarabila,
dintr-un rezultat anterior avem ca I' admite un model cu universul
numarabil. Redusa acelui model la o,; va fi modelul non-standard
al aritmeticii c3utat.



Axiomele lui Peano si logica de ordinul |

Totusi, s-a demonstrat (intr-o oarecare formd) ca existd o
axiomatizare (,axiomele lui Peano") care caracterizeazd numerele
naturale pana la izomorfism.

Acest rezultat nu contrazice, insa, existenta modelelor
non-standard, deoarece acelea se refera doar la enunturile din
logica de ordinul I. Concluzia ar fi cd axiomele lui Peano nu pot fi,
de fapt, codificate in logica de ordinul I.

S3 vedem ce obstacole ar putea aparea.



Codificarea axiomelor lui Peano

Axiomele pentru zero si succesor se transpun imediat:
o Vxo—(Sxo = 0);
o VxoVx1(Sx0 = Sx1 — x0 = x1);
Lucrand in o,, putem codifica si regulile de calcul pentru adunare,
inmultire si relatia ,,mai mic decat"”:
o Vxo(x0+0 = xo);
o Vxo¥xi(x0+Sx1 = S(xoFx1));
o Vxo(xox0 = 0);
o VxoV¥xi(xoxSx1 = (xoxx1)40);
o Vxo—(x0<0);
0 VxoVx1(x0<Sx1 ¢ (xo<x1 V X0 = x1)).
Ramane doar axioma inductiei, exprimata atunci ca: pentru orice

B CNcu0 € Bsi, pentru orice n € N cu n € B, avem n* € B,
avem B = N.



Aritmetica Peano

Aceasta axioma nu se poate codifica direct, deoarece in logica de
ordinul | nu avem cuantificare dupa multimi — submultimi ale
structurii, ca aici — aceasta fiind o caracteristica a logicilor de ordin
superior.

Prima solutie este inspirata de faptul ca multimile pot fi gandite ca
proprietati, iar acestea din urma ca formule. Putem avea asadar
cate o axioma pentru fiecare formula ¢ a lui og,:

(p[x0 := 0] A Vxo(@ — @[xo0 = Sxo])) — Vxop

(cuantificand universal apoi formula obtinutd pentru a nu mai avea
variabile libere).

Axiomatizarea astfel-obtinuta se numeste aritmetica de ordinul |
sau aritmetica Peano — notat3d cu PA, Peano Arithmetic —
oarecum impropriu, nefiind vorba ,in totalitate” de axiomele lui
Peano.



Aritmetica de ordinul Il

O a doua solutie este de a introduce efectiv un nou tip de date —
sort — care sa reprezinte submultimile lui N, lucrand intr-o
asa-numit3 logica de ordinul | multisortata (nu intrdm in
detalii). Putem ad3uga axiome care exprima comportamentul
acestor submultimi (din nou, nu intrdm in detalii) si apoi sd
codificam verbatim axioma inductiei.

Aceasta axiomatizare se numeste aritmetica de ordinul Il -
notatd cu SOA, Second-Order Arithmetic, sau cu Z> — tot oarecum
impropriu, dar dintr-un alt motiv, anume ca este vorba tot de o
logica de ordinul |. Totusi, este mai puternica decat PA si poate
exprima Tn genere intreg aparatul analizei matematice, de aceea se
mai numeste si analiza.



Teoria multimilor

in fine, o ultim3 solutie — si cea mai puternicd — reamintim, din
Introducerea istoric3, ierarhia sistemelor: , aritmetica”, ,analizd”,
~teoria multimilor” — este de a codifica toate axiomele teoriei
multimilor ZFC direct in logica de ordinul | si de a lucra in cadrul
acestei axiomatizari cu numerele naturale exact Tn modul prezentat
in primul capitol al cursului.

Modulo acele axiome, teorema de unicitate ramane valabila, dar
acele axiome, fiind exprimate in logica de ordinul |, prezinta, pana
la urm3, acelasi gen de inconveniente: avem aceeasi neunicitate a
N-ului (si chiar si alte rezultate catastrofale, dupd cum vom
vedea), doar c3 ,la un alt nivel”.

Despre aceste considerente vom vorbi mai multe in capitolul
urmator.



