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Fundamentele matematicii



“Everyone knows what a curve is, until he has studied enough
mathematics to become confused through the countless number of
possible exceptions.”

— Felix Klein



Demonstratii formale

Atat in logica propozitionald, cat si Tn logica de ordinul |, avem
de-a face cu urmatoarea echivalent3d (caracterizare): pentru orice
multime de enunturi I si orice formula ¢, avem ca I - ¢ daca si
numai daca existd n € N si un sir finit de formule (¢;)i<, astfel
incat ¢, = ¢, iar pentru orice i < n, p; este fie axioma a
sistemului deductiv, fie element al lui I, fie se obtine din formule
care o preceda printr-una dintre regulile de deductie — regula (MP)
sau regula generalizarii.

Demonstratia echivalentei este aproape imediata, facandu-se
intr-unul din sensuri prin inductie pe deductia sintactica, iar in
celdlalt prin inductie dupa acel n.

Un sir finit ca mai sus se va numi demonstratie formala (relativa
la I'). Membrul drept al echivalentei se poate lua si ca definitie a
semnului I, dar, dupd cum s-a vazut, nu a fost nevoie. El justifica,
nsd, folosirea sintagmei ,,deductie sintactica” si este crucial in
rationamentele filosofice care privesc aceste logici.



Argumentul de ,strangere”

In primul rénd, ne putem intreba: de ce aceste concepte formale,
indicate de semnele I si |=, corespund conceptului informal de
»adevar universal”?

Un r3spuns ne este dat de asa-numitul argument de ,strangere” al
lui Kreisel. El porneste de la urmatoarele premise necontroversate:
@ Orice enunt demonstrabil (teorema formald) este , universal

adevarat”.
@ Orice enunt ,universal adevarat” este, in particular, adevarat
n orice structurd (deci valid).

Se obtine, asadar, urmatoarea imagine:
Fo = © este ,universal adevarat” = Eop

Teorema de completitudine (i.e. faptul cd = ¢ implicd - ¢) devine
ultima premisa a argumentului, cea care ,strange” conceptul
informal Tntre cele doua concepte formale, garantand egalitatea
celor trei.



Logica si teoria multimilor

Mai apoi, putem sa ne intrebam cum putem realiza vechea
promisiune de a fundamenta teoria multimilor (ZFC) pe logica.

Asa cum s-a vazut si am si evidentiat, noi am fundamentat logica
de ordinul intai pe teoria multimilor (inclusiv formulele erau
multimil!), ca urmare apare problema prefiguratd de a gdsi un alt
fundament pentru logica, pentru a nu avea referinte circulare.

In primul, s3 observim c3 nu putem fundamenta ceva pe nimic.
Mereu, cand dorim s3 facem matematic3 si sa o comunicam altora,
ne bazam pe faptul c3 exista anumite idei si concepte pe care le
avem dinainte presupuse tacit.

S3 vedem, ns3, ce are de spus filosofia matematicii despre
asemenea chestiuni.



Filosofia matematicii

Simplificaind masiv, existd in genere doua mari moduri de a
fundamenta filosofic matematica:

e platonism, in care obiectele matematice (chiar si infinite)
»existd” intr-un sens abstract (in genul formelor lui Platon),
iar noi avem acces la ele doar prin obiecte finite, tangibile
(precum demonstratiile);

e formalism (sau chiar finitism, desi ele diferd), in care doar
despre obiectele matematice finite se poate spune ca ,exista”
cu adevarat, iar cele infinite sunt doar anumite fictiuni, povesti
pe care le spunem pentru a putea avea o intuitie productiva.

Noi vom avea o abordare mai agnostica — dupa cum am spus si
anterior, ne vom baza pe anumite intuitii comune pe care le avem
cu totii si pe care le dorim a fi minimale (vezi si ,,jocurile de
limbaj" ale lui Wittgenstein).



Calculabilitate

Vom alege sa avem la baza notiunile intuitive de numar natural si
de functie calculabila.

Dupa cum am spus n Introducerea istorica, existda mai multe
moduri de a defini functia calculabild (masini Turing etc.). Acesta
nefiind un curs de calculabilitate, ne vom baza pe cunostintele de
programare dobandite in liceu, anume limbajul C (sau chiar
pseudocodul) si modul cum sunt implementati in el algoritmi
standard, precum algoritmul lui Euclid sau cei de sortare.

Vom spune, deci, c3 o functie f : N — N este calculabila daca
existd un program C care o calculeazd. (Aceasta nu este o definitie
neriguroasa, cu conditia de a fi fost precizat in detaliu, in prealabil,
cum arata si cum este rulat un program C, lucru care se poate face
la un curs de semantica limbajelor de programare.) Putem extinde
imediat definitia si la alte tipuri de date nenumerice (cum ar fi
sirurile de caractere, cum vom vrea sa fie formulele), ludnd in calcul
ca acestea pot fi (si chiar sunt, in practicd) codificate ca numere.



Teza Church-Turing

Cum putem sti ca aceste concepte formale de program C, masina
Turing etc. corespund celui informal de calculabilitate? Asa cum
am mai spus, aceastd corespondenta poarta numele de teza
Church-Turing.

Exista argumente n favoarea tezei ce seamana cu cel de
,strangere” de mai devreme (de aceea am dorit s fie mentionat).
Un alt argument este ca orice definitie gandita pentru
calculabilitate s-a dovedit a fi echivalent cu cele ale lui Church si
Turing. Mai mult, orice Tncercare de a fundamenta calculabilitatea
pe legi mai profunde ale fizicii (avem exemplul faimos al calculului
cuantic) nu a condus la cresterea clasei de functii calculabile, ci
doar (fapt nedemonstrat, dar banuit puternic) la cea a vitezei de
calcul.

Vom accepta, deci, teza Church-Turing.



Multimi decidabile

Spunem cd A C N (sau, din nou, putem lucra si cu date
nenumerice, ca sirurile de caractere) este decidabila dac3

XA : N — 2 este calculabild, i.e. dac3 existd un program (o
procedura de decizie) care primeste ca intrare un numar natural
si returneaza 1 daca el este Tn A si 0 dac3 nu este.

De exemplu, dacd Q este cel mult numarabila, avem ca

E(Q) C Seq(S(Q)) este decidabild, iar dacd o este o signatura de
ordinul | numarabild, avem ca F, si E,, ca submultimi ale lui
Seq(Ss), sunt decidabile.

Cum multimea programelor (oricum le-am formaliza) este
numadrabild, iar multimea submultimilor lui N este infinita,
nenumarabild, avem c3 exista multimi nedecidabile.



Multimi recursiv enumerabile

Spunem cd A C N (cu aceleasi precizari) este recursiv
enumerabila daca existd un program care primeste ca intrare un
numar natural si returneaza 1 daca el este in A, iar in caz ca nu
este, nu se opreste.

Orice multime decidabila este recursiv enumerabild: putem
construi un program care apeleaza procedura de decizie a multimii:
in caz c3 aceea returneaza 1, va returna si el 1, iar in caz ca
returneaza 0, programul va intra intr-o bucla infinita. Programul
verifica atunci conditia din definitia enumerabilitatii recursive.

Desi folosim, pentru intuitie, termenul de ,multime”, noi nu avem
nevoie (neaparat) de teoria multimilor pentru a le fundamenta,
putdnd gandi in mare parte doar in termeni de aceste
programe/proceduri concrete, formalizate, aproximativ vorbind,
intr-un sistem deductiv ,finitar”, pe care nu il vom detalia.



Caracterizarea multimilor recursiv enumerabile

Propozitie

O multime este recursiv enumerabild daca si numai daca exista un
program care nu accepta date de intrare, ruleaza la infinit, iar pe

parcursul ruldrii afiseazad exact acele numere (respectiv siruri etc.)
care sunt elemente ale multimii. (Un asemenea program ofer3, in

fond, o enumerare a multimii, de unde provine si termenul.)

Demonstratie

Pentru ,,=", ruldm in paralel (de ce putem face asta?) programul
din definitia enumerabilitatii recursive dand ca intrare, pe rand,
fiecare numar natural, iar atunci cand vreuna dintre copii
returneaza 1, afisam numarul corespunzator.

Pentru ,<", daca avem un numar dat ca intrare, asteptam ca
programul din enuntul propozitiei s3 1l afiseze, iar Tn acel moment,
returnam 1.




Cazul logicii propozitionale

Céand Q este numarabild, multimea acelor siruri din Seq(E(Q)) ce
sunt demonstratii formale este decidabila. n particular, ea este
recursiv enumerabild. Observam c3 putem modifica un program ce
enumera toate demonstratiile formale pentru a afisa doar
concluziile lor. Astfel, se observa ca multimea tautologiilor este
recursiv enumerabila.

Dar, mai mult, cum pentru orice p € E(Q), Var(y) este finit3,
putem decide daca ¢ este tautologie doar uitdndu-ne la tabelul de
adevar construit de la Var(y). Avem, deci, o procedurd de decizie
pentru multimea tautologiilor, care este, asadar, decidabila.

Aceste fapte ne arata ca sistemul de deductie pentru logica
propozitionald nu este strict necesar. El a fost studiat doar pentru
dobandirea intuitiei asupra sistemelor de deductie in general.



Cazul logicii de ordinul |

Cand avem de-a face cu o signatura de ordinul | num3arabil3, prima
parte a rationamentului anterior inca functioneaza, iar ca urmare
multimea demonstratiilor este decidabila, iar cea a formulelor
valide este recursiv enumerabild. Acesta este continutul real al
teoremei de completitudine, numit, uneori, teorema de
completitudine abstracta.

Apare intrebarea: existd o procedura de decizie pentru multimea
formulelor valide? Raspunsul, dupd cum am spus si in Introducerea
istorica, a fost dat de Church si Turing si este unul negativ. Este
de remarcat ca pentru a justifica acest fapt, avem nevoie de o
definitie precisd a calculabilitatii (asa cum au oferit ei), nu ne mai
sunt suficiente argumente informale precum cele precedente.

Ca fapt divers, cazul cand avem doar simboluri de relatie de aritate
cel mult 1 admite o procedura de decizie. Logica de ordinul |
devine nedecidabila imediat cand apare mdcar un simbol de relatie
de aritate 2 (de ex. cazul grafurilor).



Cazul multimilor de formule

Se observa si ca rationamentul initial se pastreaza si in cazul in
cazul in care avem o multime decidabild de enunturi ' C E, ca
multime de premise, Tn sensul ca multimea demonstratiilor relative
la I este decidabil3, iar multimea consecintelor sintactice ale lui '
este recursiv enumerabila.

Acestea sunt, in fond, proprietatile pe care le dorim, atunci cand
considerdam o multime ' care s3 poatd fundamenta matematica:
vrem s3 putem decide dac3d un sir de enunturi este o demonstratie,
altfel Tnsasi notiunea de demonstratie nu ar avea sens!



Din nou aritmetica

Se observa cd multimile PA, SOA, asa acum au fost introduse in
capitolul anterior, sunt multimi decidabile. Ele pot, asadar, servi ca
fundament al matematicii.

Am observat c3 exista modele non-standard ale aritmeticii, adica
structuri neizomorfe cu structura N care sunt elementar
echivalente cu ea, adic3 satisfac Th(N). Ele pot fi chiar
numadrabile, dupa cum am vazut; Tns3, spunem acum, nu pot fi
calculabile (teorema lui Tennenbaum).

Ce are special acest Th(N)? Este ceea ce se numeste o multime
completa, dup3 cum vom vedea in continuare.



Multimi complete

Numim o multime I' C E, completa dac3 este satisfiabil3, iar
pentru orice ¢ € E,, avem I =y sau I = =,

Propozitie
Fie A o o-structurd. Atunci Th(.A) este complets.

Demonstratie

Clar, A |= Th(A), deci Th(A) este satisfiabila. Fie ¢ € E,.
Presupunem Th(A) £ ¢. Atunci ¢ & Th(A), deci A [~ ¢. Avem
cd A —p, deci ~p € Th(A) si Th(A) = —p.

Observam ca daca I si X verifica ' ~ ¥, avem cd multimea
consecintelor lui I este egala cu multimea consecintelor lui X.



Multimi complete

Fie A o o-structurd. Avem cd multimea consecintelor lui Th(.A)
este Th(A).

Demonstratie

Fie ¢ cu Th(A) = ¢. Cum A |= Th(A), avem A = ¢, deci
¢ € Th(A).

| A\

A\

Propozitie

Fie A o o-structurd si ' completd cu A [=T. Atunci I ~ Th(A).

Demonstratie

Fie B o o-structurd. Dac3 B =T si p € Th(A), atunci A £ -,
deci ' f& ~¢. Cum I este completd, I' = ¢ si deci B |= ¢.

Dacd B |= Th(A) si ¢ €T, atunci A |= ¢, deci ¢ € Th(A) si
B .



Consecinte decidabile

Propozitie

Fie ' o multime completd astfel incat multimea consecintelor ei
este recursiv enumerabilda. Atunci multimea consecintelor ei este
decidabila.

Demonstratie

Vrem s3 construim o procedurd de decizie pentru multimea
consecintelor lui I'. Fie ¢ intrarea acelei proceduri. Rulam
programul ce enumera multimea consecintelor lui I', iar n
momentul in care il afiseazd pe ¢ sau pe —p (ceea ce necesar se va
intdmpla, T fiind completd), returndm, dupd caz, 1 sau 0.




Incompletitudine

Putem descrie, asadar, acel Th(N), i.e. s avem c3 ar fi o mul{ime
recursiv enumerabild? Raspunsul este nu si a fost dat de Godel.

Teorema | de incompletitudine a lui Godel

Fie ' C E,,, recursiv enumerabild astfel incat I' = PA. Atunci I nu
este completd, i.e. existd ¢ astfel incat ' = o si I £ —o.

Th(N') nu este recursiv enumerabil3.




lerarhia Godel

Asadar, cum am spus si in Introducerea istorica, nu avem un singur
fundament (complet) al matematicii, ci o ierarhie, numit3 ierarhia
Godel, de asemenea sisteme incomplete:

| | | |
| | | s >
PA SOA ZFC

In continuare, vom detalia cazul teoriei multimilor ZFC.



yAL®

Ce vom face este, deci, sa aratam ca teoria multimilor ZFC se
poate codifica ca o multime decidabila de enunturi peste o
signatura numarabil3.

Signatura va fi notatd cu o¢ si va contine un singur simbol, anume
un simbol de relatie de aritate 2, notat cu €. Se observa folosirea
exclusiva a sa este justificatd, i.e. notatiile folosite uzual in teoria
multimilor se pot reduce la el in logica de ordinul I, si le vom folosi
drept prescurtadri, de pilda:

0 e x Jy(y € x AVz—(z € y)
x ={z} Vuluex«u=z
x=uNv |Vz(zex+ (zeuNzev)
xCy Vz(zex —»z€y

)
)
)
)



Axiomele ZFC

In continuare vom vedea cum sunt formalizate axiomele ZFC in
aceasta signatura.

@ Axioma extensionalitatii:
VxVy(Vz(zex <> z€y) = x=y).
@ Axioma perechii:
VxVydz(x € z Ay € z).
e Axioma reuniunii:
VFIxvVz((3y(zey ANy € F)) = z € x).
@ Axioma multimii partilor:

Vx3yVz(z C x — z € y).



Axiomele ZFC

@ Axioma infinitului:
JA(0 € ANVx(x € A= xU{x} € A).
@ Axioma regularitatii:

Va(-(a=0) — 3b(be ananb=0)).

Axioma alegerii are o formulare mai lunga (dar nu mai complicata),
drept care o vom omite.

Unde vom avea, intr-adevar, o problema, va fi exact acolo unde am
avut-o deja, anume la explicitarea acelor ,proprietati” din Axioma
comprehensiunii si Axioma inlocuirii. O vom trata doar pe prima
dintre ele, cealalta formalizandu-se analog.



Axioma comprehensiunii, formal

Naiv, axioma comprehensiunii s-ar scrie ca
VPVx3dyVz(z € y <» z € x A P(2)).

Ins3 o asemenea , cuantificare dup3 predicate” nu este posibil3
(dupa cum am mai spus) decéat intr-o logica de ordin superior
(ceea ce, pand la urmd, ne-ar conduce la o referint3 circulard, pe
care dorim s3 o evitdm).

Solutia este (exact ca la PA) de a Tnlocui acea unicd axioma de
mai sus cu o familie infinita de axiome, cate una pentru fiecare
proprietate P formalizabila ca formuld ¢ peste signatura o¢, in
felul urmator (simplificand putin):

VxJyVz(z €y <> z € x A ).



Sistemul ZFC

Dupa ce formalizam astfel si Axioma inlocuirii, notam multimea de
axiome care rezulta cu ZFC. Observam, deci, ca sistemul acesta
nu are doar noua axiome, cum ne-am fi asteptat, ci un numar
numarabil. (Se poate chiar demonstra c3 nu existd o multime finita
C Ey. cul ~ ZFC.) Totusi, este adevarat lucrul pe care-|
doream, anume faptul ca ZFC este o multime decidabila, si, prin
urmare, multimea ZFC-demonstratiilor este si ea decidabil3, iar
multimea consecintelor lui ZFC este recursiv enumerabila.

In interiorul ZFC, putem dezvolta logica de ordinul I, asa cum am
facut-o Tn acest curs, Tmpreund cu toate rezultatele ei —
compacitate, completitudine, Léwenheim-Skolem n sus etc.



Ipoteza continuumului

In acest moment, putem formaliza, de pild3, chiar si ipoteza
continuumului, i.e. faptul ca 2o — N1, ca pe un oc-enunt, notat
cu CH, si putem privi ,metarezultatele” lui Godel si Cohen, ce
spun ca

ZFC t/ —CH, respectiv ZFC If CH,

ca pe niste afirmatii despre proceduri definibile finit ce sunt
demonstrabile n acel sistem finitar pomenit anterior.

In particular, prima afirmatie este echivalent3 cu faptul c3
ZFC U {CH} este consistentd, afirmatie ce se va nota prin

Con(ZFC + CH).



A doua teorema de incompletitudine

In general, putem formaliza deductia sintactic3 din logica de
ordinul | si in sisteme mai slabe, ca PA, si putem vorbi, acolo,
pentru orice I recursiv enumerabild, despre Con(I"). Astfel putem
exprima a doua teoremad a lui Godel.

Teorema Il de incompletitudine a lui Godel

In Teorema | de incompletitudine putem lua ¢ s3 fie chiar Con(T).

PAt/ Con(PA), ZFC tf Con(ZFC) etc.

Dat fiind un sistem finitar (in particular slab) F, avem
F t# Con(PA), F t/ Con(ZFC) etc.




O carte pe care o recomand:

GODEL, ESCHER, BACH:
an Eternal Golden Braid
DOUGLAS 1

A meta




...Si una mai noua:

Piergiorgio Odifreddi

Dumnezeul
logicii
Viata geniald a lui Kurt Godel,
matematicianul filosofiei

POLIROM



Consistenta relativa

Observam c3 enuntul Con(ZFC + CH) il implic3, fireste, pe
Con(ZFC), care exprim3 faptul cd ZFC este consistenta. Or,
tocmai am vazut ca a doua teorema de incompletitudine a lui
Godel spune ca aceasta nu este demonstrabild Tntr-un sistem finitar.

De ce, totusi, rezultatele acestea de independenta nu 1l contrazic
pe acela de incompletitudine? Raspunsul este ca nu
Con(ZFC + CH) este enuntul demonstrat, de fapt, ci

Con(ZFC) — Con(ZFC + CH),

i.e. consistenta relativa a ipotezei continuumului (si apoi, in cazul
rezultatului lui Cohen, a negatiei ei) peste ZFC.



Consistenta in general

Un mod de a ne convinge de consistenta sistemelor PA, ZFC este
prin argumente extra-matematice (filosofice, ontologice), de
exemplu prin intuitia pe care o avem asupra numerelor sau a
ierarhiei von Neumann. Fireste, rezultatul din acest curs a
existentei numerelor naturale ne arata — matematic —

ZFC = Con(PA), dar aceasta nu este ceva filosofic satisfacator.

O alt3 solutie — descrisa si in Introducerea istorica — este a
demonstra consistenta unui sistem intr-un sistem necomparabil cu
el — de exemplu, Gentzen a aratat (in 1936) Con(PA) intr-un
sistem finitar caruia i-a adaugat inductie pana la ordinalul &g
(aceastd inductie este doar pentru formule de complexitate redusa,
pentru a putea fi incomparabild cu cea din PA). Nu se cunoaste —
Tncd — echivalentul acestui rezultat pentru SOA sau ZFC.

Acest gen de probleme, mai direct sau mai voalat, este studiat in
teoria demonstratiei si in general in logica postbelica.



Paradoxul lui Skolem

Admitand ZFC ca fiind consistentd, ii putem adduga pe Con(ZFC)
insusi ca pe o axioma suplimentard si putem deduce, din teorema
de completitudine, ca existd modele pentru ZFC.

Nu existd aici un concept evident de model standard, dar, clar, ca
si Tn cazul aritmeticii, se poate construi o varietate de modele cu
ajutorul Teoremei Léwenheim-Skolem in sus.

Un fapt curios este c3, fiind o multime de enunturi intr-o signatura
numarabild, ZFC admite un model numdrabil, chiar daca in
interiorul unui asemenea model exista in mod necesar multimi pe
care modelul le ,,vede” ca fiind nenumarabile. Acest fapt este
denumit paradoxul lui Skolem — paradox nu fiindcd exprima o
contradictie, ca Tn cazul paradoxul lui Russell, ci fiindca exprima
ceva aparent neverosimil.



Logica drept unealta

Pe de alta parte, increderea in ZFC si capacitatea acesteia de a
formaliza logica de ordinul intdi ne permit sa o folosim pe aceasta
din urma ca pe o unealta utild Tn matematicd, independent de
chestiunile legate de fundamente.

Dezvoltarea teoriei modelelor logicii de ordinul | a declansat o serie
de progrese teoretice, de exemplu in algebr3d, dupa cum vom vedea
n ultimul capitol.



