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Aplicaţii ale teoriei
modelelor în algebră
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Motto

“Every field of mathematics has its zenith and its nadir. The
zenith of logic is model theory (we do not dare state what we
believe will be its nadir). The sure sign that we are dealing with a
zenith is that as we, ignorant and dumb non-logicians, attempt to
read the stuff, we feel that the material should be rewritten for the
benefit of a general audience.”

– Gian-Carlo Rota, Indiscrete Thoughts
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Teorema Löwenheim-Skolem

Teorema Löwenheim-Skolem în sus, pe care am studiat-o, este o
variantă mai slabă a următorului rezultat, pe care nu îl vom
demonstra.
Teorema Löwenheim-Skolem
Considerăm signatura σ = (F ,R, r). Fie Γ ⊆ Eσ astfel încât Γ are
un model cu universul infinit şi κ un cardinal cu

max(|F ∪ R|,ℵ0) ≤ κ.

Atunci Γ are măcar un model cu universul de cardinal exact κ.

Remarcăm, totuşi, că noi am întâlnit o metodă de a construi
modele care au cel mult un anume cardinal, anume cardinalul ℵ0 –
în demonstraţia Teoremei de completitudine. Demonstraţia
Teoremei Löwenheim-Skolem foloseşte idei asemănătoare.
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Definiţia categoricităţii

Definiţie
Dacă Γ ⊆ Eσ şi κ este un cardinal infinit, spunem că Γ este
κ-categorică dacă pentru orice σ-structuri A şi B care au
universul de cardinal κ, iar A |= Γ şi B |= Γ, avem A ' B.
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Testul Łoś-Vaught

Teoremă (Testul Łoś-Vaught)
Considerăm signatura σ = (F ,R, r). Fie Γ ⊆ Eσ satisfiabilă astfel
încât Γ nu are modele finite şi κ un cardinal cu
max(|F ∪ R|,ℵ0) ≤ κ astfel încât Γ este κ-categorică. Atunci Γ
este completă.

Demonstraţie
Presupunem prin absurd că Γ nu este completă. Atunci există ϕ cu
Γ 6|= ϕ şi Γ 6|= ¬ϕ, deci Γ ∪ {¬ϕ} şi Γ ∪ {ϕ} au modele, ce din
ipoteză au necesar universul infinit. Aplicând Teorema
Löwenheim-Skolem, obţinem că există σ-structuri A şi B cu
universul de cardinal κ astfel încât A |= Γ ∪ {¬ϕ}, iar
B |= Γ ∪ {ϕ}. Cum Γ este κ-categorică, avem că A ' B, deci
A ≡ B, ceea ce contrazice faptul că A |= ¬ϕ şi B |= ϕ.
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Teoria corpurilor
Considerăm signatura σa ce conţine simbolurile de operaţie +, −, ·
ce au aritatea 2, precum şi constantele 0 şi 1. Putem codifica
faptul că o σa-structură este inel, iar adăugând la acele enunţuri pe
următoarele:

¬(0 = 1)
∀x(¬(x = 0)→ ∃y(x · y = 1))

obţinem că acea structură este chiar corp (engl. field).

Un corp k se numeşte algebric închis (engl. algebraically closed
field) dacă orice f ∈ k[x ] neconstant are o rădăcină în k. Acest
lucru se codifică în felul următor – pentru orice n ∈ N, notăm cu
ϕn enunţul

∀a0 . . . ∀an∃x xn+1 +
n∑

i=0
aix i = 0.

Adăugând aceste enunţuri la mulţimea de enunţuri ce
axiomatizează corpurile, obţinem o mulţime pe care o notăm cu
ACF . Orice corp algebric închis este infinit (exerciţiu de algebră).
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Caracteristica corpurilor

Cunoaştem de la algebră că, dat fiind un corp k, în cazul în care
există un n ∈ N astfel încât 1 adunat cu el însuşi de n ori este 0 în
k, atunci acel n este prim şi se numeşte caracteristica lui k, iar în
cazul în care nu există un asemenea n, spunem că acea
caracteristică este 0. Pentru orice număr prim p, notăm cu ψp
enunţul

1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
de p ori

= 0.

Vom nota apoi, pentru orice p, ACFp := ACF ∪ {ψp}, iar
ACF0 := ACF ∪ {¬ψq | q prim}.

Teorema fundamentală a algebrei spune că C este un corp algebric
închis, deci este model pentru ACF0. Pentru orice număr prim p,
există un „cel mai mic” corp algebric închis de caracteristică p,
care este notat cu Fp. Vom folosi proprietatea ce spune că pentru
orice p şi orice A ⊆ Fp finită, cel mai mic subcorp al lui Fp ce
conţine pe A este tot finit.
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Categoricitate
Vom mai folosi un fapt de algebră fără demonstraţie, ce spune că
pentru orice caracteristică şi orice cardinal nenumărabil, orice două
corpuri algebric închise de acel cardinal şi acea caracteristică sunt
izomorfe. Avem deci:
Corolar

ACF0 nu are modele finite, iar pentru orice cardinal
nenumărabil κ, este κ-categorică.
Pentru orice număr prim p, ACFp nu are modele finite, iar
pentru orice cardinal nenumărabil κ, este κ-categorică.

Aplicând testul Łoś-Vaught, obţinem:

Corolar
ACF0 este completă.
Pentru orice număr prim p, ACFp este completă.

Acest corolar ne furnizează alte exemple de structuri neizomorfe
care sunt elementar echivalente.
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Decidabilitate

Mai departe, avem:

Corolar
Mulţimea consecinţelor lui ACF0 este decidabilă.
Pentru orice număr prim p, mulţimea consecinţelor lui ACFp
este decidabilă.

Corolar
Th(C) este decidabilă.

Demonstraţie
Cum C |= ACF0, iar ACF0 este completă, avem că ACF0 ∼ Th(C),
deci mulţimea consecinţelor lui ACF0 este egală cu mulţimea
consecinţelor lui Th(C). Dar prima este decidabilă, iar a doua este
chiar Th(C), ceea ce ne rezolvă problema.
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Echivalenţa

Propoziţie
Fie ϕ ∈ Eσa . Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

C |= ϕ;
ACF0 |= ϕ;
există A cu A |= ACF0 ∪ {ϕ};
pentru orice m ∈ N, există p > m prim şi A cu
A |= ACFp ∪ {ϕ};
există m ∈ N astfel încât pentru orice p > m prim, ACFp |= ϕ.

Demonstraţie
Echivalenţa primelor trei afirmaţii este dată de faptul că ACF0 este
completă. Demonstrăm că a doua afirmaţie o implică pe a cincea.
Din Teorema de compacitate, avem că există m ∈ N cu
ACF ∪ {¬ψq | q < m} |= ϕ. Dar pentru orice p > m prim, avem
că ACFp |= ACF ∪ {¬ψq | q < m}, deci ACFp |= ϕ, ceea ce
trebuia demonstrat.



12

Echivalenţa

Demonstraţie (cont.)
Faptul că a cincea afirmaţie o implică pe a patra este imediat.

Demonstrăm acum că a patra afirmaţie o implică pe a doua.
Presupunem prin absurd că ACF0 6|= ϕ. Cum ACF0 este completă,
avem că ACF0 |= ¬ϕ. Aplicând acelaşi raţionament ca mai înainte,
obţinem că există n ∈ N astfel încât pentru orice q > n prim,
ACFq |= ¬ϕ, ceea ce contrazice ipoteza.
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Funcţii injective pe mulţimi finite

Următoarea propoziţie este un exerciţiu de teoria mulţimilor.

Propoziţie
Fie A o mulţime finită şi f : A→ A. Următoarele afirmaţii sunt
echivalente:

f este injectivă;
f este surjectivă;
f este bijectivă.

Corolar
Fie n ∈ N, k un corp finit şi f : kn → kn polinomială injectivă.
Atunci f este surjectivă.
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Caracteristică primă

Propoziţie
Fie n ∈ N, p un număr prim şi f : (Fp)n → (Fp)n polinomială
injectivă. Atunci f este surjectivă.

Demonstraţie
Presupunem prin absurd că există p prim şi f : (Fp)n → (Fp)n

polinomială injectivă nesurjectivă, deci există x ∈ (Fp)n \ Imf . Fie
A mulţimea coeficienţilor componentelor lui f , iar B mulţimea
componentelor lui x . Atunci A ∪ B este finită, iar, din cele spuse
mai devreme, cel mai mic subcorp al lui Fp ce conţine pe A ∪ B
este şi el finit şi îl notăm cu k. Atunci f induce o funcţie
polinomială injectivă nesurjectivă de la kn la kn, contradicţie!
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Teorema Ax-Grothendieck

Teorema Ax-Grothendieck
Fie n ∈ N şi f : Cn → Cn polinomială injectivă. Atunci f este
surjectivă.

Demonstraţie
Pentru orice n, d ∈ N, există (exerciţiu!) un σa-enunţ χn,d astfel
încât pentru orice corp k, avem că k |= χn,d dacă şi numai dacă
pentru orice f : kn → kn polinomială injectivă astfel încât toate
componentele lui f sunt de grad cel mult d , avem că f este
surjectivă. Propoziţia precedentă spune, deci, că pentru orice p
prim şi orice n, d ∈ N, Fp |= χn,d . Din echivalenţa de mai
devreme, avem că pentru orice n, d ∈ N, avem C |= χn,d , ceea ce
trebuia demonstrat.
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Pentru a pune punct
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Dacă doriţi să ştiţi mai multe

Acest curs a acoperit, fireşte, doar o mică parte din logica
matematică, însă pe pagina cursului:

https://cs.unibuc.ro/~asipos/lm/

am indicat anumite referinţe bibliografice suplimentare, dintre care
evidenţiez acum ghidul exhaustiv al lui Peter Smith, intitulat
Beginning Mathematical Logic: A Study Guide, accesibil la adresa:

https://www.logicmatters.net/tyl/

https://cs.unibuc.ro/~asipos/lm/
https://www.logicmatters.net/tyl/
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În FMI

Reamintesc că în facultatea noastră există un număr de profesori
care îşi desfăşoară activitatea ştiinţifică în logica matematică, o
parte dintre ei fiind grupaţi în Centrul de Cercetare în Logică,
Optimizare şi Securitate (LOS):

https://los.cs.unibuc.ro/

care organizează şi seminarul ştiinţific de logică:

https://ilds.ro/logic-seminar/

https://los.cs.unibuc.ro/
https://ilds.ro/logic-seminar/
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Vă mulţumesc pentru atenţie.

Succes la examen!


