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Aplicatii ale teoriei
modelelor n algebra



“Every field of mathematics has its zenith and its nadir. The
zenith of logic is model theory (we do not dare state what we
believe will be its nadir). The sure sign that we are dealing with a
zenith is that as we, ignorant and dumb non-logicians, attempt to

read the stuff, we feel that the material should be rewritten for the
benefit of a general audience.”

— Gian-Carlo Rota, Indiscrete Thoughts



Teorema Lowenheim-Skolem

Teorema Léwenheim-Skolem in sus, pe care am studiat-o, este o
variantd mai slaba a urmatorului rezultat, pe care nu il vom
demonstra.

Teorema Lowenheim-Skolem

Considerdm signatura o = (F, R, r). Fie I C E, astfel incat I are
un model cu universul infinit si x un cardinal cu

max(|F U R|,Rg) < k.

Atunci I are macar un model cu universul de cardinal exact .

Remarcam, totusi, ca noi am intalnit o metoda de a construi
modele care au cel mult un anume cardinal, anume cardinalul ¥g —
in demonstratia Teoremei de completitudine. Demonstratia
Teoremei Lowenheim-Skolem foloseste idei asemanatoare.



Definitia categoricitatii

Daca I' C E; si k este un cardinal infinit, spunem ca [ este
r-categorica dacd pentru orice o-structuri A si B care au
universul de cardinal k, iar AT si BT, avem A ~ 5.




Testul tos-Vaught

Teorem3d (Testul tos-Vaught)

Considerdm signatura o = (F, R, r). Fie I C E, satisfiabild astfel
incat ' nu are modele finite si x un cardinal cu

max(|F U R|,Rg) < k astfel incat I este x-categoricd. Atunci I’
este completa.

Demonstratie

Presupunem prin absurd c3 [ nu este completa. Atunci exista ¢ cu
I @sil E—p, deci T'U{=p} siTU{p} au modele, ce din
ipotezad au necesar universul infinit. Aplicind Teorema
Lowenheim-Skolem, obtinem c3a exista o-structuri A si B cu
universul de cardinal  astfel incat A =T U {—¢}, iar
BETU{p}. Cum T este k-categorica, avem c3 A ~ B, deci

A = B, ceea ce contrazice faptul cd A E —¢ si B |E ¢.




Teoria corpurilor

Consideram signatura o, ce contine simbolurile de operatie +, —, -
ce au aritatea 2, precum si constantele 0 si 1. Putem codifica
faptul ca o o,-structurd este inel, iar adaugand la acele enunturi pe
urmatoarele:
~(0=1)
Vx(—(x =0) — Jy(x -y =1))

obtinem c3 acea structurd este chiar corp (engl. field).

Un corp k se numeste algebric inchis (engl. algebraically closed
field) dac3 orice f € k[x] neconstant are o radacina in k. Acest
lucru se codifica in felul urm3tor — pentru orice n € N, notam cu
©n enuntul

n
Vag...VapIx x"1 4+ Z aix' = 0.
i=0
Ad3ugand aceste enunturi la multimea de enunturi ce
axiomatizeaza corpurile, obtinem o multime pe care o notam cu
ACF. Orice corp algebric inchis este infinit (exercitiu de algebra).



Caracteristica corpurilor

Cunoastem de la algebra c3, dat fiind un corp k, in cazul in care
exista un n € N astfel incat 1 adunat cu el Tnsusi de n ori este 0 n
k, atunci acel n este prim si se numeste caracteristica lui k, iar In
cazul Tn care nu exista un asemenea n, spunem ca acea
caracteristica este 0. Pentru orice numdr prim p, notam cu 1,
enuntul

1+...+1=0.

de p ori

Vom nota apoi, pentru orice p, ACF, := ACF U {4}, iar
ACFy := ACF U {4 | q prim}.

Teorema fundamental3 a algebrei spune ca C este un corp algebric
inchis, deci este model pentru ACFy. Pentru orice numar prim p,
exista un ,cel mai mic” corp algebric inchis de caracteristica p,
care este notat cu F,. Vom folosi proprietatea ce spune c3 pentru
orice p si orice A C T, finit3, cel mai mic subcorp al lui F, ce
contine pe A este tot finit.



Categoricitate

Vom mai folosi un fapt de algebra fara demonstratie, ce spune ca
pentru orice caracteristica si orice cardinal nenumarabil, orice doua

corpuri algebric Tnchise de acel cardinal si acea caracteristicd sunt
izomorfe. Avem deci:

@ ACFgy nu are modele finite, iar pentru orice cardinal
nenumarabil k, este k-categorica.

@ Pentru orice numar prim p, ACF, nu are modele finite, iar
pentru orice cardinal nenumarabil x, este k-categorica.

Aplicand testul £os-Vaught, obtinem:

o ACF( este completa.

@ Pentru orice numar prim p, ACF, este completa.

Acest corolar ne furnizeaza alte exemple de structuri neizomorfe
care sunt elementar echivalente.



Decidabilitate

Mai departe, avem:

@ Multimea consecintelor lui ACFy este decidabila.

@ Pentru orice numar prim p, multimea consecintelor lui ACF,
este decidabila.

Th(C) este decidabila.

Demonstratie

Cum C = ACFy, iar ACFy este completd, avem cd ACFy ~ Th(C),
deci multimea consecintelor lui ACFy este egala cu multimea
consecintelor lui Th(C). Dar prima este decidabild, iar a doua este
chiar Th(C), ceea ce ne rezolva problema.




Echivalenta

Fie ¢ € E,,. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
o Cky;
o ACFy = ¢;
o existd Acu A= ACR U {p};
@ pentru orice m € N, exista p > m prim si A cu
A= ACF, U {p};
o existd m € N astfel incat pentru orice p > m prim, ACF, = ¢.

Demonstratie

Echivalenta primelor trei afirmatii este datd de faptul ca ACFy este
completd. Demonstram c3 a doua afirmatie o implica pe a cincea.
Din Teorema de compacitate, avem ca exista m € N cu

ACF U{—tq | g < m} |= ¢. Dar pentru orice p > m prim, avem
ca ACF, = ACF U {—%q | g < m}, deci ACF, |= ¢, ceea ce
trebuia demonstrat.




Echivalenta

Demonstratie (cont.)

Faptul ca a cincea afirmatie o implica pe a patra este imediat.

Demonstram acum ca a patra afirmatie o implica pe a doua.
Presupunem prin absurd cd ACFy [~ ¢. Cum ACFy este complets,
avem c3 ACFy = —¢. Aplicand acelasi rationament ca mai inainte,
obtinem ca exista n € N astfel incat pentru orice g > n prim,
ACF, = —, ceea ce contrazice ipoteza.




Functii injective pe multimi finite

Urmatoarea propozitie este un exercitiu de teoria multimilor.

Propozitie

Fie A o multime finita si f : A — A. Urma3toarele afirmatii sunt
echivalente:

o f este injectiva;
@ f este surjectiva;

@ f este bijectiva.

Fie n € N, k un corp finit si f : k" — k" polinomiala injectiva.
Atunci f este surjectiva.




Caracteristica prima

Fie n € N, p un num3r prim si f : (F,)" — (F,)" polinomial3
injectiva. Atunci f este surjectiva.

Demonstratie

Presupunem prin absurd cd exista p prim si f : (Fp)" — (Fp)"
polinomiald injectiva nesurjectivd, deci exista x € (F,)" \ Imf. Fie
A multimea coeficientilor componentelor lui f, iar B multimea
componentelor lui x. Atunci AU B este finita, iar, din cele spuse
mai devreme, cel mai mic subcorp al lui Fp ce contine pe AUB
este si el finit si 1l notam cu k. Atunci f induce o functie
polinomiala injectiva nesurjectiva de la k" la k", contradictie!




Teorema Ax-Grothendieck

Teorema Ax-Grothendieck

Fie n € Nsi f : C" — C" polinomiala injectivd. Atunci f este
surjectiva.

Demonstratie

Pentru orice n, d € N, existd (exercitiu!) un o,-enunt x, 4 astfel
incat pentru orice corp k, avem cd k = x5 4 dacd si numai daca
pentru orice f : k" — k" polinomiald injectiva astfel incat toate
componentele lui f sunt de grad cel mult d, avem ca f este
surjectivd. Propozitia precedentd spune, deci, cd pentru orice p
prim si orice n, d € N, F, = xp.4. Din echivalenta de mai
devreme, avem cd pentru orice n, d € N, avem C |= x,, 4, ceea ce
trebuia demonstrat.




Pentru a pune punct



Daca doriti sa stiti mai multe

Acest curs a acoperit, fireste, doar o mica parte din logica
matematica, Tnsa pe pagina cursului:

https://cs.unibuc.ro/~asipos/1lm/
am indicat anumite referinte bibliografice suplimentare, dintre care
evidentiez acum ghidul exhaustiv al lui Peter Smith, intitulat

Beginning Mathematical Logic: A Study Guide, accesibil la adresa:

https://www.logicmatters.net/tyl/


https://cs.unibuc.ro/~asipos/lm/
https://www.logicmatters.net/tyl/

In FMI

Reamintesc ca in facultatea noastrd exista un numar de profesori
care isi desfasoard activitatea stiintifica Tn logica matematica, o
parte dintre ei fiind grupati in Centrul de Cercetare n Logica,
Optimizare si Securitate (LOS):

https://los.cs.unibuc.ro/

care organizeaza si seminarul stiintific de logica:

https://ilds.ro/logic-seminar/


https://los.cs.unibuc.ro/
https://ilds.ro/logic-seminar/

Va multumesc pentru atentie.

Succes la examen!



