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Relatii binare
Propozitie-Definitie

Fie R o multime. Urm3atoarele afirmatii sunt echivalente:
@ exista A si B astfel incdt R C A x B;
@ elementele lui R sunt perechi ordonate, adica pentru orice
z € R existd x, y cu z = (x,y).

In acest caz, R se numeste relatie (binara), iar dac3 A si B sunt
ca mai sus, spunem ca R este o relatie intre A si B. Daca A este
astfel incat R este intre A si A, spunem c3 R este o relatie pe A.

Demonstratie

Implicatia ,,=" este evidenta. Pentru implicatia ,<=", notam
multimea | J|J R atat cu A, cat si cu B. Fie z € R. Atunci exista
x,ycuz={{x},{x,y}} € R. Asadar, {x}, {x,y} € UR si deci
x,y € UUR. Caurmare, (x,y) e UURXxUUR=AXB.

Observam si cd A si B nu sunt unice cu acea proprietate! De
exemplu, () este o relatie pe 0, dar si pe {0}.



Grafice si functii

Definitie
Daca A este o multime, notam cu A4 si denumim relatia
diagonala pe A acea relatie pe A definita prin

{peAXA|existd acup=(a,a)}

Definitie

Fie A, B multimi si R o relatie intre A si B. Spunem ca R este
grafic intre A si B daca pentru orice a € A exista si este unic
b € B astfel incat (a, b) € R.

Definitie

Fie A, B multimi. Spunem c3 f este functie intre A si B (si
notdm aceasta cu f : A — B) dacd exista R un grafic intre A si B
astfel incat f = (A, B, R). A se numeste domeniul lui f, B
codomeniul lui f, iar R graficul lui f. Pentru orice a € A vom
nota cu f(a) acel unic b € B cu (a,b) € R.




Detalii de codificare

Un grafic si o functie sunt multimi, dar ele nu sunt aceeasi
multime! Avem nevoie de includerea codomeniului Tn ,,codificarea”
notiunii de functie pentru a putea formaliza corect surjectivitatea.

Propozitie
Fie R o relatie binara. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
@ exista A si B astfel incat R este grafic intre A si B;

@ pentru orice x, y, z cu (x,y), (x,z) € R, avem y = z, si vom
nota R(x) :=y = z.

Propozitie
Fie R o relatie binara si A, B, C, D astfel incat R este grafic atat
intre A si B, cat si intre C si D. Atunci A= C.

A\

Aceste doud propozitii (care se vor demonstra la seminar) ne arat3
cd domeniul unei functii este complet determinat de grafic (si 1l
putem numi domeniul graficului), ca urmare el ar fi putut s nu
fie inclus Tn modul de definitie. El este inclus, totusi, prin traditie.



Notatii despre functii

Pentru orice multime A, avem c3 (A, A, A,a) este functie. O
numim functia identica pe A sau functia identitate pe A si o
notam cu idp.
Daca avem P o proprietate exprimabild in limbajul teoriei
multimilor (ca si la Axioma comprehensiunii, sensul exact al
cuvantului va putea fi deslusit abia cand se va introduce logica de
ordinul 1), iar pentru orice x exista si este unic y cu P((x,y)),
putem spune ca ea denota o operatie F si vom nota acel y cu
F(x). Deseori, acest , F(x)" va fi si el exprimabil.
Acum, daca A si B sunt multimi iar P este o proprietate care
defineste o operatie notat3d cu F, astfel Tncat, pentru orice x € A,
F(x) € B, atunci, cdnd vom spune de acum incolo ,fie f : A — B
astfel incat pentru orice x € A, f(x) := F(x)" sau ,fie f:A— B
definitd prin x — F(x)", vom intelege prin aceasta ca definim
relatia

R:={peAxB|P(p)}

si apoi definim f ca fiind egal cu tripletul (A, B, R).



Functii si mulfimi

Observam ca daca A, B sunt multimi, iar f : A — B, atunci
f € ({A} x {B}) x P(A x B), ca urmare putem defini multimea
tuturor functiilor de la A la B, notatd cu BA, prin

{f € ({A} x {B}) x P(A x B) | f functie}.

Definitie
Fie A, Bsif:A— B. Fie XC Asi Y C B. Atunci:

@ notdm cu f.(X) si numim imaginea directa a lui X prin f
multimea

{y € B|existd x € X cu f(x) = y};

@ notdm cu f*(Y) si numim imaginea inversa a lui Y prin f
multimea
{xeAl|lf(x)eY};

@ notdm cu Imf si numim imaginea lui f multimea £.(A).




Proprietati ale functiilor

Mai definim imaginea unui grafic ca fiind imaginea unei functii
care 1l are ca grafic. Stim din cele anterioare c3 existd o asemenea
functie si putem ardta cd imaginea nu depinde de functia aleasa.

Definitie
Fie A, Bsi f : A— B. Spunem ca:
o f este injectiva sau injectie dac3 pentru orice x, y € A cu
x #y, avem f(x) # f(y);

o f este surjectiva sau surjectie dacd Imf = B, mai exact
dac3 pentru orice y € B existd x € Acu f(x) =y;

o f este bijectiva sau bijectie daca este injectiva si surjectiva.

V.




Compunerea relatiilor si functiilor

Definitie

Fie A, B, C.

Pentru orice relatii R, intre Asi B, si S, intre B si C, definim
relatia S o R (citim ,,S compus cu R”; ea se noteaza uneori cu
R; S, caz in care citim ,,R succedat de S”), prin

SoR:={pecAxC| existaac A, be B, ce Ccu(ab)eR,
(b,c) € Ssip=(ac)}
Fie f: A— B, g: B— C. Definim functia gof : A— C (citim

»& compus cu f”; ea se noteaza uneori cu f; g, caz in care citim ,,f
succedat de g"), pentru orice x € A, prin

(g o f)(x) = &(f(x)).

Observam c3, dacd R si S sunt astfel incat f = (A, B, R) si
g=(B,C,S), atuncigof = (A, C,SoR).




Proprietati ale compunerii functiilor

Proprietdti elementare

FieA B, C,Dsif:A—= B, g:B— C, h: C— D. Atunci:
@ (hog)of =ho(gof),
@ foidg=f;idgof ="f.




Restrictia graficelor si functiilor

Definitie
Fie R un grafic si X o submultime a domeniului sau. Notam cu
R\ x si citim ,, R restrictionat la X" multimea

{pE€R|existd a, bcuac Xsip=(ab)}.

Asadar, domeniul lui R|x este X, iar, pentru orice a € X,
Rix(a) = R(a).

| \

Definitie

Fie f = (A, B, R) o functie si X C A. Definim functia

fix == (X, B, Rjx) si o numim ,f restrictionat la X". Asadar,

f|X : X — B (citim ,,f restrictionat la X") si, pentru orice x € X,
fix(x) = f(x).

N




Functii inversabile

FieA B, f:A— B. Dacag: B— A gof =idssi fog=idg,
spunem ca f este inversabila iar g este inversa sa.

O invers3, dac3 exista, este unici. Mai exact, daca avem A, B,
f:A— B,iar g1, & : B — A sunt inverse ale lui f, atunci

g1 = &, iar aceasta se poate demonstra doar folosind proprietatile
elementare ale compunerii:

gr=gioidg=gio(fog)=(giof)og =idaog = g&.

Urmatorul rezultat se demonstreaza usor:

Propozitie

O functie este inversabild daca si numai daca este bijectiva.




Comportamentul multimii vide fata de functii

Fie A o multime. Se pune intrebarea: existd f : ) — A? Daca da,
cum arata? Presupunem c3 ar exista o asemenea f. Atunci exista
Rcuf=(0,AR)siRCOxA=0deci R=0sif=(0,A0).
Aceasta este Tntr-adevar o functie. Ca urmare, exista o unica
functie de la () la A, anume (0, A, D), pe care o numim functia
vida a lui A. Asadar, avem ci A? = A® este un singleton. Spunem
c3 () este multimea initiala.

Dar invers? Exista o functie g : A — ()? Dac3 A este nevid3,
atunci existd a € A, si deci g(a) € 0, o contradictie, dat fiind c3 nu
existd b € (). Ca urmare, functia exist3 doar cand A = (), si atunci
g =(0,0,0) (caz particular al celui din paragraful precedent).



Comportamentul singleton-urilor fata de functii

Fixam X un singleton — de exemplu, putem lua X :=1 = {0}, dar
alegerea precisa a lui X nu va conta.

Fie A o multime. Atunci exista o unica functie de la A la X,
anume cea care duce orice element din A in unicul element al lui
X. De aceea, spunem ca orice singleton este multime terminala
(notiune duala celei de multime initial3).

Vrem acum, invers, s3 gasim toate functiile de la X la A. Pentru a
gasi o asemenea functie, trebuie doar sa selectam elementul din A
in care va fi dus acel unic element al lui X. Asadar, functiile de la
X la A sunt in corespondent3 biunivoc3 cu elementele lui A. Tn
particular, pentru orice a € A, notdm (a) := {(0, a)} si, apoi,

[a]a := (1, A, (a)), acea unicd functie cu domeniul 1 si codomeniul
A care duce singurul element al lui 1 Tn a.



Fie I o multime. Numim familie indexata dupa / un grafic al
carui domeniu este /. Daca F este o familie indexatd dupa /, vom
nota, pentru orice i € /, acea unica multime x pentru care

(i,x) € F cu F;. De asemenea, vom mai scrie (F;)iec/ n loc de F.

Definim reuniunea si intersectia, ca familie, ale lui F — notate cu
Uies Fi. respectiv cu (;¢; Fi — ca fiind reuniunea, respectiv
intersectia (ultima doar in cazul in care | # () a imaginii ca grafic
alui F.

Mai definim produsul cartezian al lui F, notat cu [];c, F;, ca fiind
multimea tuturor familiilor f indexate dupa / cu proprietatea ca
pentru orice i € I, f; € F;. Aceastd multime exista deoarece orice
asemenea f este element al lui

P IXUF;

icl



Tipuri de relatii binare pe o multime

Fie A o multime si R o relatie pe A. Pentru orice x, y € A, vom
scrie xRy in loc de (x,y) € R. Spunem c3 R este:

o reflexiva daca pentru orice x € A, xRx;
@ simetrica daca pentru orice x, y € A cu xRy, avem yRXx;

@ tranzitiva daca pentru orice x, y, z € A cu xRy si yRz, avem
xRz;

@ de echivalenta daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva;

@ totala dac3 pentru orice x, y € A, avem xRy sau yRXx;

@ antisimetrica daca pentru orice x, y € A cu xRy si yRx avem
X =y;

e de ordine partiala (de obicei ele sunt notate cu <) dac3 este
reflexiva, antisimetric3 si tranzitiva;

o ireflexiva daca pentru orice x € A, nu avem xRx;

@ asimetrica daca pentru orice x, ¥y € A cu xRy, nu avem yRx.




Relatii de ordine stricta

Propozitie-Definitie

Fie A o multime si R o relatie tranzitiva pe A. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

@ R este ireflexiva;
@ R este asimetrica.

In acest caz, R se numeste relatie de ordine stricta (de obicei ele
sunt notate cu <).

Demonstratie

Pentru implicatia ,,=", fie x, y € A cu xRy. Daca am avea yRXx,
din tranzitivitate am deduce xRx, contradictie. Invers, fie x si
presupunem xRx. Atunci, din asimetrie, nu avem xRx, contradictie.




Legatura dintre cele doua tipuri de relatie de ordine

Fie A o multime.

@ Daca < este o relatie de ordine partiald pe A si daca definim
<C A X A ca fiind multimea tuturor perechilor (a, b) cu
proprietatea ca a < b si a # b, atunci < este o relatie de
ordine stricta pe A.

@ Daca < este o relatie de ordine stricta pe A si daca definim
<C A x A ca fiind multimea tuturor perechilor (a, b) cu
proprietatea ca a < b sau a = b, atunci < este o relatie de
ordine partiald pe A.

Se observa usor si c3 cele doua operatii sunt inverse una celeilalte.

Demonstratie

Exercitiu de seminar.

Putem, deci, lucra intersanjabil cu cele doua tipuri de relatie,
folosind semnele < si < dupa cum ne este convenabil.



Legatura cu alte cursuri

Fireste, multe dintre aceste notiuni au fost deja studiate intr-o
anume forma la cursurile de algebra sau analiza. Aici insistam Tn
special pe chestiunile care tin de axiomatizare si formalizare (de
exemplu, fundamentarea existentei anumitor multimi, dupd cum
am vazut) si pe notiuni adiacente care ne vor servi mai tarziu mai
mult decat ar servi altor cursuri.

In ceea ce priveste capitolul actual, vom considera cunoscute
notiunile de clasa de echivalenta, multime-cat, element minim,
maxim, minimal, maximal, minorant, majorant, infimum,
supremum si proprietatile lor elementare. Reamintim si definitia:

Definitie

Fie A o multime si < o relatie de ordine partiala pe A. Spunem c3
< este o relatie de buna ordine daca orice submultime nevida B a
lui A are element minim.




Numere naturale

Reamintim c3 am notat, pentru orice x, xT := x U {x} si am
definit ,numerele” 0, 1, 2, 3 In felul urmator:

0:=0
1:=0"=0uU{0} = {0}
2:=1"=1u{1} ={0,1}
3:=2"=2u{2} ={0,1,2}

0

{0}
{0,{0}}
{0, {0}, {0,{0}}}

Intuitiv, lista ar putea continua, punand, pentru orice n, n+ 1 ca
fiind n™, in felul acesta fiecare num3ar natural devenind multimea
predecesorilor sdi, dar nu putem zice riguros , pentru orice n” —am
avea o referinta circulara. O vom rezolva prin a defini mai intai
multimea numerelor naturale.



Multimi inductive

Observam ca multimea numerelor naturale, oricum ar fi ea definit3,
trebuie s3 contin3 pe (), iar pentru orice x din ea, trebuie s3
contin3 si pe xT. Astfel formul3m:

Definitie

O muliime A se numeste inductiva dacd () € A si pentru orice
x €A xT €A

O asemenea multime este, clar, intuitiv vorbind doar, infinita.
Axiomele de pana acum permit ca toate multimile care exist3 sa fie
finite. Ca urmare, avem nevoie de una nou3:

Axioma infinitului

Exista o multime inductiva.

O proprietate imediata este aceea care spune c3 dac3 F este o
multime nevida ale cdrei elemente sunt multimi inductive, atunci si
N F este inductiva. Tn particular, daci x si y sunt inductive, x Ny
este inductiva.



Multimi minimal inductive

Nu este suficient ca multimea pe care o dorim sa contin3 toate
acele elemente, ci mai vrem si sa nu contind altele in plus.

Definitie
O multime inductiva A se numeste minimal inductiva daca pentru
orice B inductiva cu B C A avem B = A.

| A\

Propozitie

Fie A minimal inductiva. Atunci, pentru orice B inductiva avem
A C B. In particular, exista cel mult o multime minimal inductiva.

| A\

Demonstratie

Dac3 B este ca in enunt, atunci AN B este inductiva si AN B C A,
deci ANB=A, ie.  ACB.




Multimea numerelor naturale

Propozitie

Exista (si este deci unicd) o multime minimal inductiva.

Demonstratie

Fie u o multime inductiva si notam
F :={x € P(u) | x inductiva}.

Cum u € F, F # (), iar F contine numai multimi inductive. Asadar
si y :=[) F este inductivd. Vom arata ca y este minimal inductiva.
Fie z C y inductiva. Dat find ca u € Fsiy =\ F, avem y C u, si
deci, cum z C y, z C u. Deci, din definitia lui F, z € F, deci si

y C z, ceea ce trebuia demonstrat.

Aceastd unica multime minimal inductivd o vom numi multimea
numerelor naturale si o vom nota cu N.



Principiul inductiei

Faptul cd N este minimal inductiva se poate reformula in felul
urmator.

Principiul inductiei (Principiul | de inductie)

Fie A C N astfel incat 0 € A si pentru orice n € A, avem n™ € A.

Atunci A = N.

Folosind acest principiu, vom putea construi relatiile si operatiile
uzuale pe N si demonstra proprietatile lor cunoscute.



Relatia de ordine

Avand in vedere ca gdndim un numar ca fiind multimea
predecesorilor sdi (lucru pe care il presupunem cunoscut acum si il
vom demonstra la seminar), vom defini, pentru orice n, m € N,

n < m exact atunci cand n € m.

Vom demonstra acum c3 pentru orice n € N, 0 < n — observand
atat folosirea Principiului inductiei, cat si faptul ca putem vorbi de
< imediat ce l-am introdus pe <. Formam

A:={neN|0<n}.

Cum0=0,0<0, deci 0 € A. Fie n € A. Atunci 0 < n, adica
0 € nsau 0 = n. Asadar, 0 € nU {n}, ceea ce inseamn3 c3
0< nt. Deci 0 < nT, i.e. nt € A, ceea ce trebuia demonstrat.

Un alt rezultat imediat spune c3 pentru orice k, n € N, k < n™
daca si numai daca k < n.



Principiul inductiei complete

Acum putem demonstra urm3toarea variantd, aparent mai tare,
deseori folosita Tn matematicd, a Principiului inductiei.

Principiul inductiei complete (Principiul al ll-lea de inductie)

Fie A C N astfel incat pentru orice n € N ce verifica faptul ca
pentru orice k € N cu k < navem k € A, avem n € A.
Atunci A= N.

Demonstratie

Fie B:= {n € N | pentru orice k € N cu k < n avem k € A}. Clar
B C A, deci e suficient sa aratam B = N, lucru pentru care folosim
Principiul inductiei.

Trivial, 0 € B. Daca n € B, atunci n € A, deci pentru orice k < n,
k € A. Dar aceasta inseamn3 c3 pentru orice k < n™, k € A, deci,
din definitia lui B, n™ € B.

In continuare, vom demonstra proprietatile uzuale ale relatiei de
ordine pe N cu ajutorul celor doua principii de inductie.



Tranzitivitatea

Demonstram ca < este tranzitiva, adica ca pentru orice k, m,
neNcuk<msim<n, avem k < n.

Fie k, m cu k < m. Demonstram prin inductie dupa n ca daca
m < n, atunci k < n.

Pentru n = 0, stim c3 nu putem avea m < 0 (ar insemna m € @),
deci concluzia este trivial adevarata.

Presupunem acum cd dacd m < n, atunci k < n si vrem s3 aratam
cd dacd m < n™, atunci k < n™. Presupunem m < n™, deci m < n
sau m = n. Dacd m < n, avem din ipoteza de inductie k < n, deci
k < n™, iar dacd m = n, avem c3 k < n (si deci din nou c3

k < n*) din faptul cd k < m.



Ireflexivitatea

Demonstram acum ca < este ireflexiva, adica c3 pentru orice
n €N, nuavem n < n.

Clar, nu avem 0 < 0 (fiindcd () & (). Pentru pasul de inductie,
trebuie s3 ar3t3m c3 pentru orice n, dacd n™ < nT, avem n < n.

Fie n € N. Daci n™ < n™, atunci n™ < n — caz in care, cum
n < nT, ne folosim de tranzitivitate pentru a deduce n < n — sau
nt = n, caz in care n < n rezultd imediat.

Am demonstrat, deci, cd < este relatie de ordine stricta. In
particular, a fost mai usor s3 demonstram astfel decat daca ar fi
fost sa demonstram direct ca < este relatie de ordine partiala.



Injectivitatea operatiei de succesor
Fie n, m € N cu nt = m*. Atunci n = m.

Demonstratie

Presupunem n # m. Avem
mU{m} = nU {n},

deci me nU {n} iar cum m # n, avem m € n, deci m < n, iar pe
de altd parte avem n € mU {m}, iar cum n # m, avem n € m, deci
n < m. Dar faptul ca m < n si n < m contrazice asimetria lui <.

V.




Demonstram acum urmatorul rezultat ajutator.

Pentru orice n, m € N cu n < m, avem nt < m.

Demonstratie

Fie n si demonstram prin inductie dupa m. Cazul m = 0 este
trivial, cum nu este posibil ca n < 0.

Presupunem adevirat c3 dacd n < m, avem n™ < msi
demonstrdm c3 dacd n < m™, avem n™ < m™. Presupunem, deci
n< m". Atunci n < m sau n = m. Dac3 n < m, din ipoteza de
inductie avem n™ < m, deci n™ < m™. Dacd n = m, atunci

nt = m" si deci nt < mt.




Ordine total3

Folosind lema anterioara, putem arata ca < este o relatie de ordine
totala pe N, deci ca pentru orice m, n € N, avem m < n sau
n < m. Fie m si demonstram prin inductie dupa n.

Stim c3 pentru orice m € N, 0 < m, ceea ce ne asigura pasul de
baza.

Presupunem adevarata ipoteza de inductie, deci ca avem m < n
sau n < m. Dacd m < n, atunci m < nT. Dac3 n < m, din lem3
avem c3 nT < m, iar demonstratia este incheiat3.



Buna ordine

Relatia < pe N este si exemplul par excellence de buna ordine, am
putea spune chiar prototipul definitiei.

Pentru a demonstra aceasta, fie X C N ce nu admite minim. Vrem
sd argtdm X = (), adicd N\ X = N.

Din Principiul inductiei complete, e suficient s3 aratam c3a pentru
orice n astfel incat pentru orice k < n avem k ¢ X, avem n & X.
Presupunem c3 este fals, deci ca exista n € X astfel incat pentru
orice k < n, k & X. Dar atunci, pentru orice m € X, nu avem

m < n, deci n < m. Ca urmare, n este minimul lui X, contradictie.



Fie A o multime. Numim sir A-valuat o familie care are imaginea
inclusd in A si care are drept domeniu fie un numar natural n (caz
in care il numim sir finit de lungime n), fie pe N (caz in care il
numim sir infinit). Vom scrie sirurile finite si folosind notatii
precum

(ai)i<n-

Observam c3 orice sir A-valuat apartine multimii P(N x A). Ca
urmare, exista multimea tuturor sirurilor A-valuate. Vom nota
multimea tuturor sirurilor A-valuate finite cu Seqg,(A), iar pentru
orice n € N, vom nota multimea tuturor sirurilor A-valuate de
lungime n cu Seq,(A).

Mentionam c3 aceste siruri reprezintd formalizarea listelor de
lungime arbitrara pe care am semnalizat-o anterior.



Definitii recursive

In matematicd, se folosesc deseori (dupd cum am amintit si in
Introducerea istoricd) definitii recursive. Vom da de aceastd data
ca exemplu definitia functiei factorial:

f(0) :=1, f(n+1):=(n+1)-f(n).

Astfel de definitii enumera conditii pe care o functie trebuie sa le
satisfaca si las3d s3 se inteleaga ca existd si este unica o asemenea
functie. Acest lucru nu este ins3 imediat si trebuie demonstrat.

Teorema recursiei

Fie A o multime, a € A, g : Ax N — A. Atunci exista si este unicad
o functie f : N — A astfel incat f(0) = a si pentru orice n € N,

f(n™) = g(f(n), n).

Unicitatea rezultd imediat prin inductie. Existenta o ardtam fin
continuare.




Demonstratia teoremei recursiei

Fie X multimea tuturor acelor R € P(N x A) cu proprietatea c3
(0,a) € R si pentru orice n€ N, z€ A cu (n,z) € R avem
(n,g(z,n)) € R. Atunci X este o multime Moore pe N x A si
putem lua pe S ca fiind minimul ei. Este suficient s3 ardtdm ca S
este grafic Tntre N si A, i.e. ca pentru orice n € N exist3 si este
unic b€ Acu (n,b) € S.

Existenta rezultd imediat (exercitiu!). Pentru unicitate, consideram
B multimea acelor n € N cu proprietatea c3 exista si este unic

b e Acu(n,b)eS. Ardtam prin inductie cd B = N. Pentru 0,
cum (0,a) € S, presupunand prin absurd ca ar exista b # a cu
(0,b) € S, se aratd (exercitiu!) cd S\ {(0, b)} € X, contrazicind
faptul c3 S este minim. Presupunem acum c3 n € B si vrem

nt € B. Fie z cu (n,z) € S, atunci avem (n",g(z,n)) € S. La
fel, presupunem c3 ar exista b # g(z,n) cu (n™, b) € S, se arat3
(exercitiu!) ¢d S\ {(n™, b)} € X, contrazicind faptul c3 S este
minim.



Teorema recursiei complete

Oarecum analog Principiului inductiei complete, avem urmatoarea
teorem3, care ne permite sa definim functii ce depind de valori ale
lor dinaintea celei precedente pasului curent, de exemplu sirul lui
Fibonacci dat ca exemplu in Introducerea istorica.

Teorema recursiei complete

Fie A o multime, g : Seqg,(A) — A. Atunci existd si este unicd o
functie f : N — A astfel Tncat pentru orice n € N,

f(n) = g((f(i))i<n)-

Schitam doar demonstratia. Construim, folosind Teorema recursiei,
F : N — Seqg,(A), prin F(0) := 0 si pentru orice n € N,
F(n*) := F(n)U{(n,g(F(n)))}.

Atunci f := (N, A,[JImF) este functia cdutata.




Teorema recursiei parametrizate

In aplicatii pe care le vom vedea imediat, vom avea nevoie si de
urmatoarea form3 aparent mai puternicad de recursie.

Teorema recursiei parametrizate

Fie A, P multimi, a: P > A, g: P x AXx N — A. Atunci exista si
este unic3d o functie f : P x N — A astfel incat pentru orice p € P,
f(p,0) = a(p) si pentru orice p € PsineN,

f(p,n™) = g(p, f(p,n),n).

Pentru a o demonstra, definim G : AP x N — AP, pentru orice

x € AP, neN, pe P, prin G(x, n)(p) := g(p, x(p), n) si apoi
definim functia F : N — AP recursiv, prin F(0) := a si pentru orice
neN, F(n") := G(F(n), n). Atunci putem defini f, pentru orice
pe€ PsineN, prin f(p,n) := F(n)(p). Putem acum verifica:

f(p,0) = F(0)(p) = a(p)
f(p,n™) = F(n")(p) = G(F(n),n)(p) = g(p, F(n)(p), n)
= g(p, f(p,n), n).




Adunarea

Daca in Teorema recursiei parametrizate luam A:=N, P :=N,
a:=idysi g:NxNxN — N, definita, pentru orice a, b, c € N,
prin g(a, b, c) := b™, obtinem c3 exist3 o unic3 functie
4+ : N x N — N ce verifica:

@ pentru orice m € N, +(m,0) = m;

e pentru orice m, n € N, +(m,n*) = (+(m, n))*.
Vom numi functia + adunarea numerelor naturale si vom nota,
pentru orice m, n € N, m+ n := +(m, n). De pild3, putem calcula:

1+1=1+0"=(1+0)"=1"=2.

1+2=1+1"=(1+1)"=2"=3.



Comutativitatea adunarii

In acest moment, putem demonstra c3 adunarea este comutativa,
adicd ca pentru orice m, ne N, m+n=n+m.

Demonstram prin inductie dubla, dupa n iar apoi dupa m. Pentru
n=0si m=0, obtinem 0+ 0 = 0+ 0, adevarat, iar la pasul
inductiv pentru m avem

mt+0=mt=(m+0)"=0+m*=0+m".
La pasul inductiv pentru n, avem pentru m =0 ca
0+nt=0+n)"T=(n+0)"=n"=n"+0,
iar la pasul inductiv pentru m avem

mt+nt=mt+n)t=(+m)T=(+m™ =(m+n)*t
=(m+nt)" = (" +mt =n" +m".



Comentarii

In acest mod, se pot demonstra si alte proprietati ale adunarii
numerelor naturale si se pot introduce si celelalte operatii uzuale
pe N (inmultirea, ridicarea la putere) impreund cu proprietatile lor.

Apoi, asa cum s-a studiat la cursurile de algebr3 si analiza, odata
ce aceste fapte sunt complet justificate, se pot construi numerele
intregi, rationale, reale. Noi vom presupune in continuare toate
faptele aferente lor ca fiind cunoscute.



Dinamici punctate, morfisme

Definitie

Un triplet (A, z,s) se numeste dinamica punctata dacd z € A si
s:A— A

De exemplu, (N,0,(-)™) este o dinamic3 punctat3.

Definitie

Fie (A, z,s), (A, Z/,s') dinamici punctate. Un morfism intre ele
este o functie f : A — A’ astfel incét f(z) = Z' si, pentru orice
aeA, f(s(a)) =5 (f(a)).

Se observa ca, dacd (A, z, s) este o dinamicd punctata,
ida : A — A este morfism. De asemenea, compunerea a doud
morfisme este morfism.

Propozitie

Daca un morfism intre doud dinamici punctate este bijectiv, atunci
functia invers3 lui este tot morfism. Spunem c3 morfismul este
izomorfism si ca cele doud dinamici punctate sunt izomorfe.




Dinamici punctate initiale

Definitie

O dinamica punctata (A, z,s) se numeste initiala dacd, pentru
orice dinamica punctat3 (A’ Z’, '), exista si este unic un morfism
f:A— AL

Acest tip de enunt este ceea ce se numeste in teoria categoriilor (si
n algebrd in general) o proprietate de universalitate. Ca
exemplu de dinamic3 punctat3 initial3, avem chiar pe (N,0,(-)")
(este o consecintd imediatd a Teoremei recursiei).

Propozitie

Fie (A, z,s), (A, Z/,s') dinamici punctate initiale. Atunci ele sunt
izomorfe.

Demonstratie

Din initialitate, avem morfisme f : A — A’ si g: A’ — A. Cum
gof:A— Asiiday: A — A, rezultd cd go f =ida. Analog,
fo g = idA/.

A




Dinamici punctate initiale (cont.)

Propozitie

Fie (A, z,s), (A, Z/,s") dinamici punctate izomorfe. Presupunem
cd (A, z,s) este initiald. Atunci (A, 2/, s) este initial3.

Demonstratie

Avem un izomorfism f : A — A’. Fie (A”,2",s") o dinamic3
punctatd. Vrem s3 ar3t3m c3 exist3 un unic morfism h: A" — A”.

Pentru existentd, stim c3 existd un morfism g: A — A”. Ludm
h:=gof!

Pentru unicitate, fie h, i : A — A” morfisme. Atunci ho f,
Hof:A— A’ sunt morfisme, deci hof = h' o f. Compunand la
dreapta cu f~1, obtinem h= K.




Dinamici punctate Peano

Definitie

O dinamica punctatd (A, z, s) se numeste Peano dac3 (i) z ¢ Ims;
(i) s este injectiva; (iii) pentru orice BC Acu z € Bsi
s«(B) C B, avem B = A.

Aceasta notiune formalizeaza axiomele lui Peano. Clar,
(N, 0, (-)") este o dinamic3 punctat3 Peano.

Urmatoarele doud propozitii sunt l3sate ca exercitiu.

Propozitie

Fie (A, z,s), (A, Z',s) dinamici punctate izomorfe. Presupunem
cd (A, z,s) este Peano. Atunci (A’, 2/, s’) este Peano.

Propozitie (Teorema lui Dedekind)

Orice dinamic3 punctatd Peano este izomorfd cu (N, 0, (-)T).




Legatura dintre concepte

Fie (A, z,s) o dinamicd punctatd. Atunci ea este initiala daca si
numai daca ea este Peano.

Demonstratie

| \

De la stianga la dreapta, din initialitate, avem c3 (A, z, s) este
izomorf3 cu (N, 0, (-)T), care este Peano. Cel3lalt sens se
demonstreaza analog, folosind celelalte propozitii.

Aceste considerente ne arata ca putem lucra, in loc de N, cu orice
dinamic3 punctat3 initiald/Peano, interpretdnd-o ca formand
~numerele naturale”. Asadar, lucrul cu numerele naturale n teoria
multimilor nu este conditionat de alegerea unui anume ,,model”.
Totusi, tindnd cont de asta, la curs si la seminar vom lucra doar cu
N-ul deja definit. Similar, avem si pentru R, cu structura sa
canonicd, o caracterizare pana la izomorfism, anume ca fiind unicul
corp ordonat complet. De aceea, putem lucra cu mai multe
~modele” pentru R (siruri Cauchy, t3ieturi Dedekind etc.).



