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Multimi finite

Pana acum, am vorbit informal de multimi ,,cu un element”, , cu
trei elemente”, dar nu puteam face notiunea sa fie precisa.

Definitie

Fie A o multime. Daca n € N, spunem c3 A are n elemente daca
exista o bijectie de la n la A. Dacd exista n € N astfel incat A are
n elemente, spunem c3 A este finita. Daca A nu este finita,
spunem ca A este infinita.

Fireste, mai trebuie demonstrat c3 acel n, daca exist3, este unic
determinat de A.



Multimi finite — proprietati

Un numadr natural (si ca urmare, o multime finitd) nu este in
bijectie cu o parte stricta a sa.

Demonstratie

Fie n numarul si demonstram prin inductie dupa n. Pentru n =0,
rezultatul este trivial, dat fiind c3 nu exist3 parti stricte ale lui ().
Presupunem adevirat pentru n si demonstrdm pentru nt.
Presupunem c3 ar exista X o parte strictd a lui n™ si o bijectie
f:n™ — X. Distingem dou3 cazuri. Dacd n & X, atunci functia
g:n— X\ {f(n)} C n, definitd, pentru orice m € n, prin

g(m) := f(m), este bine definit3 si bijectiva, contradictie. Dac3
n € X, demonstratia ramane ca exercitiu.

Peste cateva cursuri, vom demonstra si reciproca acestei propozitii,
anume c3 o multime infinitd este in bijectie cu o parte strictd a sa,
dar anumite cazuri particulare le vom putea arata imediat.



Multimi finite — proprietati

@ Dacd n, m € N si n # m, nu exista bijectie intre n si m. Ca
urmare, numarul de elemente al unei multimi finite este unic.

o Functia f : N — N\ {0}, definitd, pentru orice n, prin
f(n) := n" este bijectivd. Ca urmare, N este infinit3.

Demonstratie

@ Dacd n# m, stim ca n < m sau m < n. Presupunem far3 a
restrdnge generalitatea (engl. without loss of generality,
prescurtat de obicei w.l.0.g.) cd n < m. Atunci pentru orice
p < n, avem p < m (din tranzitivitate), deci n C m. Atunci
concluzia rezulta din lema precedenta.

@ Injectivitatea a fost demonstrata mai devreme, iar
surjectivitatea rezultd dintr-un exercitiu din seminar.




Multimi finite — proprietati

O submultime a unei multimi finite este finita.

Imaginea printr-o functie a unei multimi finite este finita.

°
@ Reuniunea a doud multimi finite este finita.

@ Reuniunea unei familii finite de multimi finite este finita.
°

Multimea partilor unei multimi finite este finita.

Demonstratie

Exercitiu (partial la seminar).




Echipotenta

Vedem, asadar, ca multimile finite sunt ,,masurate” cu ajutorul
numerelor naturale si al bijectiilor.

Cum m3suram multimile infinite? Deocamdata, nu avem un
analog al numerelor naturale, dar ne putem folosi inca de bijectii
pentru a masura multimile doar dupa ele nsele.

Doua multimi A si B se numesc echipotente — si notam A ~ B —
daca existd o bijectie de la A la B.




Echipotenta ca ,relatie de echivalenta”

Am putea fi tentati s3 spunem c3 echipotenta este o relatie binar3,
dar aceasta nu ar avea sens, dat fiind ca ar fi trebuit sa fie o relatie
pe ,,multimea tuturor multimilor”. Totusi, ea are proprietatile
caracteristice unei relatii de echivalenta.

Propozitie
Fie A, B, C. Atunci:
e A~ A,
@ Daca A~ B, atunci B ~ A;
@ Daca A~ Bsi B~ C, atunci A~ C.

Demonstratie

Demonstratiile sunt imediate. Consideram idy : A — A. Daca
avem f : A — B bijectie, atunci f~! este tot bijectie. Dac3 avem
f:A— Bsig:B— C bijectii, atunci si g o f este bijectie.




Clase de echivalenta?

Apare totusi intrebarea: chiar daca ~ nu este o relatie de
echivalentd, putem considera clasele ei, adica, pentru orice A, sa
notdm |A| multimea tuturor multimilor echipotente cu A? Ideea ar
fi ca atunci sa definim cardinalul unei multimi, dupa cum a
facut-o Cantor, ca fiind clasa ei de echipotenta.

Clar (din cele ardtate mai devreme), o multime este echipotent3 cu
() dac3 si numai dac3 este (), deci |0| ar fi {0} — aici nu avem
probleme.

Este imediat, ins3, cd o multime este echipotentd cu {0} dac3 si
numai daca este singleton. Or, am demonstrat la seminar c3 nu
exista multimea tuturor multimilor singleton. Ca urmare, nu putem
vorbi de clase de echivalenta pentru ~.



Totusi, de obicei (de pild3, in liceu), se defineste cardinalul unei
multimi cu n elemente ca fiind n. Aceasta — precum si modul in
care au fost definite aici numerele naturale — ne sugereaza o alta
abordare — anume de a fixa pentru fiecare ,clasa” un reprezentant,
iar acela sa fie cardinalul oricarei multimi din ,,clasa”.

Vom face asadar urmatoarea presupunere: exista un soi de multimi
numite cardinali astfel Tncat oricarei multimi X i se asociaza un
cardinal, notat cu |X|, astfel incat X ~ |X|, pentru orice cardinal
avem |k| = K, pentru orice n si orice X cu n elemente avem

|X| = nsi pentru orice X si Y avem cd X ~ Y dacd si numai daca
|X] =Y|. (Deci |0] este @, iar nu {0} ca mai devreme.)

Vom justifica presupunerea mai tarziu. Deocamdatad, ins3, se va
putea observa c3 orice formulam si demonstram cu ajutorul acestei
notatii se poate face Intr-o egald masura si fara a face uz de ea.



Compararea multimilor

Pentru a compara multimi ce au eventual cardinal diferit, ne
folosim de injectii pentru a defini o noud pseudo-relatie.

Fie A, B. Spunem ca A este de cardinal mai mic sau egal ca B
—si notam A < B — daca existd o injectie de la A la B.

Aceasta definitie este compatibila cu relatia ~, in felul urmator
(demonstratia este imediatd):

Propozitie

Fie A, B, C. Atunci:
@ Daca A=< Bsi A~ C, atunci C < B;
@ Daca A=< Bsi B~ C, atunci A < C.

Putem defini, deci, fard probleme |A| < |B| dacd A <X B.
Observam si cd putem spune riguros ce fnseamna ,a avea acelasi
cardinal ca” si ,,a avea cardinalul mai mic sau egal ca” fara a sti ce
Tnseamna cardinal.



Cardinalii sunt partial ordonati

Vom vedea acum c3 < are proprietatile unei relatii de ordine

partiald. Reflexivitatea si tranzitivitatea se demonstreaza la fel ca
pentru ~:

Propozitie

Fie A, B, C. Atunci:
o [Al<|A[;
e Dacd |A| < |B|si |B| < |C|, atunci |A] < |C].

Antisimetria, Tns3, este un rezultat netrivial:

Teorema Cantor-Bernstein-Schroder

Daca X si Y sunt astfel incat X X Y si Y < X, atunci X ~ Y.

Pentru a-I demonstra, ne vom folosi de o lem3 ce este practic un
caz particular al s3u.



Spre Cantor-Bernstein

Fie A, B, A cu Ay CBC Asi A~ A;. Atunci A~ B.

Mai intai, sa vedem de ce lema ne demonstreaza teorema. Daca X
si Y sunt ca in enuntul teoremei, iar f : X — Y sig: Y — X sunt
injectii, atunci £.(X) C Y si, deci,

(g 0 F)(X) = g:(f(X)) C gu(Y) € X.

Cum g o f este injectivd, avem X ~ g.(f.(X)). Aplicand lema,
avem X ~ g.(Y). Cum g este injectiva, g(Y) ~ Y si, deci,
X~Y.

Demonstram acum lema. Fie f : A — A; bijectiva. Definim
recursiv Ag := A si pentru orice n, Apy1 := f.(An) si analog,

By := B si pentru orice n, Bpy1 := £.(B,). Cum A; C By C Ao,
avem pentru orice n, Ap+1 C B, C A,. Notam, pentru orice n,
Cp = Ap\ By siapoi C :=J,cny Cn, D= A\ C.



Finalizare

Se aratd apoi (exercitiu!) c3 pentru orice n, £.(C,) = Cpy1 si, dedi,

f.(C) = UneN\{o} Cn.

Definim acum g : A — B, pentru orice x € A, prin:

(x) f(x), dacd x € C;
x) =
£ X, daca x € D.

Se aratd atunci (exercitiu!) c3 g este bine definitd si bijectiva.
Asadar, A ~ B.

Am terminat de demonstrat, deci, ca < are proprietatile unei relatii
de ordine partiala. Am putea crede ca vom demonstra acum ca <
este totald, adicd pentru orice A, B, avem |A| < |B| sau |B| < |A].
Aceasta este adevarat in ZFC, dar o vom putea arata doar mai
tarziu.



Multimi numarabile

O multime se numeste numarabila dac3 este echipotenta cu N.

Vom extinde presupunerea facuta punand pentru orice multime
numarabild A, |A] = N si il vom nota in acest context pe N si cu
No (X, alef, este prima literd a alfabetului ebraic).

Propozitie
Dac3 A este infinitd, |B| =N si AC B, |A| = No.

Demonstratie

Fie g : N — B bijectie. Vom construi o bijectie f : N — A prin

Teorema recursiei complete, punand, pentru orice k € N,
m:=min{n € N| g(n) € A\ fi(k)}

(faptul ca A este infinitd ne garanteazd cd mulfimea respectiva

este nevida si, deci, are minim) si apoi f(k) := g(m).

Asadar, Ng este cel mai mic cardinal infinit.



Multimi cel mult numarabile
Propozitie-Definitie

Fie A o multime. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

@ A este finita sau numarabil3;
@ existd B numarabild (putem lua chiar B:=N)sif: A— B
injectiva.

Atunci A se numeste cel mult numarabila.

Demonstratie

Daca A este finita, exista n € Nsi g : A — n bijectie. Cum n C N,
putem prelungi pe g la f : A — N injectie. Daca A este
numarabild, atunci din start avem f : A — N bijectie.

Pentru implicatia inversd, dacd A nu este finitd si A ~ Imf, avem
ca Imf este infinitd. Cum Imf C B, avem cd Imf numarabil3 si,
deci, ca A este numarabil3.




Imaginea multimilor numarabile

Fie B o multime si f : N — B. Atunci Imf este cel mult
numarabila.

| \

Demonstratie

Definim g : Imf — N, pentru orice b € Imf, prin
g(b) := min{n € N | f(n) = b}.

Atunci pentru orice b € Imf, avem f(g(b)) = b, deci g este
injectiva. Prin urmare, Imf este cel mult numarabila.

Fie A, B cu A numarabild si f : A — B. Atunci Imf este cel mult
numadrabila.




Reuniunea multimilor numarabile

Propozitie
Fie A, B numarabile. Atunci AU B este numarabil3a.

Demonstratie
Fie f : N — Asi g: N — B bijectii. Definim h: N — AU B,
pentru orice n € N, prin

A dacid n este par;

h(n) =
(n) g <”§1> , dac3d n este impar.

Avem c3 h este surjectiva, deci AU B este cel mult numarabila.
Cum A este infinita, AU B este infinita si, deci, numarabila.

Corolar

| \

Reuniunea unei familii finite nevide de multimi numarabile este
numarabila.




Produsul cartezian al multimilor numarabile

Propozitie

—

Demonstratie

Multimea N x N este numarabil3.

Definim f : N x N — N, pentru orice (n, k) € N x N, prin
f(n, k) :=2K@2n+1) — 1.

Avem c3 f este bijectie.

Fie A, B numarabile. Atunci A X B este numarabila.

Produsul cartezian al unei familii finite nevide de multimi
numarabile este numarabil.




Familii numarabile

Fie (An)nen si pentru orice n, o surjectie f, : N — A,. Atunci
Unen An este cel mult numarabila.

Demonstratie

Definim f : N x N — (J,cry An, pentru orice (n, k) € N x N, prin
f(n, k) := fo(k). Atunci f este surjectie.

| A\




Un numar numarabil de siruri

Propozitie

Multimea Seqg,(N) este numarabila.

Demonstratie

Avem ca Seqg,(N) = U,en Seq,(N). Vom defini, pentru orice

n € N, in mod recursiv, o functie surjectiva f, : N — Seq,(N) si
apoi vom aplica propozitia precedenta pentru a ardta ca Seqg, (N)
este cel mult numdrabild. Cum N ~ Seq;(N) C Seqg,(N), avem c3
Seqgq, (N) este infinitd, deci numarabila.

Punem fy : N — Seqq(N) = {0} functia ce asociaz3 fiecrui numar
multimea vida. Fixam o bijectie g : N — N x N si apoi definim,
pentru orice n, foi1 : N = Seq,,,1(N), pentru orice k € N, punénd
(a,b) := g(k) si far1(k) :=fr(a) U {(n, b)}.

Dacd A este numdrabil3, atunci Seqg, (A) este numarabila.




Propozitie
Multimea Z este numarabila.

Demonstratie

Scriem Z ={0,1,2,3,...} U{-1,-2,-3,...}.

Propozitie
Multimea Q este numarabila.

Demonstratie

Definim f : Z x (Z \ {0}) — Q, pentru orice (p, q), prin

f(p,q) == pr/q.

Avem ca f este surjectie, deci Q este cel mult numarabila. Cum Z
este infinita si Z C Q, Q este infinita si, deci, numarabila.




Functia caracteristica

Pentru orice X, A, cu A C X, definim functia xa x : X — 2,
pentru orice x € X, prin

1, daca x € A,

XAX\X) = o
() {0, daca x € A,

si o numim functia caracteristica sau functia indicator a lui A n
X (o vom nota deseori doar cu x4 atunci cAnd X va fi clar din
context).

Propozitie

Pentru orice X, P(X) ~ 2%,

Aceasta rezulta din existenta bijectiilor naturale A +— x4 si
f — f*({1}) intre cele doud multimi.



Multimi nenumarabile

Pentru orice X, nu existd o surjectie de la X la P(X), deci
[X| < |P(X)I.

| A\

Demonstratie

Presupunem ca ar exista f : X — P(X) surjectie. Notam
A={xe X |x¢&f(x)} € P(X). Cum f este surjectiva, existd
ze X cu f(z) = A. Dar atunci

zeAszgf(z) ez ¢ A,

o contradictie.

Ca urmare, N o¢ P(N), deci P(N) este infinitd, nenum3arabila.

Vom ardta in continuare c§ P(N) ~ R folosind teorema
Cantor-Bernstein. Ca urmare, vom construi injectii ¢ : P(N) —» R
si ¢ R — P(N).



Punem, pentru orice A C N,

o = im 32250,

Trebuie mai intdi s3a aratam ca functia ¢ e bine definitd, deci c3d
limita consideratd mai sus exista. Sumele au doar termeni
nenegativi, de unde reiese c3 sirul este crescator. Mai mult, pentru
orice n din N, avem:

n

n
1
i=0 1-

WIN| =

1
i=0 3

Asadar, sirul este marginit. Fiind si monoton, obtinem din teorema
Weierstrass ca este convergent, deci ¢ este bine definita.



De ce este injectiva

Ar3tam acum injectivitatea. Presupunem c3 A # B si urmarim s3
demonstram c3 ¢(A) # ¢(B). Deoarece A si B sunt diferite, existd
Ji=min{i € N| xa(i) # xg(i)}. Presupunem w.l.o.g. c3

xa(j) = 0si xg(j) = 1. Notdm

j-1 N J-1 .
. 2xa(i) 2x8(i)
a:= Z 3i = Z 3
i=0 i=0
Pentru orice n > j + 1 avem:

n

§20(0) = 2al) | 2:0 g~ 2val)

pr pr g 3 i=j+1 3
n2 2 "t
i=j+1 i=0
n—j—1
B > 1-(3 2 1 1
i T S T2 S B TS



De ce este injectiva

De aici scoatem

Pentru orice n > j 4 1:

n - n
2xg(i) N0 2 1 2XB 2
;) = Z:O ot T _Z a+ 3
i= i= i=j+1
Asadar

. j i 2\ 2 1
»(B) = n||_>rgoz 3 > n“_}ﬂ;() (a + 31> = a—i—? > 3+§ > ¢(A).



A doua injectie

Pentru a construi a doua injectie, ne folosim de o bijectie
j:N = Q. Punem acum, pentru orice r € R,

P(r) :={neN|j(n) <r}.

Vrem s3 ardatam c3 1 e injectiva.

Fie 1 si r» doud numere reale diferite si presupunem w.l.o.g. c3

r; < rp. Din densitatea numerelor rationale, stim ca existda g € Q

astfel incat n < g < rp. Functia j este surjectiva, deci exista m un
numar natural astfel incat j(m) = q. Deci j(m) < r si j(m) £ n,
de unde avem m € ¢(r2) si m & 1(r1), demonstrand astfel c3

P(r) # P(r2).

Demonstratia este incheiatd. Asadar, R este echipotentd cu P(N)
si este si ea o multime infinita, nenumarabila.



Adunarea cardinalilor

Pentru orice cardinali x, A, definim adunarea lor astfel: alegem A si
Bcu|Al =k, |Bl=Asi ANB =10 si punem

K+ A:=|AUB].

Aceast3 definitie are sens fiindca:
@ pentru orice A, B existd A', B' cu |A'| = |A|, |B'| = |B| si
A'N B =0 (iau, de pilds, A" := {0} x Asi B := {1} x B);
@ pentru orice A, B, A, B cu |A| = |A|, |B| = |B|, ANB =10
siANB =0, avem |AUB| = |AUB|.



Proprietatile adunarii

Proprietati imediate

Fie x, x’, X, u cardinali. Atunci:
@ K+ A=A+ kK;
o (K+A)+pu=r+\+p);
o k< K+

o dacd K < k' si A < p, atunci k + X\ < K + p.




Inmultirea cardinalilor

Pentru orice cardinali k, A, definim Tnmultirea lor astfel: alegem A
si B cu |Al =k si |B| = A si punem

K-A:=|AXxB|.

Aceast3 definitie are sens fiindc3 pentru orice A, B, A', B’ cu
|A| = |A'| si |B| = |B|, avem |A x B| = |A" x B/|.

Proprietati imediate

Fie x, /, A\, u cardinali. Atunci:
@ K- A=\ K;

(5-A)-p=r-(Ap);

K-(A+p)=r-A+K-u

°
@ daca 0 < )\, atunci kK < K- \;
°

dacd Kk < k' si A< p, atunci k- X < K - p.




Inmultirea cu doi

Propozitie

Pentru orice cardinal 5, kK + kK =2 - k.

Demonstratie
Avem [{0} x k| = [{1} x k| =k si ({0} x k) N ({1} x k) =0, deci

r+ k= ({0} x k) U ({1} x &I,
dar ({0} x k) U ({1} x k) = 2 X kK, deci

({0} x K) U ({1} x k)| = 2 x K| = 2| - |6]| = 2+ k.

Pentru orice cardinal kK cu 2 < k, avem Kk + Kk < Kk - K.




Exponentierea cardinalilor

Pentru orice cardinali k, A, definim exponentierea lor astfel:
alegem Asi B cu |A| =k si |B| = A si punem

KN = |AB|.

Aceast3 definitie are sens fiindc3 pentru orice A, B, A, B’ cu
|A| = |A'| si |B] = |B'|, avem ’AB‘ — |AB

Proprietati imediate

Fie x, ’, A\, u cardinali. Atunci:
e daci 0 < ), atunci k < K™
e daci 1 < k, atunci A < k™
o dacd k < K’ si A < p, atunci k* < &'H;

(*] KJ'K:K?.




Alte proprietati ale exponentierii

Fie xk, A, pu cardinali. Atunci:
o KMH =g gk
O = ([

o (K- A)F =gt A

Demonstratie

Fie K, L, M cu |K| =&, |L| = A\, [M| = u. Pentru primul punct,
vom presupune L N M = (). Atunci form3m bijectia de la Kt x KM
la K'YM care duce orice pereche (f,g) in functia h ce duce orice
x € LUM in f(x), dacd x € L, respectiv in g(x), dacd x € M.

Pentru al doilea punct, form3dm bijectia de la KM la (KM)L care
duce orice f in functia | — (m+— f(/, m)) (currying). Pentru al
treilea punct, form3m bijectia de la KM x LM la (K x L)M care
duce orice pereche (f, g) in functia m — (f(m), g(m)).




2%o

Avem ca, pentru orice X,
X| < [P(X)] = [2X] = [2 X! = 21X,

Prin urmare, Xo = |N| < |P(N)| = 2N = 2% si mai avem
IR| = [P(N)| =2%. Fien,m,pcNcu0<msil<p. Avem
urmatoarele inegalitati:

M0 < 4 2R < N 4 2N < 2o 4 N — 5. R0 — pRot+l — oNo

2N < m . 2R < Ny - 2R0 < 2R oRo — pRoFRe — R0,
o < (2N0)m < (2N0)N0 _ NG oMo,
2N0 S pNO S NONO S (2N0)N0 — 2N(2) — 2?‘(0’

despre care se observa acum ca sunt de fapt egalitati, si, deci, orice
cardinal ce apare in ele este egal cu 2%,



Puterea continuumului

Acest cardinal 2% se noteazi cu ¢ si se numeste cardinalul
continuumului sau puterea continuumului.

Propozitie

@ Pentru orice n > 0, |R"| =c.
o |C|=c.

o [NV =c.

o RN =c.




Diferenta intre continuum si numarabil

Teorem3

Fie A, Bcu AC B, |A| =g si |B| =¢. Atunci |B\ A =c.

Demonstratie

Putem presupune B = R? si e suficient s3 artdm ¢ < |B\ A|. Fie
P:={x € R|existd y cu (x,y) € A}.

Definim functia surjectiva f : A — P, pentru orice (x,y) € A, prin
f(x,y) = x. Rezultd |P| < N, deci existd z € R\ P.

Definim functia injectivd g : R — B\ A, pentru orice y € R, prin
g(y) :==(z,y). Rezultd ¢ < |B\ A|.

IR\ Q| =c.




Ipoteza continuumului

Dat fiind c3 ¢ este un cardinal ubicuu Tn matematica, apare
problema fireasca de a-i calibra marimea. Cantor a formulat, fara
insa a si demonstra, urmatorul enunt, pe care, reamintim din
Introducerea istoricd, Hilbert I-a pus in fruntea listei sale de
probleme pentru secolul XX:

Ipoteza continuumului
Nu exista cardinal nenumarabil mai mic decat c.

Rezultatele lui Godel (1940) si Cohen (1963) au aratat ca acest
enunt nu se poate nici infirma, respectiv nici confirma pornind de
la axiomele ZFC (presupunand c3 acestea sunt consistente).
Pentru aceasta clarificare completa a chestiunii, Cohen a primit in
1966 medalia Fields.




Multimi mai mari decét ¢

Stim c3 ¢ < 2° si avem c3

2 =220 <N < (2N°)2NO = M2 = 2% — ¢,

R 2N0 ) R N 2N0
Ca urmare, [N®| =R§ " =2°si |R®| = (2 0) — 2



