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Pentru a da nteles acestor cardinali, va trebui, fireste, sa
prelungim notiunea de numar finit (natural) astfel incat sa
cuprinda si valori , infinite”. Am vazut ca cel mai mic cardinal
infinit este N, care a fost notat in acel context cu Xg. In contextul
care urmeaza, il vom nota cu w. Asadar,

w=1{0,1,2,...}.

Putem prelungi ,,numerele” dincolo de w folosindu-ne de operatia

de succesor:
wh=wui{w}=1{0,1,2,...,w}

wt=wtu{w™} ={0,1,2,...,w,wt}
iar mai apoi am vrea s3 ajungem si la ceva precum:
wtw:=1{0,1,2...,wwrwt .}

Ca la numerele naturale, va trebui sa definim cumva unitar aceasta
clasd de obiecte (pe care le vom numi ordinali). Observam c3
toate multimile de mai sus au o structura canonica de buna ordine,
deci are sens sa studiem intai aceastd notiune mai in profunzime.



Multimi ordonate

Vom numi o relatie de ordine stricta < ca fiind de buna ordine
daca relatia de ordine partiald asociata < este Tn acel fel
(distingdnd dup3 context si notatie la care ne referim). De
asemenea, vom spune c3 o pereche (A, R) (notat3 deseori tot cu
A) este o multime (partial, strict, bine) ordonatd daca R este o
relatie de felul respectiv pe A.

Propozitie

Fie (W, <) o multime bine ordonat3 si S C W astfel incat pentru
orice x € W,y €S cux<yavem x € S. Atunci exista a € W
astfel incat S = {x € W | x < a} =: W]a.

| \

Demonstratie

Fie X := W\ S # (. Fie a minimul lui X si ardtdm c3 este cel
cerut. Dacd x € S si x £ a, atunci a < x si deci a € S,
contradictie. Dacd x < asi x € S, atunci x € X, contradictie cu
minimalitatea lui a.




Tot despre multimi bine ordonate

Propozitie

Fie (W, <) o multime bine ordonatd si f : W — W astfel incat
pentru orice xi, x2 € W cu x; < xo avem f(x1) < f(x2). Atunci
pentru orice x € W, x < f(x).

Demonstratie

| \

Presupunem c3 existd x cu x £ f(x) si aleg a minim cu aceast3
proprietate. Asadar, f(a) < a si rezultd f(f(a)) < f(a), de unde
rezultd ca si f(a) are proprietatea respectiva, contrazicand
minimalitatea lui a.

Daca (Wi, R) si (W2, S) sunt multimi ordonate, un izomorfism
intre ele este o bijectie f : Wi — W, astfel incat pentru orice xi,
xp € Wi, avem x1Rx> dacd si numai daca f(xy)Sf(x2) (deseori,
vom nota pe R si pe S cu acelasi simbol), caz in care spunem c3
cele doua multimi ordonate sunt izomorfe.



Proprietati legate de izomorfism

Fie (W, <) si (W', <) mul{imi bine ordonate.
e Fie a € W. Atunci W nu e izomorfa cu W|a].
o Fie f : W — W izomorfism (automorfism). Atunci f = idy.

o Exist3d cel mult un izomorfism de la W la W'.

@ Presupunem c3 existd f : W — W/]a] izomorfism. Atunci
f(a) € W]a], deci f(a) < a, contradictie cu propozitia
anterioara.

o Fie x € W. Aplicand propozitia anterioar3 pentru f si f 1,
rezultd cd x < f(x) si x < f~1(x). Din ultima avem
f(x) < x, deci x = f(x).

@ Presupunem c3 am avea f, g : W — W' izomorfisme. Atunci
g ! of este automorfism al lui W, deci g~ o f =idyy, adic3
F = g




Proprietatea fundamentala

Fie (W4, <) si (W2, <) multimi bine ordonate. Atunci se intdmpla
exact unul din urmatoarele lucruri:

o Wi si Wa sunt izomorfe.

o Existd a € W, astfel incat W; este izomorf cu Wh][al.

e Existd a € W astfel incat W, este izomorf cu Wi|al.

In plus, conform propozitiei anterioare (din care rezultd si c3
posibilitdtile sunt mutual exclusive), izomorfismul este unic.

Demonstratie

Notdm R := {(x,y) € Wi x Wa | Wi[x] este izomorf cu Ws[y]}.
Clar, din propozitia anterioard rezultd c3 R este grafic. Fie D
domeniul sdu si E imaginea sa. Atunci f := (D, E,R) vafio
surjectie. Faptul c3 este injectiva va rezulta analog faptului ca R
este grafic. Aratam acum c3 f este izomorfismul cerut si ca
domeniul si codomeniul ei sunt cele posibile din enunt.




Proprietatea fundamentala

Demonstratie (cont.)

Fie x, y € D, viem x < y < f(x) < f(y). Din simetria definitiei
lui R, e suficient sa aratam ,=". Presupunem x < y. Stim ca
existd un izomorfism intre Wi [x] si Wh[f(x)], precum si intre
Wily] si Wa[f(y)], iar pe ultimul il notdm cu h. Cum x <y, h
induce un izomorfism intre Wi [x] si Wh[h(x)]. Deci Wa[f(x)] si
Wa([h(x)] sunt izomorfe, prin urmare f(x) = h(x) < f(y).

Din simetria enuntului, ramane de aratat ca daca D # Wj, atunci
exista a cu D = Wj[a] si E = Ws. Pentru primul punct, e suficient
sa argtam (din prima propozitie) cd pentru orice x € Wy si y € D
cu x < y avem x € D. Ca mai Tnainte, avem un izomorfism h intre
Waly] si Wa[f(y)], care induce un izomorfism intre Wj[x] si
Wa[h(x)]. Deci (x, h(x)) € R si deci x € D.




Proprietatea fundamentala

Demonstratie (cont.)

Pentru al doilea punct, presupunem E # W, si, cu acelasi
rationament, avem c3 existd b € W, cu E = Wh[b]. Deci f este
un izomorfism ntre Wj[a] si Wa[b], ca urmare (a, b) € R, deci
a€ D. Dar D = WjJa], deci a < a, contradictie!

Acum putem trece la definirea ordinalilor.



Multimi tranzitive si ordinali

Definitie

O multime T se numeste tranzitiva daca pentru orice x € T,
x C T (altfel spus, pentru orice x € T siy € x avem y € T, de
unde denumirea de tranzitiva).

Pentru orice multime A, notdm €4:= {(x,y) € AX A|x € y}
(sau chiar cu € cand va fi clar din context).

O multime a se numeste ordinal dac3 « este tranzitiva si (o, €,)
este multime bine ordonata.

Ca exemple, orice numar natural este ordinal, si chiar N este.
Vom nota, asa cum am spus si mai devreme, cu w pe N atunci
cand 1l privim drept ordinal — asa cum |-am notat cu Ny atunci
cand 1l priveam drept cardinal. Vom vedea mai tarziu de ce folosim
mai multe notatii! pentru acelasi obiect.

'Vezi si https://ncatlab.org/nlab/show/concept+with+an+attitude



https://ncatlab.org/nlab/show/concept+with+an+attitude

Proprietatile ordinalilor

Urmatoarele proprietati se vor demonstra la seminar:

Propozitie

@ Dacd « este ordinal, atunci o & a.

@ Dac3 « este ordinal, atunci o este ordinal.
@ Daca «a este ordinal si 5 € a, (5 este ordinal.
o

Dacd « si 8 sunt ordinali si o« C 3, atunci a € S.

Numim un ordinal de forma 3% ordinal succesor (de exemplu
wT). Un ordinal care nu este 0 sau succesor se numeste ordinal
limita. Ca la numere naturale, pentru orice ordinali o si 3 vom
nota o < 3 pentru a € 3 si, tot ca acolo, avem, pentru orice
ordinali a si 3, @ < 3 dac3 si numai dacd o € . Mai avem si c3
orice ordinal este multimea acelor ordinali mai mici decat el.



Relatia de ordine pe ordinali

Urmatoarea propozitie ne spune ca < are proprietatile unei relatii
de ordine strictd pe ordinali astfel incat < este total3.

Fie «, 3, 7y ordinali.

@ Dacd v < Bsi B <, atunci a < 7.
@ Nu avem cd a < a.

@ Avem ca a < B sau a = f sau 8 < a.

Demonstratie

Primul punct rezultd din faptul ca v este tranzitiva, iar al doilea
din propozitia anterioara. Pentru al treilea, ne folosim de faptul ca
a N [ este ordinal (exercitiu!). Presupunem aN g C « si

a N B C B. Atunci, din propozitia anterioara aN B € a si

anNp e, deci anN B € anf, contradictie cu propozitia
anterioara. Deci aNfB =« sau anNp =, de unde a C B sau

B C «, asadar, a € f sau @ =  sau B € a.




Ordinalii Tn ansamblu

Teorema bunei ordonari

Fie P o proprietate si a un ordinal astfel incat P(«). Atunci existd
/3 astfel incat P(3) si orice v cu P(7) avem 3 < ~. In particular,
orice multime nevida ale carei elemente sunt ordinali admite minim
relativ la <. De aici rezulta ca orice multime de ordinali este
bine-ordonata de <.

Demonstratie

Fie Y := {0 € a| P(d)}. Distingem doua cazuri:

Cazul I. Y = 0. lau 3 := . Fie 7 cu P(y). Presupunem a £ 7.
Atunci v < «, deci v € Y, contradictie.

Cazul Il. Y # (). Din faptul c3 « este bine ordonat3, exist3
minimul lui Y, notat cu 5. Fie 7y cu P(7). Atunci, ori 7 < «, deci
v € Ysideci § <, oria<vy,sicum 8 < «a, avem (§ < 7.




Supremum

Fie X o multime ale c3rei elemente sunt ordinali. Notam
sup X := JX. Atunci:
@ sup X este ordinal; pentru orice @ € X, a < sup X; pentru
orice ordinal ~ astfel incat pentru orice @ € X avem a < 7,
avem sup X < ;

e (supX)™ & X, deci existd un ordinal @ cu a & X.

Demonstratie

Primul punct este lasat ca exercitiu. Pentru al doilea, presupunem
(sup X)™ € X. Atunci (sup X)™ C U X, deci (sup X)™ < sup X.
Avem asadar (sup X)T € (sup X)™T, contradictie.

Tn particular, acest ultim punct ne arat3 c3 nu exist3 multimea
tuturor ordinalilor. Ca urmare, < si < nu denota relatii, ci doar
pseudo-relatii — echivalenta demonstratd la seminar intre < si < se
pastreaza, Tnsa.



Alte fapte despre ordinali

Propozitie
Ordinalul w este limit3.

Demonstratie

Clar w # 0. Ramane de aratat cd nu este succesor. Presupunem ca
existd a cu w = a” = a U {a}. Atunci a € w, deci, din definitia
lui w (care este N), avem a™ € w, adicd w € w, contradictie.

Se mai observa si ca orice ordinal finit este numar natural
(exercitiu!).

Fie «, (B ordinali. Observdam c3 dacd « € 3, atunci a = [[a].
Asadar, dacd o # 3, atunci (a, €,) si (8, €3) nu sunt izomorfe ca
multimi bine ordonate.

In continuare, vom demonstra c3 ordinalii formeaza un (pseudo!)
sistem complet de reprezentanti pentru (pseudo!) relatia de
izomorfism intre multimile bine ordonate.



Ordinali si multimi bine ordonate

Teorema

Fie (W, <) o multime bine ordonatd. Atunci existd un ordinal «
astfel incat (W, <) este izomorfa cu (o, €4).

Demonstratie

Notam T := {a € W | existd un ordinal izomorf cu W/[a]}. Vom
presupune (si vom justifica mai tarziu) cd avem o multime « ce
contine exact acei ordinali izomorfi cu un W/[a]. Se aratd cd « este
ordinal (exercitiu!) si c3 pentru orice a€ Tsibe Wcub< a
avem b € T (exercitiu!). Rezultd c& T = W sau existd c € W cu
T = W|c].

Definim f : T — «, punand pentru orice a € T, f(a) (unic
determinat!) astfel incat f(a) este izomorf cu W[a]. Atunci f este
izomorfism (exercitiu!). Daca existda c € W cu T = W/c], avem
ca c € T sideci ¢ < c, contradictie. Asadar T = W si f este
izomorfismul cautat.




Justificarea lui o

R3amane ntrebarea: de ce existd multimea a? Observam c3 ea ar
putea fi scrisa intuitiv ca

a={p(a)|ae T}.
Abstractizand, ajungem la forma
{F(x) | x € A},

intalnita uneori in matematica, dar necuprinsa in tiparul Axiomei
comprehensiunii.



Axioma Tnlocuirii

Daca F ar fi o functie, atunci acea multime ar fi pur si simplu
imaginea ei, dar in exemple ca al nostru, avem de-a face cu
operatii (definite in cursurile anterioare) despre care nu stim (si
posibil nici nu este adevarat) c3 pot fi reprezentate prin functii.

Este necesar, deci, s3 enuntam o noua axioma.

Axioma fnlocuirii

Pentru orice operatie F si orice multime A exista o multime B
astfel incat pentru orice x € A, F(x) € B.

Din nou, ca si la alte axiome (a perechii, a reuniunii, a multimii
partilor), putem forma cu ajutorul Axiomei comprehensiunii
multimea ce contine exact acei F(x) cu x € A, pe care o notam,
cum am sugerat mai devreme, cu {F(x) | x € A}.

Mai mult, putem obtine mai usor si grafice (familii) prin constructii
de forma {(x, F(x)) | x € A}.



Existenta lui «

Ca urmare, dac3 definim operatia G, pentru orice multime a, prin

G(a) = acel ordinal 8 izomorf cu W[a], dacdac T,
S, altfel,

atunci vom avea
a={G(a)|ac T}.



Inductie completa pe ordinali

Din cele anterioare, putem formula un principiu al inductiei
complete pentru ordinali.

Principiul inductiei complete (Principiul al Il-lea de inductie)

pentru ordinali

Fie P o proprietate si presupunem c3 pentru orice ordinal o avem
cd dacd pentru orice 8 < a, P(f), atunci P(«). Atunci pentru
orice ordinal o avem P(«).

Demonstratie

Fie proprietatea Q, definit3, pentru orice x, prin Q(x) dac3 si
numai dacd nu avem P(x). Presupunem c3 existd  astfel incat nu
avem P(~), deci avem Q(+). Din Teorema bunei ordondri, exista
cu Q(B) — deci nu avem P(3) — si pentru orice v cu Q(7), avem
B < . Altfel spus, pentru orice v < /3, nu avem Q(+y), deci avem
P(). Aplicand ipoteza teoremei, rezulta P(/3). Contradictie!




Inductie obisnuita pe ordinali

Exploatand Tmpartirea ordinalilor Tn zero, succesor si limita, putem
da urmatoarea varianta a principiului inductiei, care corespunde
mai degrab3 inductiei obisnuite (Principiului | de inductie) pe
numerele naturale.

Principiul inductiei (Principiul | de inductie) pentru ordinali

Fie P o proprietate si presupunem ca:
e P(0);
@ pentru orice « ordinal cu P(a), avem P(a™);

@ pentru orice « ordinal limit3 astfel incat pentru orice 8 < a,
P(53), avem P(«).
Atunci pentru orice ordinal o avem P(«).




Recursie completa pe ordinali

Putem formula si o teorem3 a recursiei complete pentru ordinali.

Teorema recursiei complete pentru ordinali

Fie G o operatie. Atunci pentru orice ordinal « exista si este unic
y astfel incat exist3 un grafic t ce are domeniul o™ astfel incat
pentru orice 3 < o, t(8) = G(t)3) si y = t(a).

Practic, pentru orice operatie G, am definit o operatie F astfel
incat, pentru orice ordinal o, F(a) = G(F|,) (intuitiv vorbind).

Exista o forma parametrizata a ei, pe care o vom folosi n scurt
timp pentru a defini, ca si in cazul numerelor, operatii pe ordinali.

In continuare, vom schita, ca material suplimentar, demonstratia
teoremei.



Demonstratia recursiei complete

Fie G o operatie. Fie 3, 0 ordinali si t si u grafice cu domeniile 3,
0 astfel incat, pentru orice vy cu v < 8 si v < 0 avem

t(v) = G(t,) si u() = G(u}y ).

Atunci, pentru orice y cu vy < 8 si v < d avem t, = u, si

t(y) = u(y).

Demonstratia lemei ramane ca exercitiu imediat.

Pentru a demonstra teorema, o presupunem adevaratd pentru orice
B < «, avand un yg pentru fiecare 3, si o demonstrdm pentru o.
Unicitatea rezultd imediat din lema. Pentru existentd, ludm
s:={(B,y8) | B<a}sit:=sU{(a G(s))} (vom avea ca G(s)
este y-ul cdutat). Se aratd, apoi, folosind lema, c3 pentru orice

B < a, t(B) = G(tg), distingand cazurile 8 < a'si f = .



Recursie obisnuita pe ordinali

Si teorema recursiei are o forma care permite definirea recursivd a
operatiilor dup3 tipul ordinalului curent (demonstratia — exercitiu!).

Teorema recursiei pentru ordinali

Fie G1, Gp, G3 operatii. Atunci pentru orice ordinal o exista si este
unic y astfel incat existd un grafic t ce are domeniul o™ astfel
incat pentru orice 8 < «:

e dacd =0, t(B) = Gi1(0),
@ dacj existd § cu B =67, t(B) = Go(t(9)),
o dacd j este limitd, t(3) = Gs(t)g),

iar y = t(a).

Aici, pentru orice operatii G1, Gy, G3, am definit o operatie F
astfel incat (intuitiv vorbind):

(] F(O) = Gl(O);

@ pentru orice ordinal o, F(a™) = Gy(F());

@ pentru orice ordinal limitd a, F(a) = G3(Fo)-



Adunarea ordinalilor

Acum c3 avem la dispozitie recursia (mentiondm in treacdt c3 si
recursia obisnuitd pe ordinali admite o variantd parametrizatd),
putem defini adunarea ordinalilor, adica pentru orice ordinali « si

B, punem:
o a+0:=q
e a+ Bt =(a+8)";
@ daca [ este ordinal limitd, o + 8 :=sup{a +v | v < B}.

A se observa cd, in ultima clauz3 (si in toate cele similare care vor
urma), existenta acelei multimi rezultd din Axioma inlocuirii.



Din ce am vazut pand acum, atdt 1 cat si N sunt si ordinali, si
cardinali (anticipdnd putin lucrurile, vom vedea peste nu mult timp
c3 orice cardinal este ordinal). Dac3 ii adundm fin ipostaza de
cardinali, obtinem

N+1=|NU{N}| =|N| =N,
iar dacd 1i adunam in ipostaza de ordinali, obtinem
N+1=N+0"=(N+0)* =N =NU{N},

deci cele doud adundri nu coincid. Aceasta justifica cele dou3
notatii pentru N, anume Ng si w. Mai mult, dac3 efectudam
urmatoarea adunare de ordinali:

1+N=sup{l+n|necN}=sup{n" | neN} =N,

(faptul c3 pentru orice n € N, 1+ n = n* se arat3 prin inductie),
observam ca adunarea ordinalilor nici nu este comutativa.
Subliniem c3 nu vom insista prea mult pe operatiile acestea pe
ordinali, ele fiind prezentate mai mult cu titlu informativ.



Inmultirea si exponentierea ordinalilor

Putem defini mai apoi, tot recursiv, inmultirea si exponentierea
ordinalilor (mai mult cu titlu informativ), folosindu-ne de
urmatoarele formule:

o a-0:=0;

o a -t :=(a-p)+aq

e dac3 [ este ordinal limit3, o- B :=sup{a-v| v < B}

o o%:=1;

o of =0af .

o dac3 3 este ordinal limit3, o := sup{a? | v < S}.
Mai departe, daca punem wj := w si pentru orice n € N,
Wpt = w*r, putem defini

g0 :=sup{wn | n > 1} =sup {w,w“,w”w,w“w . } .

Acest g¢ este cel care a fost pomenit in Introducerea istorica in
conjunctie cu demonstratia de consistenta a lui Gentzen.



Ordinali initiali

Am spus ca orice cardinal va fi ordinal. Prin urmare, definim
cardinalii ca find o clasa anume de ordinali.

Un ordinal se numeste initial daca nu este echipotent cu un ordinal
mai mic ca el.

Ca exemple, putem da orice numar natural, dar si pe w. Ordinalul
wt nu este initial, dat fiind c3 este echipotent cu w. In general,
pentru orice ordinal infinit a;, avem w C « si, deci, putem defini
bijectia f : o™ — «, pentru orice 8 € a™, prin

BT, dacid S este finit,
f(B) =<6, dacdw<p<a,
0, dacd 8 = «,

si ca urmare ot nu este initial. Mai mentiondm faptul imediat c3
doi ordinali initiali diferiti nu pot fi echipotenti.



Multimi bine-ordonabile

Definitie
O multime se numeste bine-ordonabild daca exista o relatie de
buna ordine pe ea.

Teorema

Pentru orice multime bine-ordonabila exista si este unic un ordinal
initial echipotent cu ea.

| \

Demonstratie

Unicitatea este imediata. Pentru existenta, fie X multimea si fie <
o relatie de buna ordine pe ea. Am aratat ca exista un ordinal «
astfel incat (X, <) este izomorfd cu (a, €,). In particular, X este
echipotentad cu «. Ca urmare, exista un cel mai mic ordinal
echipotent cu X, iar acesta trebuie neaparat sa fie initial.

Mai mult, remarcam ca orice multime echipotenta cu un ordinal
trebuie s3 fie bine-ordonabil3.



Pentru multimile bine-ordonabile, le putem defini, deci, cardinalul
ca fiind acel ordinal initial corespunzator. Vom vedea mai tarziu c3
toate multimile sunt bine-ordonabile, deci aceasta definitie este
suficienta: cardinalii sunt, prin urmare, exact ordinalii initiali.
Deocamdata, insa, s3 observam ca, in aceasta ipoteza,
presupunerile pe care le-am facut rezulta imediat din definitie. Le
reamintim aici:

@ pentru orice n € N si orice X, avem cd dacd X ~ n, |X| = n;

@ pentru orice X, dacd X ~ N, |[X|=N;

@ pentru orice X, X ~ |X|;

@ pentru orice cardinal k, |k| = k;
°

pentru orice X si Y, avem X ~ Y dacd si numai daca
(X[ =1YI.

Observam si ca pentru orice ordinal «, |af < a.



Ordonarea cardinalilor

Mai mult, avem c3 (pseudo!) relatia de ordine definitd pe cardinali
atunci cand nu le cunosteam natura coincide cu cea indus3 de cea
pe ordinali. O consecinta va fi faptul promis ca ordonarea
cardinalilor este totala.

Mai exact, daca x si A sunt cardinali astfel Tncat x < A drept
ordinali, atunci kK C X si deci k < X drept cardinali.

Presupunem acum c3 avem x < A drept cardinali si k £ X drept
ordinali. Atunci A < &, si deci A < & drept ordinali, iar din
paragraful anterior avem A < k drept cardinali, deci A\ = k&,
contradictie cu kK # A.

Am vazut ca ordinalii finiti, si deci si cardinalii finiti, sunt exact
numerele naturale. In continuare vom vedea cum arata cardinalii
infiniti.



Ordinali Hartogs

Propozitie-Definitie

Pentru orice multime A exista un ordinal o cu proprietatea ca nu
este echipotent cu nicio submultime a lui A. Prin urmare, exista un
ordinal minim cu aceast3 proprietate, ce este evident initial. 1l
numim ordinalul Hartogs al lui A si il notam cu h(A). Asadar,
h(A) este cel mai mic ordinal « cu proprietatea c3 nu exist3
injectie de la el la A.

Demonstratie

Clar, pentru orice B C A si orice relatie de bund ordine R pe B,
avem RCBxBCAxAsi B=JUR. Notam cu C multimea
tuturor acelor R € P(A x A) cu proprietatea c3 existd B C A astfel
incat R este relatie de buna ordine pe B. Atunci pentru orice

R € C exista si este unic un ordinal « astfel incat el este izomorf
ca multime bine ordonatd cu (UUR, R).




Ordinali Hartogs

Demonstratie (cont.)

Folosind Axioma nlocuirii, formam H ca fiind multimea tuturor
acelor ordinali, iar dintr-o propozitie anterioara, avem ca exista

o & H. Demonstram acum c3 « este cel cautat. Presupunem ca el
ar fi echipotent cu o submultime a lui A, deci c3 exista B C A si

f : B — « o bijectie. Atunci pot construi o relatie de buna ordine
pe B punand pentru orice x, y € B, x < y daca si numai daca
f(x) € f(y). Rezultd c3d (B, <) este izomorf cu (a, €,) si deci

o« € H, contradictie cu modul cum a fost ales .




Acel indice 0 din Ng sugereaza ca el este parte dintr-un sir mai
lung. Vom defini acum acel sir, Tn mod recursiv, punand pentru
orice ordinal «,

R+ = h(Ry)

si pentru orice ordinal limitd « (din nou, aici apeldm la Axioma
nlocuirii),
N, =sup{Xg | B < a}.

Conform definitiei ordinalului Hartogs, avem ca pentru orice ordinal
a, [Ny| < [Ny+|. Asadar, pentru orice ordinali o, 5 cu av < 3,
avem [R,| < |Ng|.



Orice alef este cardinal infinit

@ Pentru orice ordinal «, N, este ordinal initial infinit.

@ Pentru orice ordinal o, @ < N,,.

v

@ Vom demonstra prin inductie dupa «. Singurul caz netrivial
este atunci cand « este ordinal limita. Presupunem c3 R, nu
e initial, deci existd v < R, cu |N,| = |7y|. Din definitia
supremumului, exista 3 < a cu v < Vg, deci
IRo| = |v| < |Ng|, contradictie cu [Ng| < [R,].

@ Exercitiu.

Asadar, pentru orice ordinal «, avem |X,| = N,.



Orice cardinal infinit este alef

Pentru orice ordinal v si orice 3 < R, ordinal initial infinit, exista
a<7ycupf=N,.

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupa . Pentru v = 0, enuntul este
trivial (dar aici folosim faptul cd 3 este infinit!).

Presupunem acum c3 existd § cu v = J*. Atunci

B <Ry =Ngr = h(Xs), deci [B] < |Ns], i.e. f < N5, Daca f < Ny,
din ipoteza de inductie exista a < § < v cu 8 = N,. Daca § = Ny,
atunci luam « := 9.

Presupunem acum ca + este limita. Avem
<R, =sup{Rs |6 <}, deci exista 6 <y cu 3 < Vg, deci din
ipoteza de inductie existd a < d < v cu B = N,.




Orice cardinal infinit este alef

Pentru orice ordinal initial infinit 3, exista un ordinal o cu 8 = X,.

Demonstratie

Notdm ~ := 1. Atunci f < Ng < Rg+ =R, si putem aplica, deci,
propozitia anterioara.

Dat fiind c3 orice cardinal este ori finit, ori infinit, am demonstrat,
asadar, c3 orice cardinal este ori un numar natural, ori un alef.



