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Axioma alegerii

Asadar, mai este nevoie sa demonstram doar c3 orice multime este
bine-ordonabild. Pentru aceasta, vom avea nevoie de o noua
axioma.

Propozitie
Urmatoarele enunturi sunt echivalente:

@ Pentru orice S cu () ¢ S existd (g,),cs astfel incat pentru
oricey€ S, g, €y.

@ Pentru orice [ si orice familie de mul{imi nevide indexata
dupd I, (Fi)ics, avem cd [];c; Fi # 0, i.e. existd (f;)ies astfel
incat pentru orice i € I, f; € F;.

@ Pentru orice / si orice familie de multimi nevide, disjuncte
doua céate doua, indexatd dupd /, (D;);c/, avem ca
[Tic) Di # 0, i.e. existd (d;)ic/ astfel incat pentru orice i € /,
d; € D;.

Oricare dintre cele trei enunturi de mai sus este cunoscut ca
Axioma alegerii. In continuare, le vom demonstra echivalenta.



Echivalenta enunturilor

Ardtam intai echivalenta dintre prima si a doua forma.

Pentru a demonstra c3 primul enunt il implica pe al doilea, notam
S:={F;| i€ I} siobtinem c3 existd (g,),cs astfel incat pentru
orice y €S, g, € y. Pentru orice i € I, cum F; € S, notam

fi :== gr,. Atunci familia (f);c; este cea cdutatd, deoarece pentru
orice i € I, avem f; = gr. € F;.

Invers, acum! Presupunem c3 avem S si notam
F:={(i,i) | i € S}. Atunci F este o familie indexatad dup3 S si
pentru orice i € S, Fj = i. Ca urmare, existd (f,),cs astfel incat
pentru orice y € S, f, € F, = y si am terminat.



Multimi disjuncte

Ramane de demonstrat c3 al treilea enunt 1l implica pe al doilea.

Pentru orice i € | punem D; := {i} x F;. Atunci familia (D;);e/
satisface conditiile din al treilea enunt, deci existd (d;);e; astfel
incat pentru orice i € I, d; € D;.

Avem c3 pentru orice i € | existd si este unic a € F; cu d; = (i, a)
— unicitatea este imediat3, iar existenta rezulta din faptul c3
pentru orice i € [, dj € D; = {i} x F;.

Punem, pentru orice i € /, f; s3 fie acel a € F; cu d; = (i, a).
Atunci familia (f;);e/ este cea cdutats.



Axioma alegerii pe multimi finite

Pentru multimi finite, Axioma alegerii este o teorema care rezultd
din axiomele prezentate anterior. De exemplu, in prima formulare:

Propozitie

Pentru orice S finita cu () & S existd (gy),cs astfel incat pentru
oricey€ S, g, €y.

Demonstratie

Demonstram prin inductie dupa cardinalul n al lui S. Pentru
n=0, avem S = () si putem lua g := (). Arit3m acum pentru un
S de cardinal n*. Atunciexistd Tsiscu |T|=nsi S=TU{s}.
Din ipoteza de inductie, fie (h,),cT astfel incat pentru orice
yeT, hyecy CumB &S, s+#0, deci existd z € s. Putem,
atunci, defini pe (gy)yes, cel cdutat, punand, pentru orice y € S,
gy =hy,, dacay €T, sig, =z dacdy=s.

Variantele finite ale celorlalte formuldri raman ca exercitiu.



Lema lui Zorn

Axioma alegerii ne permite sa demonstram un rezultat util in
matematic3, anume Lema lui Zorn.

Definitie

Fie (A, <) o multime ordonatd si B C A. B se numeste lant al lui
A daca pentru orice x, y € B, avem x < y sau y < x.

Definitie

| A\

Fie (A, <) o multime ordonata. Ea se numeste inductiv ordonata
daca orice lant al s3u admite majorant, i.e. pentru orice B C A
care este lant, exista z € A astfel incat pentru orice x € B, x < z.
(Observam c&, daca aplicdm conditia pentru B := (), obtinem

A£0)

Orice multime inductiv ordonata admite un element maximal.




Demonstratia lemei lui Zorn

Presupunem prin absurd c3 existd o multime inductiv ordonata

(A, <) fara element maximal. Facem observatia ca pentru orice
lant B C A exista z € A astfel incat pentru orice y € B avem

y < z, iar, cum z nu e maximal, exista x cu z < x, deci, pentru
orice y € B, avem y < x.

Aplicdm Axioma alegerii pentru multimea | := P(A) \ {0} si
obtinem o familie (g;);c/ astfel incat pentru orice i € /, g; € i. Fie
b ¢ A si vom defini o operatie pe ordinali F prin recursie. Fie o un
ordinal. Presupunem cd am definit, pentru orice v < «, F(7) si
definim F(a).

In cazul in care, pentru orice v < a, F(7y) € A si existd x € A
astfel incat pentru orice v < o, F(7y) < x, punem

F(a) ‘= B{x€A|pentru orice v < o, F(v) < x}

altfel punem F(«) := b.



Demonstratia lemei lui Zorn

Demonstram acum prin inductie c3, pentru orice ordinal «,
F(«) € A si pentru orice 5 < o, F(8) < F(«). Presupunem
enuntul adevarat pentru orice v < « si demonstram pentru «. Fie

L:={F(7y)|v<a}CA

Atunci, pentru orice 3, d cu 8 < § < «, din ipoteza de inductie
avem cd F(f), F(0) € Asi F(B) < F(J). Deci L este lant si
asadar exista x astfel incat pentru orice v < a, F(y) < x. Atunci,
din definitia lui F, F(«) este un asemenea x si am incheiat.

Wikipedia: “This sequence is really long.”
Definim acum f : h(A) — A, pentru orice « € h(A), prin

f(a) := F(a). Atunci f este injectiva si deci |h(A)| < |A|, ceea ce
contrazice definitia ordinalului Hartogs.



Teorema lui Zermelo

In acest moment, putem ardta enuntul dorit.

Teorema bunei ordondri (Zermelo)

Orice multime este bine-ordonabila.




Demonstratia teoremei lui Zermelo

Fie X o multime. Observam ca pentru orice A C X si orice
RCAXx A, avem (A, R) € P(X) x P(X x X), deci pot defini

W :={(A,R) | AC X si R este o relatie de buna ordine pe A}.

Pe W definesc urmatoarea relatie de ordine: pentru orice (A, R),
(B,S) € W, avem (A,R) < (B,S)dacs AC Bsi R=SN(AxA).

Fie L C W un lant. Notam
M:={AC X |existd R cu (A R) € L}

Si
N:={RC X x X |existd Acu (A/R) € L}.

Atunci (UM, N) € W si este majorant pentru L (exercitiu!).
Deci (W, <) este inductiv ordonata si, deci, aplicind Lema lui
Zorn, admite un element maximal pe care il notam cu (A, R).



Demonstratia teoremei lui Zermelo

Vrem s3 aratam ca A = X si atunci R va fi relatia de bun3 ordine
ceruta.

Dacd A # X, existd a € X \ A. Atunci avem c3

(Au{al, RU{(y,a) |y € A}U{(a,a)}) e W

(exercitiu!), ceea ce contrazice maximalitatea lui (A, R).
Demonstratia este deci incheiata.

Acest mod de aplicare a Lemei lui Zorn este tipic.



Marea echivalenta

Mai mult, daca admitem Teorema lui Zermelo, putem demonstra
Axioma alegerii n felul urm3tor. Fie S cu ) € S. Fie < o relatie de
buna ordine pe |JS. Stim ca pentru orice y € S, avem y C |J S.
Definim atunci (gy),cs, punand, pentru orice y € S,

gy == min(y) € y.

Prin urmare, am aratat ca Axioma alegerii, Lema lui Zorn si
Teorema bunei ordonari sunt enunturi echivalente.

Jerry Bona: “The Axiom of Choice is obviously true, the
well-ordering principle obviously false, and who can tell about
Zorn's lemma?”



Inverse la dreapta

La seminar se va demonstra c3d si urmatorul enunt este echivalent
cu Axioma alegerii.

Propozitie

Fie X, Y multimi si g : Y — X surjectiva. Atunci exista
f:X—=Ycugof=idy.

Functia f se numeste inversa la dreapta a lui g si se observa
(exercitiu!) ca este injectiva, deci | X| < |Y]|.

Exista si urmatorul enunt mai slab.

Principiul Partitiei

Fie X, Y multimi si g : Y — X surjectiva. Atunci exista
f: X = Y injectiva.

Problema deschisa (Levy, 1963): Este acest enunt echivalent cu
Axioma alegerii sau este strict mai slab?



Axioma alegerii dependente

Teorema (Axioma alegerii dependente)

Fie X # () si R C X x X astfel incat, pentru orice x € X, exista
y € Xcu(x,y)€R.

Atunci existd (x,)nen, un sir X-valuat, astfel incat, pentru orice
n €N, (xn,Xn+1) € R.

| \

Demonstratie

Aplicsm Axioma alegerii pentru multimea [ := P(X) \ {0} si
obtinem o familie (g;);c/ astfel incat pentru orice i € I, g; € i.
Cum X # (), X € I. Definim acum sirul punind xp := gx si, pentru

orice n € N, Xnt1 '= 8{yeX|(xay)eR}-




Inapoi la cardinali

Prin urmare, Axioma alegerii ne permite sa folosim fara probleme
definitia cardinalilor ca ordinali initiali. Tn particular, ordonarea
cardinalilor este totald, iar pentru orice multime infinita A exista un
ordinal a cu |A| = R,,.

Propozitie

Orice multime infinita admite o submultime numarabila.

Demonstratie

Fie A o multime infinita si « astfel Tncat exista o bijectie
g Ny — A Cum Rg < R, existd o injectie f : g — N,. Fie B
imaginea lui g o f. Atunci B este submultimea cautata.

Faptul demonstrat c3 Ry < 280 se poate reformula acum ca
X; < 2% De asemenea, ipoteza continuumului se poate reformula

Cca
Mo — Ny,



Exista suficiente multimi

Urmatoarea propozitie ne arata ca avem, intr-un anume sens,
suficiente multimi de orice cardinal.

Propozitie

Fie A o multime si x un cardinal. Atunci existd B cu |B| = k astfel
incat AN B = .

| 5\

Demonstratie

Fie z ¢ UUA. Ludm B := {z} x k. Clar, |B| = k. Presupunem c3
AN B # (. Atunci existd a € K cu (z,a) € A, adicd

{{z},{z,a}} € A. Rezultd {z} € UA, deci z€ JUA.
Contradictie!




Cardinalul reuniunii

Fie I o multime si A un cardinal. Fie (A;);es astfel incat, pentru
orice i € 1, |Aj| < A. Atunci

UAil <1

i€l

| A\

Demonstratie

Pentru orice i € /, exista g : A; — X injectiva si deci multimea
Si:={g: A — \| g injectivd} este nevid3. Aplicim Axioma
alegerii pentru (S;)ic/ si obtinem o familie (s;);e/ astfel incat
pentru orice i € I, s; este o injectie de la A; la A. (Acesta este un
mod tipic de aplicare a Axiomei alegerii pentru a face un numar
potential infinit de alegeri.)




Cardinalul reuniunii

Demonstratie (cont.)

Fie < o relatie de buna ordine pe /. Definim o functie
f :Ujes Ai — |, pentru orice a € [J;¢, A, astfel: stim c3
{iel|ae A} #0siatunci punem

f(a):=min({i € | acA}).
Definim apoi h: UJ;c; Ai — | X A, pentru orice a € [J;c; Ai, prin
h(a) := (f(a), s¢(a)(a)).

Atunci h este injectivd (exercitiu!) si deci

<[rx Al =111 = 1] - A

U

i€l




Cardinalul reuniunii cel mult numarabile

Corolar

O reuniune cel mult numarabild de multimi cel mult numarabile
este cel mult numarabila.

| A\

Demonstratie

Din propozitia anterioard, cardinalul reuniunii trebuie s3 fie cel
mult Rg - Ng = |N X N| = Np.

O reuniune numarabila de multimi numarabile este numarabila.

Demonstratie

Reuniunea contine o multime numarabil3 si este deci infinita.

Are sens, deci, sa studiem mai mult cum arat3d produsele de
cardinali.



Propozitie

Pentru orice cardinal infinit x, avem & - kK = k.

Demonstratie

Presupunem contrariul, si deci exista un x minim cu % - Kk # K.
Cumk=k-1<k-kK, avem k < k- k. Pe multimea x x x definim
relatia R astfel: pentru orice «, 3, 7, 0 € Kk, avem

(c B)R(7,8) :& max(cv, B) < max(7, 6)
SAU max(a, ) = max(v,d) si a < ~y
SAU max(a, 8) = max(v,d) sia=~vsi <.
Avem c3 R este o relatie de bund ordine strictd (exercitiu!). Deci

exista « astfel incat (k X k, R) este izomorfa cu (a, €,) si fie f un
izomorfism.




Demonstratie (cont.)

Atunci
kK< k-k=|kXEK|=|a <q,

deci k € a si prin urmare existd 3, v € k cu f(f,7) = k. Avem c3
multimea tuturor acelor (6,¢) cu (6,¢)R(B,y) este de cardinal k.

Avem c3 max(,v) < s si deci ¢ := max(3,7)T < k. Insd k este
initial, deci nu e succesor, prin urmare ¢ < k. Cum pentru orice 9,
e cu (4,€)R(B, ), avem max(d,e) < max(8,7) < ¢ si deci 9,
e < ¢, avem

k<o x ol = ol - ol

Dar cum avem || < ¢ < Kk, atunci, daca |p| este finit, avem c3
|o] - || este tot finit, iar daca |p| este infinit, avem, din
minimalitatea lui s, c3 || - [¢| = |¢|. Tn ambele cazuri, avem
lo| - |¢| < k. Contradictie!




Aritmetica cardinalilor

Fie x un cardinal infinit si n € N, n # 0. Atunci K" = k.

Fie A, p cardinali cu A < p si p infinit. Atunci A + p = p.

Demonstratie

Avem p < A+pu<p+p=2-p<p-p=pu

Fie A, p cardinali cu 1 < XA < g si w infinit. Atunci A -y = p.

Demonstratie

Avem p=1-p<A-p<p-p=p




Caracterizarea multimilor infinite

Propozitie

Fie X infinita. Atunci existda Y C X cu X ~ Y.

Demonstratie

Avem c3 X ~ |X| ~ |X|T. Fie g : |X|T — X o bijectie. Luim Y
sa fie imaginea lui | X| prin g.

Asadar, o multime este infinitd daca si numai dac3 este n bijectie
cu o parte strictd a sa.



Parti finite

Pentru orice n € N si X, definim Pp(X) := {A € P(X) | |A| = n}.

Propozitie
Pentru orice n € N\ {0} si orice X infinitd, avem |P,(X)| = |X].

Demonstratie

Pentru a gdsi o injectie de la X la P,(X), fixam intai

ao, - - .,an € X, diferite doua cate doua. Apoi, orice

x €{aj|i<n}vafidusin {a;|i < n}\{x} iar orice x din afara
acelei multimi va fi dusin {a; | i < n—1} U {x}.

In sens invers, bine-ordondm X si atunci fiec3rui element

{xi | i < n} al lui Pp(X), considerdnd w.l.o.g. xo < ... < Xp_1 Ti
asociem elementul (xp, ..., x,—1) € X". Asadar,

Pa(X)| < [X7] = [X].




Parti finite

Pentru orice X, definim Pg,(X) := {A € P(X) | A finitd}.

Propozitie
Pentru orice X infinitd, avem |Pg,(X)| = |X].

Demonstratie

Cum

Pan(X) = | Pa(X),

neN

avem
|Pan(X)| < INJ - [X] = [X]

si, pe de alt3 parte,

IX] = [P1(X)] < [Pan(X)I.




Baze in spatii vectoriale

Consideram cunoscuta de la Algebra liniara notiunea de spatiu
vectorial.

Definitie
Fie k un corp, V un k-spatiu vectorial si A C V.

@ A se numeste sistem de generatori pentru V' daca pentru
orice veEe VexistaneN, A\i,...,\p, €k, vi,...,vp E Acu
vV = 27:1 )\,'V,'.

@ A se numeste sistem liniar independent pentru V daca
pentru orice n € N, A1,..., A, € k, vi,...,v, € Acu
0=>"71A\iv;, avem cd, pentru orice i, A\; = 0.

@ A se numeste baza pentru V' dac3 este si sistem de generatori
pentru V/, si sistem liniar independent pentru V.

Este aproape imediat faptul ca, dat fiind un corp k, doua k-spatii
vectoriale care admit respectiv doud baze echipotente sunt
izomorfe.



Caracterizarea bazelor

Propozitie

Fie k un corp, V un k-spatiu vectorial si A C V. Atunci A este
baza pentru V daca si numai dacd A este sistem liniar independent
maximal pentru V.

Demonstratie

Implicatia ,,=" ramane ca exercitiu. Pentru ,<", presupunem ca
A nu ar fi sistem de generatori pentru V' si, ca urmare, exista
v € V ce nu este generat de A, in particular v ¢ A. Vom ardta ca
AU {v} este sistem liniar independent pentru V/, contrazicand

maximalitatea lui A. Fie neN, A\1,..., A\p, A€k, vi,...,vp EA
cu0=>";Aivi+ Av. Presupunem X # 0. Atunci
v = —% >4 Aivi, contrazicind modul cum a fost ales v. Deci

A =0, prin urmare > ; A\jv; = 0, asadar, din faptul c3 A este
sistem liniar independent pentru V/, pentru orice i, A\; = 0.




Existenta bazei

Propozitie
Fie k un corp, V un k-spatiu vectorial. Atunci V admite o baza.

Demonstratie

Fie F multimea tuturor sistemelor liniar independente pentru V.
Atunci (F, C) este inductiv ordonatd (pentru orice lant X C F,
U X este majorant pentru X), deci admite un element maximal,
care, din propozitia anterioara, este chiar baza cautata.

Cu titlu informativ, mentionam ca faptul c3 orice spatiu vectorial
admite o baza este echivalent cu Axioma alegerii. Mai mentionam
si ca orice doud baze au acelasi cardinal, iar acest fapt este strict
mai slab decat Axioma alegerii.



Cardinalul spatiilor vectoriale |

Propozitie
Fie k un corp, V' un k-spatiu vectorial si B o baz3d pentru V cu
B #0 (i.e. V #{0v}). Atunci max(|B], |k|) < |V/|.

Demonstratie

Cum B # (), fie v € B. Considerdm f : k — V/, definit3, pentru
orice a € k, prin f(a) := - v. Atunci f este injectiva si, deci,
|k| <|V|. Cum B C V, avem |B| < |V/|, de unde obtinem
concluzia dorita.




Cardinalul spatiilor vectoriale Il

Propozitie

Fie k un corp infinit, V un k-spatiu vectorial si B o baz3d pentru V
cu B # 0 si B finitd. Atunci |V| = |k|.

Demonstratie

Avem c3 V este izomorf cu k!Bl deci V| = ]k||B| = |k|.

Teorema

| A

Fie k un corp infinit, V un k-spatiu vectorial si B o bazad pentru V
cu B infinita. Atunci |V/| = max(|B|, |k|).

Demonstratie

Avem

v= U o

DEPﬁn(B)
deci |V| < [Pan(B)| - |k| = |B] - [k| = max(|B], |k|).




Aplicatia 1: QN

Multimea functiilor de la N la Q, notat3 cu QY, are o structur3
naturald de Q-spatiu vectorial.

Propozitie

Fie B o baz3 pentru QY. Atunci |B| = c.

Demonstratie

Avem c3 ’QN‘ = |QIINI = nfo = 2% —

Clar, QN # {OQN}, deci B # (). Presupunem c3 B este finita.
Atunci ’QN’ = |Q| = Ny, contradictie.

Rezultd c3 B este infinita, de unde scoatem
‘@N‘ = max(|B|,|Q|) = max(|B|,No) = |B|, deci |B| = ¢.




Aplicatia 2: (R, +) si (C, +)

Stim c3 (R, +) are o structurd naturald de Q-spatiu vectorial. Fie
B o baza a lui. Clar, B # (), iar, dacd B ar fi finitd, am avea

IR| = |Q], fals. Deci B este infinitd, de unde scoatem

IR| = max(|B|,|Q]), deci |B| = |R].

Analog, (C,+) are o structurd naturald de Q-spatiu vectorial si,
pentru orice bazd B’ a sa, avem |B'| = |R|.

Asadar, (R, +) si (C,+) sunt izomorfe ca Q-spatii vectoriale, si,
deci, si ca grupuri abeliene. In particular, (R, +) are o structura
naturald de C-spatiu vectorial.



